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AVERTISSEMENT. 
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Le  troisième  volume  de  la  Théorie  analytique  du 
Système  du  monde  devait  paraître  au  commence- 
ment de  cette  année.  Des  difEculte's  typographiques 
résultant  du  grand  nombre  de  formules  qu'il  con- 
tient et  du  format  que  j*ai  adopte ,  ont  retarde  jus- 
qu'à ce  jour  sa  publication.  Il  me  parait  donc  juste 
de  prévenir  que  quelques  parties  de  ce  livre,  qui 
étaient  entièrement  neuves  lorsque  Touvrage  fut 
composé,  ont  pu,  par  ce  rétard  indépendant  de 
ma  volonté,  se  trouver  déjà  développées  dans  des 
Mémoires  particuliers,  lors  de  son  apparition.  Tel- 
le est,  par  exemple ,  dans  la  théorie  des  perturbations 
planétaires,  la  méthode  qui  donne  les  coefficiens  du 
développement  en  série  de  la  fonction  perturbatrice 
par  le  moyen  des  quadratures.  M.  Poisson  n'avait  fait 
qu'indiquer  cette  méthode ,  je  l'ai  présentée  ici  avec 
assez  d'étendue  pour  ne  plus  exiger  que  des  subs- 
titutions numériques;  à  peine  alors  l'avait-on  re^ 
marquée,  et  aujourd'hui  elle  a  déjà  reçu  d'importantes 
applications. 

J'avais  espéré  aussi  que  ce  volume  comprendrait 
à  la  fois  la  théorie  des  perturbations  planétaires  et 
celle  des  marées;  mais  la  place  que  la  première  a  oc- 
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cupée,  les  dëveloppemeDS  qu'elle  a  demandés,  les 
exemples  numériques  que  j'ai  cru  nécessaire  de  don- 
ner, ne  m'ont  plus  laissé  l'espace  que  la  sçconde  exi- 
geait. Je  serai  donc  obligé  de  reporter  cette  théorie 
dans  le  quatrième  volume ,  qui  contiendra  en  outre 
celles  de  la  Lune  et  des  Satellites.  Ce  volume  ne  se 
fera  pas  attendre ,  et  j'aurai  rempli  l'engagement  que 
j'ai  pris  de  passer  en  revue  dans  cet  ouvrage  les  prin- 
cipales parties  de  la  théorie  du  système  du  monde. 

Dans  un  supplément  au  second  livre,  qui  paraî- 
tra en  même  temps  que  le  troisième  volume,  j'ai 
réparé  quelques  omissions  qui  m'ont  été  indiquées 
dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires. 

Ai-je  besoin  de  rappeler  ici  ce  que  j^ai  dit  dans 
l'Introduction  de  cet  ouvrage  sur  le  but  que  je  me 
suis  proposé  en  le  composant?  Je  n'ai  voulu  ni  refaire 
la  Mécanique  céleste  ^  ni  simplement  la  commenter* 
La  première  entreprise  m'eût  paru  trop  ambitieuse , 
la  seconde  trop  modeste.  J^ai  voulu  rassembler ,  dans 
un  même  livre ,  les  travaux  faits  par  les  géomètres , 
depuis  cinquante  ans,  pour  perfectionner  la  théorie 
du  système  du  monde ,  et  qui  se  trouvent  répandus 
dans  des  Mémoires  épars.  Laplace ,  comme  tous  les 
génies  créateurs,  avait  en  général  préféré  ses  mé- 
thodes à  celles  qu'auraient  pu  lui  fournir  ses  devan- 
ciers et  ses  contemporains  j  moi ,  dont  la  seule  ambi- 
tion était  de  composer  un  ouvrage  utile,  j'ai  toujours 
préféré  la  méthode  la  plus  simple  et  la  plus  générale,  et 
lorsque  j'ai  introduit  quelques  formules  nouvelles,  c'est 
que  leurs  avantages  étaient  bien  démontrés*  Toutes  les 
fois  que   les  cas  l'ont  exigé,   j'ai    appliqué  à  des 
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exemples  particuliers  les  théories  générales ,  pour  en 
rendre  l'intelligence  plus  facile.  Souvent ,  en  traitant 
le  même  sujet  que  l'illustre  auteur  de  la  Mécanique 
céleste^  il  m'a  fallu  marcher  sur  ses  pas.  Mais  j'ai 
mieux  aimé  m'exposer  à  tous  les  désavantages  de 
cette  position  y  que  de  chercher  un  ordre  d'idées  moins 
logique  et  moins  rationnel.  Epfîn ,  j'ai  presque  tou- 
jours adopté  les  mêmes  notations  que  notre  grand 
géomètre.  Cette  uniformité  dans  les  notations  est 
un  moyen  de  faciliter  beaucoup  l'étude  des  applica- 
tions de  l'analyse  aux  sciences  naturelles  :  une  langue 
écrite  doit  donner  d'autant  moins  de  peine  à  com- 
prendre,  que  ses  caractères  sont  moins  nombreux 
et  mieux  arrêtés ,  et  je  ne  connais  rien  qui  prouve 
plus  la  stérilité  de  l'imagination^  que  cette  manie 
trop  fréquente  d'inventer  des  signes  nouveaux  pour 
rendre  des  idées  communes.  Les  jeunes  géomètres 
qui  liront  mon  ouvrage  ne  seront  pas  dispensés 
pour  cela  d'étudier  la  Mécanique  céleste;  mais  je 
crois  que  je  leur  aurai  facilité  cette  tâche,  et  s'ils 
trouvent  que  j'ai  fait,  sous  ce  rapport ,  un  travail  utile^ 
j'aurai  atteint  le  seul  but  que  je  m'étais  proposé. 

J'ai  cru  devoir  entrer  dans  ces  détails,  parce 
que  quelques  personnes,  pour  la  plupart  étran- 
gères à  la  science ,  quoique  ce  ne  soit  pas  celles 
qui  en  parlent  le  moins,  m'ont  paru  n'avoir  pas 
bien  jugé  mon  intention  ;  mais  je  dois  dire  en  même 
temps  que  j'ai  eu  la  satisfaction  de  voir  qu'au  con- 
traire les  hommes  qui  connaissent  bien  l'état  actuel 
de  l'astronomie  théorique  m'ont  compris ,  et  c'est  à 
leurs  encouragemens  que  j'ai  du  le  courage  de  pousser 
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jusqu'au  bout  cette  difficile  entreprise.  Ou  itie  per- 
mettra d'en  citer  ici,  pour  preuve,  la  lettre  suivante, 
qui  m'a  été  adressée  par  un  illustre  géomètre,  dont 
la  perte  récente  afflige  encore  la  science.  Je  prie 
qu'on  veuille  bien  ne  la  considérer  que  comme  une 
approbation  donnée  k  mou  ouvrage  sous  le  rapport 
de  éon  utilité,  et  qu'on  me  rende  la  justice  de  croire 
que  je  sais  mieux  que  personne  ce  qu'elle  peut  avoir 
de  ttùp  flatteur  pour  ina  vanité. 


Paris,  20  décembre  i834« 


.  i 


Paris,  ce  4  Novembre  1829. 
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*  On  doit  se  rappeler  qu^il  existait  plas  que  de  la  froideur  entre 
Lbgehdre  et  Laplàce  ,  et  certainement  c^est  plutôt  Phomme  qui  parle  ici  que 
le  géomètre.  Sans  doute  on  peut  éclaircir  aujourd'hui  quelques-  unes  des 
parties  de  la  Mécanique  céleste ,  mais  c'est  en  protestant  de  son  res- 
pect et  de  son  admiration  pour  ce  monument  élcYé  aux  sciences  mathéma- 
tiques et  astronomiques. 
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;c»9,  lignes  I,  ii  et  12,  iiu /leu £i« —-jjjj^  ,/««»-#.  ^7^ 

ifciil.  4i    8^     16 f  au  heu  dci 7^ — ,  itfes 7-^ — 

'      ,.       .      .    ^  sin  9  <2R      ,.             ^flsine  dh 
10,  2,  flu  /(eu  de  +  — : t=-  ,  «m»  —  -: -î= 

ibid,  10,  au  lieu  de  -f-  -r^  t=  ,   lise»  —  -r^  -3= 

^'  sm  ^  ail  sm  y  dTl 

23  ,  i  ,  aulieu  de  -f-  -r^  -5=  •  lisez  •—  -r^  -5— 
'  '  sin^dll'  siTLydH 

,  r        M'     j  I     dR  ,      I     ^R  -.  1    dR 

24  •  o,  au  lieude  — tang  ->-?-  +  -:---  T=r»  /ue^— tans  -  y  -5- 
^  '  ^*  2     ai*       sm  7  an  °  2     dt^ 

i_  dR 

....  .  >•        .  I     ^R      ,.  t    d!R 

ibid.  24»  au  fteu  oe  coi-x-?-  1  •l'^s  cos-v-^^ 

^'  2    d\  n'^  dk 

52 ,  1 3,  au  lieu  de  aa'2(6(''0  -f-  B(<-«-*)}  eos . . .  ,  /iiee   

2aa'(B('-0  ^-  BC+O)  cos. . . 
i«£l.  25,  au  lieu  de  B('-0  +  BC+O ,  lisez  aa'CBC'-O+BC'+O) 

53 ,  8,  au  lieu  de  —  1  i(i—  i) ,  lisez  H-  i i(i  —  1) 

54)  3  en  remonunt,  au  lieu  de  ^(i-^i),  lisez  ^(i  —  o!)* 

56  ^  18,  au  lieu  de  m'kcos[i{nft-^ttc.'],  lisez — fi»'Aco9[i(n'<<— etc.  3 

112,  6  en  remontant ,  au  lieu  de  cos  (i^  -f-  i'^^^d^*  et. . .  » 

sin  (i^  >4-  i'^^*  d^^' ,   /ûes 
cos(i> — Vp')d^p*  et  sin  (t^  —  i*ft)dpd^' 

^  '  .  ^  changez  les  signes  de  tous  les  termes  de  la  yalenr  de  F.  \ 

178,  I,  au  lieu  de  à9,    lisez  aP 

i&ia.  10.  au  «eu  oe  —  rr-r rr  »  ***«»  ""  tf-t TTITZ 

(5»' — in)dt  (5» — 2n)*a«» 

....  ,.        ,  2adP  ,.  2adF 

iwa.  2,  au  lieu  de  — jr-n 73;»  "***  ""7F"r TJL 

(5/1 — a/i)a«'  (5/1  —  2/»)a« 

J.-J  r  /•       ^  3a£ÎP  ..  3a<<«P 

loia.  i6. ,  au  «eu  «te  —  ;^-7 73-  9  *we»  ^  rr—z rrjûz 

'  (5/1 — 2/i)a«  (5/»' — 2/ij*a£* 

221,  i5,  au  lieu  </e  sin(9»,'t^4'**-H9t' —  4  «^-A^  +  B')»  ^w«* 

sin(9»'«— 4/it-|-9f'  —  4f+  A'-f  B  ) 

223,  dernière,  au  lieu  de :=>  Usez  — :— -=_ 

m' Va  mV«' 


Page  234»  l*g»«    ^»  <»"  /wudc --r= ,  «ie«  ..y-. 

m  y  a  my  tC 

a63,  10,  au  lieu  de  eAi  — -a/e.  /««»  -e/to  — iiJfe 

994,  3  en  remontant,  au  lieu  de  Halley,  lisez  Ponnd 

336,  a6,  au  /ieu  <ie  =  mD,   lisez  -s  mD* 

349,  3,  au  lieu  de  e>v =8i«  5a'  lo^»  ^ûez  «*▼  =  Si^Sl^ig^S 

4^>  9»  «"  ^*«"  ^«  f*  +/*'0  >  ^w««  (i  +f^) 

437,  14,  au  lieu  de  N(o),  /ûes  INCO 

443  y  189  19  et  ao,  changez  les  signes  des  trois  quantité  : 

£iM(')  ^(O  dMC») 

rfa«^  '  dfl«T  '  da«T 

444)  ^f  ^9  '^  ^^  '3 1  effacez  m^ 

451,  17,  au  lieu  de  Ky  lisez  ST 

K«  h"' 

i&û{.  dernière,  au  lieu  de   —  -ô"»  ^'^^'  "^  0 

o  o 

45a,  la,  il  faut  afBecter  dn  signe  —  l'in^alitë  de  cette  ligne. 

464,  7  et  9,  au  lieu  de  3a^— n'^,  lisez  3n^' —  n^ 

ibid.  i4f    au  lieu  de  Sn^t  — 3ra'^t,  /»ex  3/i^t  —  3/i^'t. 


Addition, 


Page  4^3,  après  la  ligne  la,   ajoutez: 

—  0,0003464950  cos(  ii^i-f- •▼—»»▼) 

—  o,ooaio35534  cos(a»n  —  ««▼«H-at'' — •«▼—»▼) 
/r'  =  (îH-f*'^)»^+  0,0054534650  cos(an^£^A'U-t-af^— •'▼^««▼) 

4-  0,0011739643  cos(3nn — a/i'^tH-Sf^— at'^— »▼) 

—  0,0006395374  cos(3»U  — an' ▼«-|-3f^—3« «*—#>▼) 
+  {i'^is^^)*OyOOQQioiG&'3  cos(3/i^'X  — !M»^<-f-3f^>— at^— «^0* 
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DU 


SYSTÈME  DU  MONDE. 


LIVRE  SIXIÈME. 


Théorie  des  Mouvemens  planétaires. 

La  détermination  des  inégalités  auxquelles  peuvent 
être  soumis  les  mouvemens  des  corps  célestes,  soit  en 
vertu  de  leurs  attractions  mutuelles ,  soit  par  l'action 
de  toute  cause  étrangère  aux  forces  principales  qui 
les  animent,  est  sans  contredit  l'objet  le  plus  impor- 
tant de  la  théorie  du  système  du  monde.  Nous  avons 
donné  dans  le  second  livre  les  inégalités  indépen- 
dantes des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites, 
et  celles  qui  dépendent  de  leur  première  puissance  : 
ce  sont  en  effet,  en  général,  les  plus  considérables, 
et  celles  par  conséquent  auxquelles  il  importe  prin- 
cipalement d'avoir  égard.  Cependant  il  peut  arriver 
que  parmi  les  inégalités  qui  dépendent  des  puissances 
dfs  excentricités  et  des  inclinaisons  d'un  ordre  plus 
élevé,,  et  même  parmi  celles  qui  sont  de  Tordre  du 
carré  "des  forces  perturbatrices,  il  s'en  trouve  que 
Tome  Ilf.  i 


2  THÉORIE  ANALYTIQUE 

quelque  circonstance  particulière  rende  sensibles^  et 
auxquelles  il  soit  par  cette  raison  indispensable  d'avoir 
égard.  On  ne  doit  donc  regarder  les  résultats  auxquels 
nous  sommes  parvenu  dans  le  livre  II  que  comme  une 
première  apprcjiximatian  df  s  méuvemens  planétaire», 
et  elle  ne  suffirait  pas  aux  besoins  de  TAstronomie, 
dans  l'état  de  perfection  où  cette  science  est  aujour- 
d'hui parvenue.  Nous  allons  par  conséquent  revenir 
sur  cet  important  objet ,  et  nous  donnerons  dans  ce 
livre  l'expression  analytique  des  principales  inégalités 
planétaires  provenant  des  diverses  causes  qui  troublent 
les  mouvemens  elliptiques  des  planètes  autour  du  so- 
leil, de  manière  que  ces  formules  étant  réduites  en 
nombres,  les  tables  qui  en  résulteront  puissent  at- 
teindre à  toute  l'exactitude  qu'exige  la  précision  des 
observations  modernes. 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE. 


CHAPITRE  PREMIER. 


Développement  de  la  Jonction  perturbatrice  en  série 
ordonnée  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  in-- 
cUnaisonsf  des  orbites  jusqu'aux  termes  dépendans 
de  la  septième  puissance  de  ces  élémens. 

I  «  Nous  avons  donné  dans  le  n^  8i  du  second  livre^ 
Texpressîon  de  la  fonction  perturbatrice  R  développée 
jusqu'aux  termes  de  l'ordre  du  carré  des  excentricités 
inclusîven^ent  ;  mais  on  est  obligé  de  porter  plus  loin 
ce  développement  à  mesure  qu'on  veut  atteindre  à 
un  plus,  haut  degré  d'approximation  dans  la  théorie 
des  mouvemens  planétaires*  Nous  allons  donc  nous 
occuper  d'abord  de  celte  pénible  opération. 

Considérons  l'action  réciproque  de  deux  planètes 
m  et  m' en  mouvement  autour  du  soleil.  En  désignant 
par  R  la  fpnctioo  qui  exprime  cette  action,  on  a, 
n*  48  du  second  livre 

x^  y,  z  étant  les  coordonnées  reclangulairçs  de  m  re- 
latives à  trois  a^fes  fixes  passant  par  le  centre  du  so- 
leil, rson  rayon  vecteur  dans  son  orbite,  et  x\y ,  z% 
r*  exprimant  les  mêmes  quantités  relatives  à  m'.  Si 

1 .. 


4  THÉORIE  ANALYTIQUE 

Ton  nomme  p  la  distance  des  deux  planètes  entre 
elles ,  en  sorte  qu'on  ait 


la  valeur  précédente  pourra  s'écrire  ainsî  : 


Sous  cette  forme  on  voit  que  R  ne  dépend  que  de  la 
distance  des  différens  corps  du  système  entre  eux  et 
à  l'origine  des  coordonnées ,  et  que  cette  fonction  est 
totalement  indépendante  des  axes  auxquels  on  rap- 
porte les  mouvemens  de  ces  corps. 

Cela  posé^  pour  plus  de  simplicité^  prenons  pour 
pian  desx^  un  plan  passant  par  la  commune  inter- 
section des  orbites  de  m  et  de  m',  et  pour  axe  des  ,aû 
celte  intersection  même.  Si  l'on  nomme  sf  l'angle  que 
le  rayon  r  forme  avec  cette  droite,  /l'angle  formé 
par  cette  même  droite  et  par  /,  (p  et  ^'  les  inclinaisons 
respectives  des  orbites  de  m  et  de  m'  sur  le  plan  fixe, 
on  aura 

x:=r  cos  p,  j^  =  rsini^  cos  cp,  ;3==r  sin  i/sin^, 
or'ssr'cosp',  ;/•' =  r' sin i^' cos ^',    z=/sini''sin^', 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  R ,  qu'on  nomme  y 
rinclinaison  mutuelle  des  deux  orbites ,  et  qu'on  ob- 
serve que  ^' — ^=^  en  faisant,  pour  abréger, 

I — cos;^=r:2sin*  j^=  *  A* 
V=: — rr^  sin  v  sin  p'= jr/[cos  (^i^  -|-  p')  —  cos  {/ — p)]; 

en  sorte  que  A  représente  le  double  du  sinus  de  la 
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moitié  de  Tangle  que  forment  entre  eux  les  plans  des 
orbites  des  deux  planètes,  on  trouvera 


R  =  m'I 


j/r'  +  r'*—  2rK  cos  {v — i/')  —  A*V 


rco8(/ — i')       1    .  V"l 

/-  2        /d' 

fonction  qui  ne  dépend  plus  que  de  l'inclinaison  mu- 
tuelle des  orbites  et  de  la  position  respective  de  m  et 
de  m'  par  rapport  à  la  ligne  des  nœuds. 

Soit  n  la  longitude  du  noeud  ascendant  de  Forbite 
de  mfj  comptée  sur  Torbite  de.  m  à  partir  d'une  ori- 
gine fixe  ;  pour  rapporter  à  la  même  origine  les  angles 
p  et  i^,  que  nous  avons  supposés  comptés  sur  les  plans 
des  orbites  respectives  des  deux  planètes ,  à  partir  de 
leur  commune  intersection,  il  suffira  de  substituer 
i»  —  n  et  p'  —  n  à  la  place  de  p  et  de  (/  dans  les  ex- 
pressions précédentes.  L'angle  /  représentera  alors  la 
distai^ce  de  b^  planète  m^  à  son  nœud ,  comptée  sur 
l'orbite  de  m'  et  augmentée  de  la  longitude  de  ce 
nœud,  comptée  sur  le  plan  de  Torbite  de  m,  de  la 
même  origine  que  l'angle  i^. 

La  fonction  qiie  nous  avons  désignée  par  V  de- 
viendra ^nsi 

V  s=  i  rK  [cos  (i^  -4-  p'  —  211)  —  cos  (y^ —  p)]; 

et  c'est  cette  valeur  qu'il  faudra  substituer  dans  Tex-p- 
pression  précédente  de  R,  qui  n'éprouvera  pas  d'autre 
altération. 

Cette  expression  conservera  la  même  forme ,  quel 
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qU^  soit  le  plan  passant  par  le  centra  du  soleil  ^  a«U|ael 
on  rapporte  le  mouireaient  des  deux  planètes  ^  pourvu 
qu'on  exprime  les  coordonnées  x,/^  z,  a/,  etc.,  rela- 
tives à  ce  plan  y  en  fonction  des  coordonnées  claires 
de  m  et  de  m*  ;  elle  a  donc  toute  la  généralité  dont 
elle  est  susceptible. 

2.  Il  nous  sera  nécessaire  dans  ce  qui  va  suivre  d'in- 
tradttive  dttns  la  fonction  R  les  Vôriablëé  qtii  déVét*-^ 
miifeent  la  position  du  plan  tnobUe  de  l'orbib  ^  fh 
par  rapport  à  nu  phn  fikè  qùëicdti):|Uë  /  qttaîilitfe 
qni'èlLe  u0  mnferme  qu'impUcitehfiënt ,  èoâs  la  forane 
précédente.  Pour  cela,  uomtbous  ^et  f'  tes  inclinai^ 
jsons  respectives,  let  H  et  II'  les  ltCM:)gîtudBS  des  iioeukls 
des  orbites  de  m  et  de  m\  Sur  ce  nmiireau  plan  >  <m 
aura 

cos  y  =2  cos  9  cos  ç'  H-  sin  <p  sin  (f'  cos  (il'—  II). 

En  Substituant  donc  dans  R  à  la  place  de 

X*  =  2  (i  —  cos  >)  sa  valeur,  cette  quantité  se 
trouvera  exprimée  en  fonction  des  angles  (p ,  ^',  FI 
et  n',  relatifs  à  un  plan  fixe  quelconque  ^passant  par 
le  centre  du  soleil. 

Si  l'on  rapporte,  comme  tiorus  ravôns  fait  n**  86 , 
livre  II ,  le  mouvement  de  m  au  plan  de  «on  birbite 
primitive,  l'inclinaison  (p  et  l'angle  II'*— Il  seront  de 
l'ordre  des  forces  perturbatrices,  et  Ton  pourra  né- 
gliger leur  c^rrté  quaini  on  fera  abstraction  des^quane 
tités  du  second  ordre  par  Ifip^ort  à  ces  fopoëa»'J&i 
nommant  donc  y  ce  que  devient  y  relativeiweilt  à»  toi 
temps  quelconque  compté  de  l'instant  qu'on  a  choisi 
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pour  ëpoqne^  on  aura  ^^z=i  y^  et  par  cooeéquent  : 

CCS  y  ^  ces  y  -4-  sin  (p  sîn  y. 

U  fiaundra  donc  daiiB  l^expresBion  d»  A  ssbstitaer 
a(i— '^ÎOST— «i«f  smj.)  à  la  place  de  A*;  en  no«icnant 
R  la  fonction  résultante  y  on  aura  ainsi  : 


R=m'[^ 


"7"        , ,       .     ■  il  4,  i      I   r  ■  ■!  j  j ,    .,     ^^    .   ■     1 

l/r^-f-r* — 2rrco8.(i' — si) — A*V  +  2Sin^sinyV 

7; 5^  ps  +  wn^^Sïn^'fTsJ- 
On  peut  observer  d'ailleurs  que  si  ^  pour  plan  fixe 
des  xjy  on  prend  un  plan  passant  par  l'intersection 
commune  des  deux  orbites ,  et  ajant,  relativement  à 
cbacune  d'elles ,  la  même  inclinaison  que  le  plan  de 
l'orbite  primitive  de  w  ^  on  aura  : 

X  ~  r  cosCt»  — n),  y  =fcr  sin(v  —  n)cos^,  z  rrzr sin(i/  — n)sin^, 
r'sssr'cosCt»' — n),    y=r'sin(t''— n)co8y,    z'^=sii^s\ïï{v — n)siiiy. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'-expression  (1) 
de  R,  et  quV>n  néglige  le  carré  dessin  (p^  quantité  du 
second  ordre  par  rapport  aux  forces  perturbatrices, 
on  retrouvera  rexpression  précédente ,  et  cette  ex- 
{Nressîoo^  d'ailleurs,  d'après  ce  qu'on  a  vu,  est  indé- 
pendante de  la  supposition  que  le  plan  fixe  passe  par 
la  commune  irotersection  des  orbites  de  m  et  de  m'. 

On  conçoit  maintenant  que  si ,  dans  Les  deux  fonc- 
tions -R  et  R ,  les  variables  r,  r'^  {>^  s/^  et  la  canotante 
n,  ayaientles  mêmes  valeurs,  en  sorte  que  la  valeur 
de  la  fonction  A  fut  la  seule  altérée  en  passant  de  l'une 
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à  l'autre  y  on  déduirait  immédiatement  l'expression 

du  développement  de  R  de  celui  de  ](l^  en  substituant 
dans  ce  dernier  A*— 2  sin  >  J'^  à  la  place  de  A*;  mais, 
par  l'effet  du  déplacement  de  la  commune  intersection 
^es  orbites,  les  quantités  i^,  p'  et  7f  ont  des  valeurs 
différentes  dans  les  deux  fonctions.  Commençons 
donc  par  déterminer  les  accroissemens  que  subissent 

ces  angles  lorsqu'on  passe  de  R  à  R. 

Four  cela  considérons  le  triangle  sphérique  com- 
pris entre  le  plan  de  l'orbite  primitive  de  m ,  celui  de 
son   orbite  mobile,  et   le  plan  de  l'orbite  de  w!. 

Les  tfoîs  angles  dé  ce  triangle  seront  ^,  T'  et  180* — y 

et  y  en  nommant  cTn  le  côté  opposé  à  l'apgle  y ,  par 
les  règles  de. la  trigonométrie. sphérique ;p  on  aura^  à 
très  peu  près 

îî^     et    '  «rn  4-  "'"  ^^" 

pour  les  deux  autres  côtés  respectivement  opposés 
aux  angles  y  e\  (p* 

Maintenant^  v — FI,  compté  sur  le  clan  fixe,  est 
l'ange  que  forme  le  rayon  r  avec  la  ligne  des  nœuds 
de  l'orbite  de  m',  sur  l'orbite  primitive  de  m.  Si  l'on 
projette  sur  ce  dernier  plan  le  nœud  de  l'orbite'  de 
m!  sur  le  plan  mobile  de  l'orbite  de  7n\  l'angle  compris 
entre  m  et  ce  même  nœud  sera  égal  à  l'angle  i»  —  Il , 
moins  le  mouvement  de  la  ligne  des  nœuds  pendant 
le  temps  t^  compté  sur  l'orbite  de  m!  et  projeté  sur 
le  plan  fixe ,  c'est-à-dire  que  cet  angle  sera  égal ,  à 
très  peu  près ,  à 
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--        sin  pèn 

p  —  n ~ —  cos  >. 

D  ailleurs  y  la  longitude  de  l'intersection  de  l'orbite 
de  m!  avec  Torbite  mobile  de  m^  comptée  de  la  même 

origine  que  les  angles  i»,  /  et  II,  est  II  H — "       . 

L^angle  Vy  ou  la  distance  angulaire  de  m  à  la  droite 
fîxe^  d'où  les  angles  sont  comptés,  devient  donc, 
relativement  à  l'orbite  mobile , 

V  H : (I  —  COS  y). 

Et  en  désignant  par  i^,  /,  n,  ce  que  deviennent  les 

quantités  p^  v  et  II,  relativement  à  la  fonction  R ,  on 
aura  : 

(^  —  n=5P — n — (1 — cos  5^)     ^ 


(;'— n'=(;'— n  — 


sin  y  sia  y 

sia  q>^n 


sin  y 

C'est-à-dire  qu'en  passant  de  la  fonction  R  à  la  fonction 
R,  l'angle  (^croltrade — (1— cosj.)?^^-^ — ,  et  l'angle  11^ 

qui  désigne  la  longitude  du  nœud  de  l'orbite  de  m' 
sur  l'orbite  mol)ile  de  tti  .  de  — r-^ — ,  cTlI  étant  le  mou- 

^  sin  y  ' 

vement  pendant  le  temps  t  du  nœud  de  l'orbite  mo- 
bile de  i^  sur  le  plan  fixe;  enfin  la  fonction  K  recevra 

l'apcroîssement '■-  ^(p.  En   négligeant  donc  le 

carré  de  ^^  et  de  cTn  on  aura 
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R=:R-crnsia(ptangi>^ 


+ 


dv 
^n  sîn  ^     dK         ^  sin  y  dK 


«in  y    *  do.  X        dy 

A  Isi  ^iMe  é$  tTn  et  de  ^j  cf oi  déterminiNit  les  va- 
rilitioiis  4^  ]  Wbite  mobile  de  m  relativement  au  plan 
fine  de  son  orbite  primitive ,  on  peut  introduire  dans 
Fe^presston  précédente  les  quantités  petq,  que  Tott 
cohsidère  ÔUrdinai  renient  daiié  les  formules  du  mou* 
vement  troublé ,  et  qui  sont  des  fonctions  données  de 
ces  mêmes  quantités  cTn  et  vcAp»  En  effet  si^  comme 
dans  le  n'  45  du  second  livre  >  on  fait 

^tttt  J^.  sîn^  sin  n>      ^  sr  /.  isin  f  <X)S  II, 

en  effectuant  la  différentiatîon  et  en  supposant,  pour 
plus  de  simplicité,  Il  =  o  dans  les  résultats,  ce  qui 
revient  à  prendre^  comme  nous  le  ferons  dans  la 
suite ,  l'intersection  commune  des  deux  orbites  pour 
l'origine  d'où  les  angles  sont  comptés,  on  aura 

p  =  sin^J^n,       q  =  Stp, 

et  par  conséquent  : 

R  =  R-/,tangi2.  ^  +  ^g 

€ette  Valeur  est  celle  iqti'îl  feudra  substituer  «dans 
iesiormules^eB  n*"  44  ^  4^  ^  second  livre,  qui  déter- 
minent les  variations  différentielles  des  élémens  du 
mouvement  elliptique  de  m  autour  du  soleîjijroublé 
par  l'action  de  tw',  et  l'on  voit  qu'il  sera  facile  de  dé- 
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duire  par  la  diffeTentiation  des  différens  termes  de  R 

les  termes  correspondans  de  R,  ce  qui  dispensera 
d  effecfuerk  de  yeloppement  de  cettedemière  fonction. 

3.  Cela  pose  y  si  l'on  develop^  l'expression  de  R 
par  rapport  aux  puissances  ascendantes  de  A  ^  on 
aura  : 

T. /  r  1     ■  rr  cos  (y'— t>)n 

Lv/r*4-/*  — arr  cos  (i^  —s^)  ^  J 

H-  m!.i  A^Vf ^ uJL _,  —  \  \ 


4-  etc.; 

série  dont  la  loi  est  évidente.  Les  inclinaisons  des 
oriiiles  ètÈ  prÎÉAcHpalefii  planèle^  l'ùiie  éuir  l'autre  ëtant 
de  très  petites  quantités ,  on  n'a  point  considéré  ju^ 
qu'ici  dans  leuns  perturbations  les.inégiilités4é^n- 
dantes  des  puissances  des  inclinaisons  sOpéri^ujres  |i 
la  quatrtèp^e^  et  Ton  verra  en  eff^  danis.  U  suite,  qii<s 
ces  Illégalités  doiyeDt  être  tout-à-fait  iosensUiles*  Np^s 
nous  ^Kimerons  donc  désormais  à  p^n^idéreii^  1^  Xvqàs 
premiers  termes  de  la  précédente  série»      . 

Far  .  les    formules    du    mouteneieilt    eifiptiqoe  ^ 

ou  a;  .    <.   .        .  .. 
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.  Suppotohs  de  plus» 

Xa»  +  «'»  —  aaa'cos(n'«  —  nï-f  €'  —  «)}*•       ,î 

1 2CW  cos  i  (n't  —  nt  +  é'  — ,«), 


La  caraf  tëristique  X  devant  s'étendre  k  toutes  les 
valeurs  enWères  de  i  positives  oa  négatives  y  com- 
pris zéro ,  en  observant  cju'on  a  généralement  : 

sin  {ft  +  l)X  A.W COS./ (n't  —  »<  +  g'  —  « ) 


'.  -<    ^ 


cos(^  +  /)2A<*ïco8/(7i'f  —  n<-|-6'  —  e) 

==  X  AP  cos  [r(7i'«  —  n<  +  fc' — 0  -hjtt  +  /] 

iïs  -1. 2  ?«^«  AWcos  p  (»<«— Trt-jLg'— 6)-fyi-f.q, 

ft+  l  étant  un  angle  et.  g*  un,  nombre  efitier  quel- 
conques y  et  de  même  pour  les  fonctions 

2 Bï** cos i(  n't  —  n*-+- e' —  e  ) 
et  .  20''  cos./ (  /?'<  --  »<  H-  ê'  —  É  ), .. .  ... 

La  fonction  H>  en  ^ûbstilMnt  ^pàûr  V  -  èa  Valefir^ 
et  en  faisant,  pour  abréger,  n't — nt^&\ — ei=r<x 
deviendi*a 


}  • 


cos  CA 


-h  -^  x«2.  raa'Bt*— )—  -  x«a v<'«(C(p^-JT:  Ç^r.*))!  cos (ia. -f- 2/i«  -f-at — aH) 

-*-  ^^<û*«'*2.C('-»)  cos  (ftt  +  4/it  +  4f  —  4n). 

■1.    .^ .  ■  ^«  »  .  ■•.*■■  -  V  •       .  ! 

On  pourra  ,  dans  cette  fqrmple ,  supposer,  quel  que 
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¥sLT  Cette  nouvelle  notation ,  les  quantités   A^^, 
A^y  Af,  seront  toutes  trois  deis  fonctions  homogènes 

de  a  et  a'  de  la  dimension  —  i  ^  ce  qui  donnera  à 
la  fois  plus  dis  régularité  et  de  simplicité  aux  for- 
mules. Nous  ne  faisons  toutefois  qu'indiquer  cette 
notation  à  ceux  qui  voudraient  s'occuper  du  dévelopr 
pemeat.de  la  fonction  R ,  et  nous  continuerons  à  ocui- 
sidcrer  les  quantités  B^^  et  O^  pour  conserver  l'ana- 
logie des  forintiles  suivantes  avec  celles  d^u  açcond 
livre. 

Cela  posé  ,  on  pourra  regarder  2  A^^  cos  ict 
comifxe  une  fonction  donnée  des  trois  quantités 
a^  é^  et  qt,,  qme  nous  supposerons  variables.  Or^ 
si  l'on  nomme  z  une  pareille  fonction^  et  que  les 
variables  devenant  simultanément  a^^au,  a'^a'f/, 
a  -I-  (/^  —  p^  ^  on  désigne  par  qm^^u-^p  le  coefficient  du 
produit  £i"a'"ii"tt'"(i'^—  i^'^y,  dans  le  développement 
de  la  fonction  résultante ,  on  sait  qu^dn  aura  généra- 
lement :  • 

da"^  da'"  d±P 

T^-^^-^f ''^  (i.:i.3. .  .m)  (ï.2.3.../i)  (i  .2.3. .  ./^)* 

On  déterminera  par  celte  formule  les  cbéffi-^ 
ciens  des  différens .termes  du  développement  de  la 
fonction  2Ai^^  cos  ict  ;  en  remplaçant  ensuite  ^^  uLf 
if,  et  i/^,  par  leurs  valeurs^,  on  dëveloppem  les  pcoK 
doits  successifs  ii*m'"('p'^—  i^^y  en  séries  ordonnées 
pàf  rapport  aux  excentricités  des  orbites  et  prolpn^ 


; 
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gées  jusqu'aux  puissances  de  ces  quantités  auxquelles 
on  voudra  -avoir  égard.  Quand  ces  séries  ■  seront  for- 
mées, il  sera  faci)e  d'obtenir  par  une  simple  substi- 
tution le  terme  de  R.dépendant  d'un  argument  donné 
et  d'un  ordre  déterminé  par  rappoit  aux  excentricités 
et  aux  inclinaisons. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique  évidemment 
aux  quantités  2  B^'^  cos  iekp  Z  C^^  cos  ia,  et  peut  s'é- 
tendre aux  quantités  2B^^cos(îa+  2nt  +  26  —  ail), 
20^  cos  (  ici  +  /^t  +  4^  —  4^1  )  ;  il  sufllra  de  regar- 
der ces  deux  dernières  comme  contenant  les  varia- 
bles a,  a',  etj  et  nt  +  € ,  et  de  les  développer  comme 
les  précédentes  par  la  formule  de  Taylor  étendue  à 
quatre  var/ables.  '^ 

On  pourra  donc  ^[  dans  tous  les  cas ,  former,  d'après 
les  principes  précédehs ,  le  développement  de  la  fonc- 
tion R^  étendu  jusqu'à  tel  ordre  de  termes  qu'on 
voudra  i;onsîdérer,  et  l'on  n'éprouvera  en  général 
d'autres  difficultés  que  celles  qui  résultent  de  la  lon- 
gueur des  calcujs,  qui  se  compliquent  de  plus  en  plus 
a  mesure  qu'on  a  égard  à  des  puissances  plus  élevées 
des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

4*  Considérons  le  terme  le  plus  général  de  ce  dé- 
veloppement, que  nous  supposerons  de  cette  forme  : 

m!k  cos  {fn't  —  int  +  i't'  —  U  — >' <;-  fco — nf'ïl). 

Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  les  angles^,  cù\ 
etH,  ne  peuvent  être  introduits  dans  l'expression  de  R 
que  par  la  substitution  des  valeurs  de  r,  r',  1^,  i>'  et  V. 
Or,  par  les  formules  du  mouvement  elliptique ,  on 
voit  que  l'angle  7it  +  6  sous  les  signes  sinus  ou  cosi- 
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nvA  est  toujôuré.  accompagné  de  Tanglè  -—  cj  dans  les 
exjM^Ssions  de  r  et  de  i^,  de  même  l'angle  n't  +  i'  est 
tonjonrs  accompagné  de  Tangle  — r  &>';  enfin  dans  la 
valear  de  V  l'angle  «Ic  +  nt  +  €!  ^s  ,sera  toujours 
accompagné  de  langle  —  211.  Cela  posé ,  le  terme 
ijui  précède  peut  s'écrirte  ainsi  :• 

m'A:  ces  [(i'-f^fi  {n'.t^^.)^i'\^f+f^^  {nt+i) 

Les  trois  derniers  angles  qui  entrent  sous  le  wSÎgne 
cosinus  appartiennent  aux  termes  périodiques  des  va- 
leurs de  r,  r ,  i^,  v^  et  V.  Or,  si  les  orbites  étaient  cir- 
culaires et  dans  le  même  plan  y  le  coefficient  de  rit 
sefait égal  à  celui  de  nt^ puisque  langle r^t — nt^^ — g 
et  ses  multiples  serait  le  seul  dont  le  cosinus  entrerait 
dans  la  valeur  dé  R,  en  sorte  que  la  coefficient  de  vit 
ne  peut  surpasser  celui  de  nt  ou  en  être  surpassé  qiie 
par  l'introduction  dès  termes  dépendans  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons.  Il  suit  de  là  qu'on  aura 
généralement  entre  les  quantités  /,  H y  j\  f\  f\  la  re- 
lation suivante  : 

l-f>^f'=^.f+f',  ou  bien  i'_£-/-/'_2/"=o, 

h  ^fjff'f  f^y  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou 
négatife  quelconques. 

Quant  au  degré  d'élévation  du  coefficient  k ,  n6^s 
remarquerons  que  les  valeurs  elliptiques  de  r,  i^,  r^,  (^', 
sont  telles,  que  lescoefficiens  des  sinus  ou  cosinus  ào. 
chaque  multiple  de  l'atWmalie  moyenne  Tiif  -f-  €  — ^ 
forme  une  série  procédant  suivant  les  puissances  de 
Tome  I.       .  2 
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l'excentricité  e^  et  dans  la<]uelle  les  exposafis  vont  en 
croissant  successivement  de  deux  unités  à  partir  du 
premier  terme ,  qui  a  pour  exposant  le  nombre  même 
qui  multiplie  l'angle  n/  -f~  <  ou  l'angle  co^  Il  en  est  4e 
même  des  yaleurs  de  r'  et  /  relativement  à  l'excen- 
tricité e'  et  à  l'angle  V.  Observons  encore  que  la 
quantité  V  étant  toujours  n^ultîpliée  par  A*,  le 
coefficient  de  FI  dans  le  terme  dépendant  de  l'angle 
p  +  i^'  —  ^n^  ou  de  ses  multiples ,  sera  égal  à  l'ex- 
posant de  la  puissance  de  X  dont  ce  terme  est  af- 
fecté. Il  suit  de  là  que  dans,  les  termes  indépen- 
dans  des  inclinaisons  la  somme  des  coefficiens  des 
angles  o»  et  os/^  pris  avec  le  signe  + ,  sera  la  limite 
inférieure  de  la  puissance  des  excentricités  à  laquelle 
s'élève  le  terme  que  l'on  considère  dans  le  dévelop- 
pement de  R,  et  que  dans  la  partie  dépendante  à 
la  fois  des  excentricités  et  des  inclinaisons  la.  somme 
des  multiples  des  angles  û) ,  cù'  eX  ïlf  pris  positive- 
ment, indiquera  Tordre  le  moins  élevé  des  termes 
du  développement  de  R  qui  dépendent  d'un  argu- 
ment déterminé. 

Ainsi  le  coefficient  k  sera  de  l'ordre  f'^f^  ^J' 
ou  i' — /,  d'après  la  relation  H — i^^f — ^/^'-— ^— o, 
et  ce  coefficient  se  composera  d'une  série  dont  le  pre- 
mier terme  aura  la  forme  kefé^'X*^,  le«  nombres  fy 
f[i  J^'f  ©tant  pris  avec  le  signe  -f- ,  et  A  étant  une 
quantité,  indépendante  des  excentricités  et  des  iqcli- 
n^ons;  le  deuxième  terme  de  cette  série  serait  de 
l'ordre  î'  -—/•+•  2 ,  le  troisième  de  l'ordre  H-'^^i^^y 
et  ainsi  de  suite;  en  sort'que  lé  facteur  commun 
efà^K^  oté  f  tous  les  termes  de  la  série  k  ne  renfer- 
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mçnDilt  qiie  des  pnissanoed  paires  de  é,  é  et  X.  En  ne 
ix>iisidéraiit  donc  parmi  les  termes  qlii  dépendent  de 
Pangle  Vvlt  -*-;  int  que  ceux  qai  sont  de  l'ordre  le 
moins  ëlevé^  le  terme  général  det  R  sera  de  la 
forme 

Ae^e'^'A^  cos  (iV^—  int  —fcù'  —foù  —  a/V) . 

Les  nombres  f^  f\  f\  sont  supposés  positifs  ;  si  l'un 
d'eux  y  f  par  exemple,  était  négatif,  le  terme  précé^ 
dent  serait  de  l'ordre  V  -7- 1  +  a/*,  la  somme  des  nom- 
bres fy  y  et  iif^y  pris  avec  leurs  signes ,  devant  tou- 
jours être  égale  à  £'•—  i. 

Les  considérations  précédentes  sont  surtout  utiles 
kursqu'on  veut  déterminer  à  priori  les  termes  du  dé- 
veloppement de  R  qui  dépendent  d'un  argument 
dominé.  On  voit  que  si  parmi  ces  termes  le  moins 
^evé  est  de  l'ordre  /,  le  même  argument  ne  se  re- 
produira plus  que  parmi  les  termes  de  l'ordre  /  +  ^  » 
où  de  l'ordre  2  +  4»  ^*c*f  ^^  sorte  que  si  /est  un 
nombre .  pair,  tous  les  termes  seront  d'ordre  pair ,  et 
ils  seroat  d'ordre  impair  dans  le  cas  contraire.  Ce 
résiiUât  provient  nonnseulement  de  la  forme  des  va- 
lent^ de  r,  /,  f»,  ç'f  mais  «encore  de  ce  que  la 
fonction  R  doit  être  indépendante  de  l'origine  des 
longitudes. 

Ainsi ,  par  exemple ,  si  Fon  {proposait  de  déter- 
miner les  termes  de  R  relatifs  à  l'argument  Sn't — tmt^ 
on  voit  que  fc»  moins  élevés  parmi  ces  termes  se- 
raient de  rordiaé  5  —  2  p^  du  troisième  ordre,  les 
suivans  du  "dllMijfÇiîème ,  et  aiûsi  àfi  suite.  Si  l'on 
considère  setilement  les  termes  du  troisième  ordre, 

2.. 
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on  aura  /+/'+  ^f^tszo;  les  nombres  /,  /'^  f^, 
étant  supposes  positifs,  on  pourra  former  six  combi- 
naisons différentes  y  selon  que  deux  ou  un  seul  d'en- 
tre eux  seront  supposés  nuls ,  et  les  autres  soccessiye- 
ment  égaux  à  i ,  a  ou  5,  /"  excepté ,  qui  ne  peut 
être  que  nul  ou  égal  à  i.  Les  termes  dont  il  s'agit 
seront  donc  compris  dans  Tune  des  formes  sui- 
vantes :  '  * 

M^*»V     cos  {5n^t  —  2nt  +  Se'  —  3i  —  Sa) , 
M^*Ve'  cos  (5n't  —  2nt  +  5^  —  26  —  aa-— «'), 
M^*W*  cos  (5n't  —  2nt  +  5ê'  —  ag  —  a  —  aa')^ 
M^V^    cos  (5n't  —  2nt  +  Se'  —  2ê  —  Zdà'), 
W^^eA^  cos  {5n't  —  2nt  +  Be'  —  26  —  a  —  afl), 
M^*Va»cos  {5n't  —  2nt  +  Se'  —  26  — c/ — ail). 

Quant  aux  quantités  M^*^,  M^'^,  etc. ,  il  sera  facile 
de  les  déterminer  d'après  ce  qui  a  été  dit  n^  3.  •  . 

On  a  souvent  besoin^  dans  la  théorie  dès  pertur^ 
bâtions  planétaires,  d'avoir  les  différences  de'  R, 
soit  par  rapport  à  r,  soit  par  rapport  à  s>,  soit  enfin 
par  Jîapport  à  la  latitude  s.  Pour  les  obtenir,  j'observe 
que  la  valeur  elliptique  de  r  peut  se  mettre  soasf  Ja 
forme  r=«(i4-w)^€n  désignant  par  uune  fànjo 
tion  dépendante  de  l'excentricité  e,  mais  indépen- 

dr 

dante  de  a.  On  tire  de  là  j-  =  i  -f-  z/;  et  comme  r 

est  la  seule  des  variables  r,  \^,  r^,  i^,  qui  renferme  a, 
on  aura  .        ■ 

dK  '     dK   .      ,    .  V     .  "d».T 

da  dr    ^       '       ^     .    dr    m,-         ' 
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<m  bien 

dr  da'      . 

c 

Quant  à  la  différentielle  partielle  7^,  on  a  i^=;lB^4-€-H^if 

en  désignant  par  (^^  une  suite  de  sinus  de  ranomalie 
vraie  nt^e —  a?  et  de  ses  multiples.  La  partie  pério- 
dique du  rayon  vecteur  est  composée  d'une  suite  de 
cosinus  semblables  ;  on  aura  donc  la  différence  de  R 
par  rapport  à  i^ ,  en  différentiant  la  valeur  de  cette 
fonction  par  rapport  à  langle  e,  en  tant  qu'il  n'est 
pas  accompagné  de  l'angle  g?,  c'est-à-dire  qu'on 

aura 

dK  _  dK 
dv  r^   dt  ^ 

« 

pourvu  qu'en  prenant  cette  dernière  différence 
on  ait  soin  de  considérer  comme  constans  les  an- 
gles €  • —  €û  qui  sont  introduits  dans  R ,  soit  par  le 
rayon  vecteur  r,  soit  par  la  partie  périodique  de  la 
longitude  p  ,  et  tpii ,  par  cette  raison ,  ne  doivent 
pas  varier  ;  c'est-à-dire  qu'on  aura  généralement , 

en  faisant  toui  varier  et  observant  que  z^  =^  j^  > 

àR dR     .    dR, 

dv  "^  ndt  '^    dm* 

Enfin ,  pour  avoir  la  différence  de  la  fonction  que 

nous  avons  désignée  p^r  R,  par  rapport  à  s,  j'observe 
que  s  étant,  la  latitude  de  m  au-dessus  du  plan  auquel 
on  rapporte  son  mouvement ,  si  l'on  nomme  ^  l'in- 
clinaison  de  l'orbite  sur  ce   plan    fixe ,   on  aura 
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j = siu  ^  sîa  (t'  •—  n)  y  et  par  conséquent 

f  =  f,to(.-n). 

1^  dédignatit  <fàilkurs  par  7  Finclinaison  mutuelle 
des  orbites  de  tti  et  m\  on  a,  n®  2 > 

€Os^3=scos^  cos  9'*^  sîn  ^  sin^'  cos  (11^—.  It). 

• 

Si  l'on  dîfférentie  cette  expression  par  rapport  ky  et 
a  (p,  que  dans  la  différentielle  on  fasse  ^^^=0!^  ^'=^  y 
et  n'  =  Il  /  ce  qui  suppose  que  Ton  prend ,  comme 
nous  le  faisons ,  pour  plan  fixe  le  plan  de  l'orbite  prl* 
in^jti^i^^e  P^9  pu  aura  dy=z —  d(p,  et  par  consé- 
qtfent, 

■  ^R  I  dK 

ds  "^.        sin  (c  —  n)  '  dy' 

Si  m  était  en  raouvemeat  sur  le  plan  nième  de  l'oi^ 
bite  de  m!y  oa  aurait  ^s=:sin3^sia(p— -11)^  et  piar 
conséquent  ^ 

j-r  =  —  sin>^-. 

ds  ^  ay 

Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède  A =2  sin^j<, 
ce  qui  donne  d\  =  cos  j  ydy ,  et  par  suite 

^—       siia>  d\ 
ds  X       dx 

T  1  J      "^      "R       ^R      r  A      •       •     J  ^ 

Les  valeurs  de  -1- ,  3-^ ,  -r-  •  lormeront  ainsi  des  se- 

dr  '  di^  '    dâ  ' 

ries  composées  4e  termes  semblables  à  ceux  du  dé- 
veloppement de  R  dont  ils  dérivent. 
Enfin ,  au  moyen  de  Féquation 
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lorsque  le  développement  de  la  fonction  R  sera  ef- 
fectue^ on  pourra  en  déduire ,  par  de  simples  diffé- 

rentiations ,  la  valeur  de  la  fonction  R  ^  qui  est  celle 
qu'il  faudra  substituer  dans  les  formules  du  i^  44 
du  second  livre. 
Par  le  n""  8i  du  second  livre,  on  a 

dk  _         I  ^ 

ds         sin  (f  —  tl)  *  dq* 

Si  Ton  substitue  pour  -j-  sa  valeur  tirée  de  Féqua- 

dK 
tion  précédente ,  on  retrouvera  la  valeur  de  ^  à  la- 
quelle nous  venons  de  parvenir  d'une  manière  dif- 
férente. 

On  peut,  pour  fixer  les  idées ,  supposer  que  R  est 
la  valeur  de  la  fonction  perturbatrice  lorsqu'on  re- 
garde comme  immobile  le  plan  de  l'orbile  de  m,  et 

R  la  valeur  complète  de  cette  fonction,  en  ayant  égard 
aux  variations  de  ce  plan.  Or  on  voit  que  les  diffé- 
rences partielles  de  la  fonction  R  relatives  au  grand 
axe  a,  a  Texcentricité  e ,  à  la  longitude  a?  du'périhélie 
de  l'orbite  de  m,  et  à  la  longitude  €  de  l'époquey  sont 
égales  auxdifférences  correspondantes  de  R,  aux  quan- 
tités près  du  second  ordre  par  rapport  aux  forces 
perturbatrices ,  alors  qu'on  prend  pour  plan  R\e  ce- 
lai de  l'orbite  de  m  à  une  époque  donnée  ;  en  sorte 
que  dans  les  formules  qui  déterminent  les  variations 

de  ces  éléttiênâ  on  peut  tobstituer  R  à  la  place  de  R  , 
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puisque  nous  négligeons  ici  les  quantités  dépendantes 

du  carré  des  masses. 

*    Il  n'en  est  pas  de  même  relativement  aux  variations 

des  quantités  qui  déterminent  la  position  du  plan  de 

Torbite  •  et  la  valeur  de  R  donnera 

•     <S'  ,^         I  v^  -.       «     ^ 

-y-  =  —  tang  -  A  T-  - 

Hr>  O  .  o  Ht» 


dp  °  .  a       d\f  sin  y  dyr 

dK  i       dK 

-r-  =  —    COS    -  y  3-* 
dq  ,  7.    '  dx 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (9) 
et  (10)  du  n°  44  ^^  ^'vre  deuxième ,  en  observant  que 

^        £fR    ,    rfR 

:r-  =  -r  +  t-j  on  aura  : 
dv  dt     '    fla»  ' 

,                    andt  I  .  c/R 

dpz=. , COS  -  A  ^-, 

,   andt  rd^  -I.  I  X  *  (—  J-  ^M 

En  joignant  aux  formules  (i),  (2),  (5),  (4),  (8),  du 
n*^  44  >  liv^^  n ,  les  deux  précédentes ,  on  aura  par  la 
simple  diflférentiation  des  diflférens  termes  du  déve- 
loppement de  R ,  prise  par  rapport  aux  élémens  de 
l'orbite  de  7w>  les  inégalités  correspondantes  de  cha- 
cun de  ces  élémens;  ce  qui  facilite  extrêmement  le  cal- 
cul de  leurs  variations. 

5  .Après  ces  considérations  générales  i^ur  la  réduction 
de  la  fonction  R  en  série,  nous  allons  nous  occuper  de 
déterminer  l'expression  analytique  des  différens  ter- 
mes de  ce  développement.  Nous  avons  donné  dans  le 
n°  81  du  second  livre,  les  termes  qui  dépendent  de 
la  pvemière  et  de  la  seconde  puissance  des  excentri-» 
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cités  ;  mais  comme  nous  avons  .omis  de  comprendre 
parmi  ces  derniers  les  termeis  dépendans  des  indi- 
naisonç ,  pour  rendre  nôtre  travail  complet ,  nous  re- 
prendrons ici  ce  développement  à  partir  des  termes 
du  second  ordre ,  et  nous  le  pousserons  ensuite  jus- 
qu'aux termes  du  sixième  ordre  par  rapport  aux  ex- 
centricités et  aux  inclinaisons^^  Il  est  peu  probable 
qu'il  se  rencontre  des  cas  où  l'on  soit  obligé  de  porter 
plus  loin  les  approximations;  au  reste,  on  y  par- 
viendrait sans  difficulté  d'après  les  mêmes  principes. 

Les  Mémoires  de  l'Institut  pour  1808  contiennent 
un  travail  de  Burckbardt  sur  le  même  sujet;  mais  des 
erreurs  considérables  s'étaient  glissées  dans  ses  résul- 
tats ;  nous  nous  sommes  attaché  à  le3  faire  dispa- 
raître ;  nous  avons  vérifié  avec  soin  les  termes  que  Cet 
âstronomfe  avait  calculés ,  et  nous  leur  avons  ajouté 
les  termes  dépendans. deç  inclinaisons  qu'il  avait  omis. 
L'introduction  dans  nos  formules  du  sinus  de  la  moi- 
tié de  l'inclinaison  mutuelle  des  orbites  au  lieu  dé  la 
tangent^  des  inclinaisons  employée  jusqu'ici ,  rend  le 
calcul  de  ces  derniers  termes  aussi  facile  et  aussi  sy- 
métrique que  celui  des  termes  qui  dépendent  simple- 
ment des  excentricités. 

Enfin  M.  Binet  a  bien  voulu  me  communiquer 
dernièrement  le  manuscrit  de  ses  recherches  sur  le 
même  objet,  présentées  à  l'Académie  des  Sciences  en 
181 2,  et  dont  j'ai  parlé  pi**  96  du  second  livre.  Cet 
immense  travail  contient  la  préparation  de  toutes  les 
quantités  nécessaires  au  développement  de  la  fonc- 
tion R  jusqu'aux  termes  du  septième  ordre  ;  il  a  servi 
à  vérifier  de  nouveau  quelques-uns  de  mes  résultats^ 
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et  m'a  nœ  k  mêinè  d'offrir  avec  <fMl<)ae  confiance 
aux  géomètres  le  travail  le  plus  ëtendd^  et,  je  Tespère^ 
le  plus  correct  qui  ait  encore  été  publié  sur  ce  sujet. 

DÉVELOPPEMENT  DE  LA.  FONCTION  PERTURBATRICE  EN  SÉRIE 
ORDONNÉE  PAR  RAPPORT  AUX  PUISSANCES  ASCENDANTES 
DES   EXCENTRICITÉS   El"  DES   INCLINAISONS. 

Termes  qui  sont  de  l'ordre  le  moins  éle^é  pàmU 
ceux  qui  dépendent  du  même  argument. 

Termes  du  second  ordre. 
6«  Soit  : 

K  =  M(»).c*.  cos  {i(n't  ^nt-h  •'—  •)  -f-  an«  4- ai  —  a»] 
+  MCO.cé'.cos  [i {nft  —  n«  4-  §'  —  «)  -f-  ane  -^  îh  —  •  —  i/] 
4-  MC») .è'* .co»  [i  (n't  —  /i«  -f  •'  —  0  H-  a«t  -f-  ai—  a</], 

on  aura 

Nous  laissons  subsister  dans  ces -formules  lespuis^' 
sances  des  (quantités  i  —  i  et  /  —  2,  sans  les  dévelop*' 
per^  pour  la  ccnnraodité  des  calculs  numériques  et  la 
facilité  des  vérifications. 

Les  différences  de  la  fonction  A^'^  ainsi  que  celle» 
de  la  fonction  B^'^  tejati ves  à  a^  ont  été  converties  en 
différeiices  relatives  à  a,  au  moyen  des.  formules  du 
n^  5a  du  livre  second^  formides  qu'on  peut  prolon^ 
ger  aussi  loin  qu'on  le  vou^a^  et  qu'on  peut  étendre 
à  ia  fonction  C'\ 
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Soit  :  > 

R  SNÎOÎ.AS  cos  [£(»'<— «H-  s'— «)  4-  an<4-a&— an] , 

oaaura 

Pour  ne  pas  compliquer  les  formules ,  nous  avons 
ici ,  comme  dans  ce  qui  va  suivre ,  écrit  séparément 
les  termes  dépendans  des  inclinaisons  ;  ils  doivent  évi- 
demment être  réunis  aux  termes  du  même  ordre  dé- 
pendans des  excentricités. 

Les  moyens  de  vérification  pour  des  calculs'  aussi 
compliqués  que  ceux  dont  dépendent  en  général  les 
quantités  M^*^,  M^'^,  M^*^,  sont  précieux.  Nous  allons 
en  indiquer  plusieurs^ 

Là  fonction  perturbatrice ,  lorsqu'on  ne  considère 
que  la  partie  dépendante  de  la  distance  mutuelle  de 
m  k  w!j  étant  symétrique  par  rapport  aux  coordon- 
nées de  la  planète  troublée  et  de  la  planète  perturba- 
trice ,  il  en  résulte  que  sa  valeur  ne  variera  pas  si 
l'on  y  change  ce  qui  est  relatif  à  m  en  ce  qui  est  rela- 
tif à  WL^  et  réciproquement  ;  d'où  Ton  peut  conclure 
que  si  dans  la  valeur  précédente  de  M^**^  on  changé  a 
en  a! y  et  £  en  —  î  +  2 ,  et  les  différences  de  A^*^  prises 
par  rapport  à  a  en  différences  relatives  à  ci^  la  valeur 
résultante  sera  égale  à  M^^^  Comme  les  quantités  M^*^^ 
M^^^  ont  été  calculées  séparément ,  il  sera  facile  de  vé- 
rifier de  cette  manière  leur  exactitude ,  et  Ton  verra 
qu'on  peut  étendre  une  véi'ification  semblable  aux 
differens  termes  de  la  fonction  R^  quel  que  soit  leur 
ordre. 
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Un  second  moyen  de  vérification  résulte  de  la  re-- 
marque  qu'a  faite  Burckhardt^  que  si  l'on  compare  par 
Yoiê  de  soustraction  les  coefficîens  de  A^'^  et  de  ses 
différences  successives  dans  .M^'^  ]MP*\  M^'^,  et  les 
quantités  semblables  relatives  ai|;s  eilbes  et  aux  puis- 
sances supérieures  des  excentricités^  on  arrive  en 
général  à  des  différences  constantes.  Ainsi  ^  dans  les 
termes  du  second  ordre ,  les  secondes  différences  des 

coefEciens  de  A^'^  et  de  -^—  sont  égales  à  a*;  dans 

ceux  du  troisième  ordre  •  les  troisièmes  différences  de 
ces  coefEciens  sont  égales  à  3^  dans  les  termes  du 
quatrième  ordre^  les  quatrièmes  différences  sont  égales 
à  4^  ;  dans  ceux  du  cinquième  ordre ,  les  cinquièmes 
différences  sont  égales  à  5^,  et  ainsi  de.suite* 

Par  exemple,  dans  les  termes  précédens,  les  coef- 
ficîens de  A^*^  sont  : 
.  •  .  .  •■        ■  ■  ■  '     '     .  

l'«»diff.  2me«diff. 

Pour  W^    4i*  —  5i  jl~^^ 

Pour  Mf>  .  4i*  4-  2f  î  ^*  ,    /.  +  4 

Pour-MW    4i«  ^  gi  +  4  "^  7*  "1-  4 

Les  coeffidens  de  — ;—  sont  : 

da 

irti  diff. 

Pour  M»    4i  —  2 
Pour  M^'ï  4i  -f-  2    , 
Pour  MW  4i  ^_  6 

•    Les  coefficiens  de     ,  ^    sont  les  mêmes^  dans  les 
troi  s  quantités. 
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U  sera  facile ,  si  on  le  juge  convenable  f  de  dëve- 
lopper,  par  rapport  aux  puissances  de  i,  les  valeurs 
de  M^^^y  M^'^,  M^*^j  pour  vérifier  les  expressions  ré- 
sultantes, il  ne  faudra  plus  alors  comparer  ensemble 
les  coefficiens  appartenant  à  la  même  différence  de  A^^, 
mais  bien  ceux  qui  sont  relatifs  au  même  angle  pé- 
riodique. Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  exposer  ce 
calcul  qui  n'offre  aucune  difficulté. 

Termes  du  troisième  ordre. 
j.  Soit  : 

R  =  M<»).fl'  .  C08  li{r/t  —  /!«  H-  i'  —  i)  4-  3nt  +  3i  —  3«] 
+  MCO.e»^'.  C08  li{n't  —  nt  -4-  •'  —  t)  -f-  3/it  -f-  3f  —  !Im  —  •'] 
H-  M<0.c«'*.  C08  liÇ/t  —  ne  -f*  /  —  t)  -f-  3itt  -f-  3«  —  »  —  W] 
-h  M(').«'5  .  co«  lUnTt  —  ne  4-  ^^  —  •)  -f-  3nr  -f.  3i  —  î»']. 


On  aura 

(  8i»  —  3ot«  -f-  aSOACO 

m^      1-1. 

M<o)= 


£  8(t  _  i)ï  — 6(i ~  i)«—  5(i  —  i)]  AO-0 

*  .rr/-        N^     -,'     ^•AW-O   .     ,-d»A('-«> 

[  8(i  —  a)'  -f.  i8  (i  —  qJ«  -h  8(i  —  a)]  AC-) 

C  8  (i  —  3)»  -h  4^2  (i  —  3)«  +  65  (i  —  3)  -f.  a7]A(-3)  . 
M0)=+  2l.  ^+  C"  ^*  -  3)'  -h 5i(£  -  3)  +  5i] a  —^^ 
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On  peut  vérifier  ces  Taleurs  par  les  xnoj«Ds  exposes 
dans  le  numéro  précédent.  La  troisième  différence  des 
coefficiens  de  A*  est  37  ou  5^  la  deuxième  différence 

des  coefficiens'  de  -^  de  même  27,  la  première  diffé- 
rence des  coeffidensde    >,  ■-.  est  "t.     - 
Soit 

ff        * 

R  ==  N(o)cx«  CO8  [i(n'«\r-  nt  +  •*•—•)  +  3n«  —  •  —  an], 
-f.  N(Oe\'*cos  \i{ri't  —  ni  +  <  —  •)  +  3ii«  —  •'—  îiiq. 

On  aura 

On  pourrait  déduire  sans  aucun  calcul  les;  termes 
dépendans  des  inclinaisons  de  ceux  qui  dépendent 
simplement  des  excentricités  y  par  les  considérations 
suivantes.  Soient 

\  2  A'^^  cos  [  i!\rit"\-  e')  —  i  {nt  +•€)]     ' 
iSACOcos  [( i^.  i)  (nV+  0  -  (^—  0  {rit  +  {)\, 

deux  fonctions  qu'il  s  agit  de  développer  en  y  faisant 
varier  les  quantités  a,  a\  nt  et  n'ty  conformément  à 
ce  qui  a  été  dit  n*  3.  Si  le  développement  de  la  pre- 
mière est  eÔectué,  on  en  déduira  immédiatement 
celui  de  la  seconde ,  en  y  changeant  ^  eni-^i  ^eti 
en  i—  i;  mais  si  après  avoir  développé  la  première 
fonction  on  y  suppose  H  =  i,.et  que  dans  le  dévelop- 
pement^ de  la  seconde  on  se  borne  à  considérer  les 
termes  dépendans  des  argumens  qui  se  forment  par 
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TOÎQ  d*aclditioD,  cooitne  ces  termes  rémltent 
làirement  d'un  des  troi>  facteurs  snivans^.., 


sia  (Jî  +  Z)  .2  A^'ïcos/)  s=  ^  2  A^"  sin  {p+fi  +  /), 
cos(/(  +  ;)-2  A«cos/>5=i  2  AWcos(/>4-/«rf-/) 
sin(/M-0 .  2i"t' A0>sinpc=r-42£*»+'A0'cos(p4/^4-/). 

Il  est  évident  ^  en  comparant  ces  relations  à  celles 
qui  leur  sont  analogues  dans  le  n""  3 ,  qu'on  aura 
le  coefficient  d'un  terme  quelconque  du  développe- 
ment de  la  fonction  7  2 .  Af'^  cos  [(  f  +  i  )  (  n't  +  «'  ) 
—  (i  —  j)(/i^+€)],en  divisant  par  deux  le  coeffi- 
cient du  terme  coiTespondant  du  développement  de 
la  fonction  \  X.AS'^  ços  [i" (rit  +  ê^)  —  iÇnt-^  e )], 
dans  laquelle  on  suppose  i^  ^=h  Api*ès  y  avoir  fait  les 
substitutions -indiquées  plus  haut. 

Cela  posé,. la  fonction R'^  a^  3^  en  ne  considérant 
que  les  termes  dont  nous  nous  occupons  en  ce  mo- 
ment^ devient 


R'=  —  .2A(0  côt  i  (n't  -*  nt  -f-  t'  —  t) 


• 
m 


+^  x«2,fla^(0  C08  [(i  + 1)  (n't  -h  O  —  (î  —  i)  («rH-  •)  —  jH] 

•f-  -^xa.a«fl'«CW  cof  [(i  Hh.  a)  {n't%  •')  —  (i  -  a)  (nt  +  i)  ~  411]. 

Si  dans  le  développement  de  la  fonction 

— 2 •  A^^ cos  i{n't  —  ^^ -j- é' -^  € ) ,  on  désigne  donc 
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par  r  le  coefficient  de  rit  pour  le  distinguer  du  coef^ 
iicient  de  nt^  en  multipliant  chacun  des  termes  de 
cette  série  par  |  X*,  et  en  y  changeant  /'  en  i  +  i , 
i  en  i  — i ,  et  A^*^  en  da!  IB^^,  on  aura  le  terme  corres- 

•        m' 

pondant  de  la  fonction  -g-  X'  S  dcHW^  cos  [  (  /  +  i  ) 

(/i'/  +  6')  —  (  i —  I  )  (w^  +  €)],  et  en  multipliant 
ces  mêmes  termes  par  ^A*,  et  en  y  changeant  i  en 
f  +  3,  i  en  i — a  et  A^^  en  ^•a''C^,*on  aura  le 
terme  correspondant  du  développement  de  la  fonc- 
tion ^  .  m' A^  S  a»a'»G'>cos  [(  i  +  2  )  (  w'^  +  é'  ) 

On  peut  observer  que  ce  résultat  subsistera  encore 
même  après  qu'on  aura  converti ,  comme  on  le  fait 
ordinairement,  les  différences  partielles  de  A^'^  rela- 
tives à  a'  .en  différences  partielles  relatives  à  a\  ce 
qui  tient  à  ce  que  les  fonctions  da!  B^'*^,  a*a'*  C^'^,  sont 
comme  A^^  des  fonctions  homogènes  en  a  et  a'  de 
Tordre  —  i . 

Cette  remarque  facilitera  beaucoup  la  détermina- 
tion des  termes  de  la  fonction  perturbatrice  qui  dé- 
pendent des  inclinaisons  mutuelles  des  orbites  ;  mais 
on  ne  doit  pas  oublier  qu'elle  ne  s'applique  qu'aux 
termes  dépendans  des  argumens  formés  par  voie 
d'addition,  et  qu'elle  ne  saurait  s'étendre  aux  autres 
termes. 
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Termes   du_  quatrième   ordre, 
8.  Soit 

R  r=  MWc4      coi  [î  (n'«  —  nt  +  iT  —  •)  -».  4jit  -f-  4«  —  W 

4-  M<Oe«c'  co«  [*  \n't  —  /i«  -f-  •'  —  •)  +  4/i«  4-  4«  —  3»  —  #0 

-f-.M<*)cV*  cos  [î(»'<  —  ^it  4-  «'  —  «)  -f-  4«<  +  <•  —  a»  —ai/] 
4-  M(»)ee'ï^co8  [t(n't  —  n«  4-  •'  —  •)  4-  4««  +  4«  —  •  — S/J 
4-  M0>c'4     COI  [i  (»'£  —  n«  +«'  —  •>  4-  4'»«  4-  4«  —  4»']  » 

on  aura 

(i6t4  —  laoi»  4-  a83i*  —  aoGOAO) 
4-  (3ai»  —  lOSt»  4-  a36i  —64)  «^^ 

384    i 4-  (a4**  '^  70*  4-  48;«*    ^^, 

4(8«-ia)a».^g-4.a4.2Sr' 

[i6  (i  — 1)4—  5a  (t— 1)»4-  aa  (i  — 1}«+  a6(i  — 1)]  A('-«)> 

+  pa(i— ip— Co(i— 1)«—  io(i— i)  4- 18 ]  a  ^^ 
9S     i4-[a4{i— 1)>— ai(i— i)  -  9]  a»     ^.. 

4-[8(.-,)-a]«*--j-j-4a4___, 

[16  (i— a)44-  i6(i—  a)»— a9(i— a)»—  ao(t—  a)]AO-«)> 
4-  [3a (i  — a)J+48(t—  a)»-  i6(i— a)  —  ao]a  ''^^'"'^ 


m' 


m' 


da 


64     i  4-  [a4  (i  — a)»4-  36(i  —  a)  4-  a]  a>      ^^, 

4-[8(i-a)4-8]fl3___4,«4-__, 

[,6(i  —  3)  44-  84(t  —  3)54-1 3o(i  ^  3)>-f-  54(*  —3)]  AC'-3), 
4  [3a(î  -  3)»-f-i56(*-3)«+ai8(«  —  3)  4-  78]  «  ^^^^ 

.  S^     ]4-  Ca4(t  — 3)»-f.  93(1— 3)  4-  81]  «•  — — —  . 

,4-[8(«-3)4.  i8]«»-j^3— +  a4~.^-_, 

[,6(/— 4)4+i5a(i-4)34-499('-4)'4-646(i-4)4-a55]A('-4)^ 
,4-[3a(i-4)»4-a64(i-4)«+69a(i-4)+568]  a  ^^^'"^^ 


m' 


da 


^^^-"*' 384'  WCa4(i-4)>4-i5o(i-4)  +aa8]  .*•  ''*^^'   ^^ 


da* 

+t  8(1-4)  4-  a8]  aB  — j— -  4-  a4  ___. 

Tome  III.  3 
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La  première  différence  4e$  coefBeiens  de  a^  ^  est 

-f*  I  o ,  la  deuxième  différence  des  coeffidens  d^  a^  -j^ 

.  .*  .  dk, 

est  -f- 68,  ià  troisième  des  coefficiens  de  a^"  ®^  H-:i56, 

et  la  quatrième  des<Kyefficieiis  de  A  est  de  méme*|«256. 
Soit 

R  =  N(o>c*x«  C08  [i(A^«  —  ïif  4-  /  —  t)  -f-  Knt  -h  4«  —  *•  —  ^H] 
4-  N(')ceV  cos  \i{^i  ^  ;jt  +  «'—•)  -H  4/i«  4-  4f  — .  »  —  »'—  an] 
-f-  W(»)c'»x»  cos  t(rt'«  —  ml  H-  i^ >-  •)  -K  4yi«  -f-  4i  —  W  —  an], 

on  aura 

«W    f      i:4(i-0>-9(*-i)  +  3]B0-O  ^ 

3:»      l+E4(^-0-4]«--a^  +  a»-g— ,     j 

ï6      ^4.£4(e^)   +4]«--^j--+a-   -^^7-,     J 

m^^^'   î     [4(i-3>  +  ai(i-3)4-a7]B(-3>  ^ 

3a      |4-[4(*-3)   4-i>]«-5— 4-a»-^^^^.  j 

Soit  enfin 

Esf}<0.x4.cest;ii^'f  —  iif-*-i'-.«)  +  4ne-f.4i  — 4n], 

on  aura 

laS 

Termes  du  cinquième  ordre, 

g.  Soit 

It  =s  M<»)c«     cos  [«-Vt  —  »e  +  •'  —  •)  +  5/if  4-  5i  —  5«] 
4-  M(0e4c'  cos  litn't  —  nf  4-  /  —  g)  +  5„£  +  5,  —  4^  ._  «*] 

4-  MWtfStf'^cos  [iffi't  —  n«  4-  •  —  •)  4-  5/«  4-  5i  —  3»  — a»n 
4-  M<»)e»efîco8[i(n't  —  «f  4-  •'  —  •)  4-  5/ï£  4-  5f  —  a«-.3</] 
4-  MC<)^e'4  cû»  £*(«'«  —  wt  -♦•  •'  —  •)  4-  5»t  4*  5i  —  »  — 4»i 
4-  M(»>e'«    cos  li(nft  —  n£  4.  /  —  ,)  4.  5„£  4.  5i  —  W], 

on  aura    . 

L3ai«  —  4ooi4  4-  179013  —  336oi»  4.  ai94î]A(0 
4-  [8ot4  -,  760*3  4-  3375^  -  a64oi  4. 6a5]ii  ^^ 

j^^^j^ n^  I  +  {«•»*  -  5401»  4-  ip4pt  -  5oo]  a-  ^1 


384o 


1^  r/   -,  •     .     c  T    .  ^3A(0 

[4-  Mot*  —  *70*   4-  i5o]  a»  -  j— j— 

+  [io*-ao]a4  _--  +  a5.^-^, 
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l-.f^*r-i)^-.ae6(i-i)     ,  ^A(     > 

f      8o(e,-i)4  — 39a(i-i)i+4i9(t-i)»l     ^aVo 

,4.  Cio(t  -I)  -  73  ^*     J^4     "*-*'     Ai»^^     ' 

r      3^(i-.^)i^48(*_.)4_434(i^a)»l^ 
J4.,,4(i-a)«-f-io4(t-a)  J^''    -^ 

KX4a(^-aO'-^3p(iv^.)  ^  û3Ja»    ..^N.^  , 

«       32(i^3)«  +  ia8(i-3)4^5<Ki-3)ï| 

lrraj7(i-T-3;«-i35(^-3)  f"^^ 

4       &)(i— 3)4  4-344(i— 3;»4-3o5(*~3J»i     </A0-3) 

M<î>=+^  /+  [8o(/-  3)»  4-  324(i-  3)*4.3oa(i-  3)^3^a-^^^^ 

[^  [4o(i  —  3)»  -f-  i3o(«  —  3)  +  8i] a>  ^\ 
.Vf       ox   ^      ^     ,r/4AC<-3)  J5A(^) 

J         3,(£-4)*+8o4(i-4M4^(i-4)Bl  ^ 

j        8o(i-4)4+7ia(t— 4)»+ai47(i-4)«i     WA<^4)^ 

y\+^Oiii-i)-^H  r    da 

M<4)==-^  /  +  [8o(*--4)»+6"('--4)'+i448('--4)+ioa4]a>  ^^^^ 
l+t4^(«-4)'+a3o(H4)  4- 3ia]  ai  ^^^^^ 
\+  £w{* -4)  4-  3a]  «4      ^^      4- ««   ■  ^^,     , 

3.- 


/ 
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i        3a(i-6)»+  48o(£-5)H.i7id{*-5)»  I  • 

Î4-7o55(i— 5)>H-8i74(fr-5)  -f3ia5  | 

C         8o(i  -5)4-f.io8o(î^»+5a55(i— 5)»  I     <fA(<-») 
t+ioSaoCi  -5)  +7845  J  "*     «ia 

'+  [4o{i-5)«+33o(i-5)  ^  670]  «î  ^-^i— 
.-f-Eio(i-5)  +  45]  4i<  -354—  +  ***      ^»     ' 

La  première  différence  des  coefEciens  de  a^    ^. 
est  1 5;  la  deuxième  des  coefficiens  de  a?  -j^  est  127; 
la  troisième  des  coefficiens  de  a*  -j-;  est  845,  la  qua- 
trième des  coefficiens  de  a  ^  est.  3 1:25,  la  cinquième 

des  coefficiens  de  A  est  3 1:25. 
Soit 

R=]V(*>eSx*    cos[t(/i^£  —  nt  -^  é'—  •)  +  5ne -f- 5i  —  3»  —  an] 
-Ir  NCOc'e'x*  C08  [i  (n't  —  n(  4-  •'•—  •)  +  5nt  +  5«  ^  a»  —  *'—  ail] 
4-  NC*)«e'»x*  cos  [î  (Vf  —  ii«  -|-  /—  •)  +  5/i£  -f-  5i  —  »  — W—  airj 
-4-  K0)e'5x*   cof  [î  (n't  —  nt  +  /—  t)  +  5««  4-  5i  —  3»'—  an] , 

on  aura 

![  8 (i  — 1)3  — 4a  (t  —  t)* -h  59(1-. i)—  16]  B(*-0 
+  i;,a(*-i)«-39(i-.i)4.a4]«^^^ 
+  [  6  (« -,i) -9]  «» -^j^T- +  «' -Sjr-' 

f[8(»  — a)»  — a(î  — a)«—    8(i  — a)4-ia]B('-») 
+  r,a(i-a).4.3(i-»-..7]«^ 
4- [  6  (I -a)  +  a]  fl. --2SÎ— +«• -3îr-' 
[  8(i  — 3)5 +38(i-3)«+33 (1  —  3)4-19] BC^î) 


N(.)«^:^J+ !:»(*• -3) 


.+45(1-3)  +a5]«£^  / 


-*-[«<.• -3)    .-.-       _       .-     .^^, 
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[  8(«— 4)»+78(£  — 4)>+»48(«--4)+a56]B<<-<) 

+  C  6(.-4)+a4]»'  -2;r-+--Âr^- 
Soit  enfin 

R=:N(4>eà4  cos  [c(A't  — n(  +  «'— •)  +  5/it  +  5f— >«— 4n] 

on  aura 

TVrmej  Jii  sixième  ordre. 

lO.  Soit 

H  s  M(«»)««    cos  li(nft  —  n«  -f-  •'  —  •)  +  Sut  +  Çt  —  6»] 

+  M(0«V  cos  [i(/i'£  —  Ht  ^  t'  —  •)  4-  6n«  +  6#  —  5i»  —  «0 
4-  M(«)c4«'«cos  [£(«'«  —  ni  +  •  —  0  +  6/i«  +  6^  —  4»  —  a»T 
+  MOe'e^cos  [î(»'t  —  lit  +  •'  —  •)  H-  6n«  +  6f  —  3»  —  3»'] 
4-  M<Oc*c'<cos  [iC/Zt  —  nf  +  /  —  •)  4-  6/ie  +  6t  —  i»  —  4»'] 
-f-  M(«)««^»  cos  lUn't  —  nr  4-  «*  —  •)  4-  6b«  ■+•  6«  —  •  —  5«'J 
-f.  MW***    cos  [*(«'«  —  n«  4-  i'  —  •)  -#-  6»«'4-  6i  —  6«r] , 


on  aura 

t -h  48538*» -293521)  J 

I        {igii^  —  288014  H-i578oi^—  3789oi*l  ^  <fA(0 

"  (4-  36324*  —  7776)  j^    da 

.  ^  rf»A(Ol 

I4. (a4o«4  —  27<5oî»+  io725t*—  i58io*  4-648o)  a»  -j^ 

^***^  \4-(i6oi»  —  i3aoi«4-  322oi  —  2160)  a»  ^- 

f+(6oi*—  3i5*4-36o)a4^^ 

,      .        ,  ,    ,  rf»A(0  ,     .  <I«A» 
4-(i«  -3o)«»-^^  +  a«-gj5-, 
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r      (y4(£-.,)»^  ^(«-i)*+3i8o<i-i)M 

(  — 5»3o(i— i)?+ioa8(i-^i)«-^!ng4(i— i)  J 

I    f       »9^(< — i)* — 1760(1— i)<-f-5oao{î — 1)'1 

1+  4-389o{i— i)»— i836(i:—i)  -f-ia5o  J 


f     a4o(«—î)4—i6oo(i— 1)34-2775(1— i)»l      rf'AC'-Ol 

MO)--  -m.  /       l-5ao(i-i)  -  875  /''*     da^ 

''680*  \  rf»AO-0 

'"^    \  +  [i6o(i--i)3--.  7ao(i.-.i)»4-66o{i-i)-t-ioo]a'^-5^ 


m' 


M(.)=     "•' 


•M0)=     "•' 


S 


'+  [  60(1-0*—  i^(— i)  +  5o]  fl4    _^__ 
^r      r       >  zi     ,  J«A(i-')   ,     .^«AXi-O 


r        64  (£-4)»-.  336(1-2)»+ ii6(i-^)4  K... 
1+    61  (i— 2)3- 7m(i— a)»— 824(1— a)    J  ' 
r      i9a(*— 2)«— 64o(l— 2)<-568(i— 2)3  j    <iA('-«) 
(-f>igio(c — 2)*-f-292(<— 2)  —  640]            I        </a      I 
I      r      240  (i— 2)4—  44oCi— 2)î—  9i5(i— 2)«  1   ,<f«A('-'> 
■*"  J -f.  838  (i— 2) -f-3ftl                               j"*     Al»     ' 

^^*    \h  [160(1— 2;»—!  20(1— 2)«—  38o(î— 2)  -f-  80]  «*  ^*A^'/'^ 

d4A('-»> 
+  [  6o(i-2)»—    5(1-2)  —  56]  d4  "^^  / 

-f.[  12(1-2)4-     »>*      ^s       +^^      da^     > 

f       64(i-3)*-+.    96(i-3)»-532(i-^)4l 
\j^  e42(/— 3Î34.  88o(i.-3)«4-702(«— 3)  J 
f      192(1— 3)«+ 48o(i—3)4-8o4(i— 3)3  1     dA('-3) 
"^l— 2i3o(i— 3}*4-  264(1—3)  4-702  i^    da 

f      a4o(i— 3)44-  720(1— 3)î— 345(1— 3)«  î    ,J«A('-3)| 
l— i35o(î— 3)  —  225  .    j"*      dfl»      ' 

»8o4  ^^.  j;,6^,(,_3j»^  48o(i-3)H-ioo(i-3)— 2164  }« '^^^T"^ 
+  t  69(«-3)*4-i5o(i-3)  4-  4a3  «^      fl^^ 
4-  L  ia(«— 3)  4-  18]  a«     ^^      4-««    /^J^^     > 
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1+1171  (i-4)»— ï3oaf /— 4)*— I  »8o(i-4)  j  ''^    ' 
f      19a  (i— 4)«-»,i6oo(«— 4)4+4i32(i-4)»  1      rfA('"<) 
i"'"l^3i5o(i— 4)»— 3*ao{i--4)-.i^         J  "     Ja 
I  .  i      a4o(t—4)4-f^f88o(t— 4)34-4485(1-4)»  1    ^<f«A(<-4>| 
^,,,  -      ;"'"\+33oa(i-4}-aoo  T      ^«* 

307a    \+[i6o(i_4)34-io8o(i-4)«4oi6o(i-})+io24]«>î-^^ 
'+[  6o(*-4)*+  3o5(i-4)  +  344]  «*      ^^ 

f         64(i.5}«+    96o:/-5)5+  54ao(£-5)4 1 
l-M5iio(i-5)'+i5a28(i-5;«+  G«5o(i-5)  f^ 
f        191(1-5)5+ a7ao(i-5)4-f.i43oo,i-5)M     <^A('-«) 
l  +337  io(i-5)«+34684(i— 5;+io970  J*^     da 
I     f        i4o(i-5)4+  3o4o(t-5)3+i3575(i-5)«1    ,ri'A(i-"^)| 
^^     ]"^î+a5i8o(/-5;+i5Ga5  J         da* 

7680    W,6o(«— 5)'+i(»o(i~5)M-56ao(i-5)+59oo]a»îî^^ 


</4A<»-5) 

-[  6o(i^5)«+  46o(i— 5)  +  85o]  a\     £^\ 
^+C  iîK'*-5)  +  5o]  «5  — ^j~  +  «6    .^^^     , 

r  64(i-6j«+i39a(/-6)5+îaoaQ(«-6)4  j 

<  +  50185(1-6)3+1 1 7238(«— G)*  [  A(i-6) 

l+ia56i6(i-6)  +4G656  J 

f  i9a(i-6)«+384o(i-6)i+a97oo(i-€)5 1     aA<*-fi) 

J     i  + 1  io3io(i-6)*+i94964(«-6)+i 2945$     J  ^     da 
i     j     }         a4o(i-6)*+4aoo(i-6)«+a%a5(i*6)«l    ,^»A('-6)^ 
M(<^)=    ^•<"^{+7467o(i-S)+75a4o  ^ -"l^^ 

+[i6o(i-8)3+aa8o(i-6;»+io66o(i-6)+i(l3ao]a3-; ^-j- 
+[  60(1-6)»+  6i5(i-6)  +  i56o]  «4  ^î^^fi^ 
^+[  ia(i-6)  +  66]  a«  --^— h  4«  -5-5-— 

La  première  difiTérence  des  coefficiens  de  c^  -r^  est 
164^  \^  seconde  des  coefficiens  de  <*^^  est  204    U 
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troisième  des  cœfficiens  de  a' ^-T  est  igSô,  la  qua- 

lrièmedescoefficiensdea'^-7-  est  i!2792^  la  cinquième 

des  qoefficiens  de  a^  est  46656;  enfin  la  sixième  des 
coefficiens  de  A  est  46656. 
Soit 

R  =  N(o)c*x*    C08  p  ipft  —  Ht  -f-  /—  •)  +  6»r  -f  6i  —  4»  —  an] 
4-  N<0eVx*co8  [*(»'«  —  nt  4-  •'—  •)  +  6««  •+•  6i  — -  3»  —  »'— aH] 
+  N<»)c«c'*x»cos  p  (»'«  —  ut  4-  «'—  f)  -|.  6n(  +  6t  ^  3«  —a»'—  aH] 
-f-  NO)e^»x*cos  p(»'£  —  ut  -f-  »'—  g)  4. 6»«  4- 6i  —   »—3»'— aH] 
4-  NCOc'^x»   cos  p(»'«  —  ne  +  *'—  iJ4-6w«  +  6f  — 4»'— an], 

on  aura 

f       i6(i-,)4-.,5a(*-i)34475(i«i)>l 
j-5a8(i-i)  4-135  J*^^ 

30»»  ^+  t,4;f_o.-  to,(é-,)  +90]  „.  ^^ 

+  [  8(.-.)  -  rf]  «»  -^ï—  +  «<-5-^, 

t      ,6(i-i)4_  5a(/-a)»-  5D(i-a)»  .1 
)+,o8(i— a)  — j3o  /"^     ' 

m'aa'  l+[3»('-»)'-6«>(«-a)'-a8o(i-a)+488]  «~^ 


N«=- 


'®     '^+  [04  (i-  a)«-  69{»  -  a)  4-  se  ]  "'    '^'.  '^ 

«W  ï+C3a(.-3;>  +  96(i-3).-4o(i-3)+a4]a^l'^' 
^+ [a4(i  _  3)« +6o(i -3)]  a»  Îi-ËL-Î 


N0)=>.  '"''"'' 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  4i 

(     i6(i-4)*-+-t48(*-4)'+4i8(*-4)'J  B(^.4) 
Hi4o(«-4)-î»«4  > 

1+  [3a(i— 4)»4-a5aîi— 4J'+  53a(i-4H.42o]  a     ^ 
•768  "X  d*W-0 

+  [  8(1-4)  +  aC]  a»  -^-_ 4-a4  -5^^, 

f  ,6;î-5)44.  348(i-5)«+i4ii(^-5)«1  ^.^^  . 

14- 348o(i-5) -HiaS  J '^^     ' 

m'aa'  l+[3a(i-5)»4.4o8(i-5)«+i7ia(i-.5)^236o]a  îl^l-^ 
W[24(t-6)M-  aaa(i— 5)  -f.  5io]  a»      °\ 
+[  8(«— 5)  +  40]  a}  —-7-- h  a4 


<£a5       ^  <ia4 

Soit  enfin 

R=N<5)c*x4  co«  \i{ji't  -^  nt  -h  •'—  •)  4-  4/i«  +  4i  —  a»  —  411] 
-f- NWe^x^cof  [*(/»'<  —  »t  -f-  i'  —  «)  ^  4n£ 4.4»  —  »  —  »'  —  4n] 
+  N(7)c**x4coi  [«(«'t  —  /i«  -#-  •'—  i)  4-  4»«-f-4i— a»'— 4n], 

on  aura 

^>=    5,^ — "j  [4(«-«)"— ï4(--')—  8]CC<-»)4-[4(«-i)—  ^«— g; — h»'-  ^^,   -}» 
loaÂ    'U4(*-a)»+i7('-a)4-i8]C<"-4)+[4(t-a)-f'io]a— - — J.a«— -j— ^ . 
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Termes  dépendans  du  carré  et  des  puissances  supé- 

.    Heures  des  excentricités  et  des  inclinaisons ^  qui 

peuvent  être  ramenés  à  la  mêm>e  forme  que  les 

termes  dépendans  des  puissances  d'un  ordre  moins 

élevé  de  ces  deux  élémens. 

'Termes  du  deuxihinè  ordre  qki  ont  même  ^argument  que  les 
termes  indépendans  des  excentricités, 

II.  Soit 

R  =  MCO  C08  p  (j^t  —  rtf  4-  /  —  f).-#.  éê':  —  »] 
-4-  MCO  cos  [i  \n't  '^  nt  +  %   --  ij]  , 

on  aura,  n*  8i,  livre  H, 

-..,      m'ee'     (....  ^    .        ,.  ,    „.,...,          dAii-^-^ï     '      £f»A^-^•)| 
M(o)=  -7-  .  U4(*-+-')*— îï(*+i)]A(»-*-')— afl — ^ fl« — j-^ — S. 

i  pouvant  prendre,  comme  dans  les  formules  précé- 
dentes ,  toutes  les  valeurs  entières  positives  et  négà*  ^ 

tives,  y  compris  zéro.  ■ 

c 

Tenneâ  du  troisième  ordre  qui  ont  même  arguméruque  ceux  g 

du  premier  ordre. 

12.  sdt  ! 


R  =  M(o)  cos  [i(/i't  —  n«  -f. 
4-  M(0  cos  [i(/i'f  —  nr  H- 
-♦•  M(»)  cos  [i{nft  —  n«  -h 
-#.  M(3)  cos  [£(»'«  —  w<  4- 


3 


—  f)  -4-  nt  -f-  f  -4»  »'  —  a»] 

—  •)  -f-  «t  -f-  •  —  »] 

—  f)  4-  /it  4-  i  —  •/]  1 

—  i)  -4-  /ir  +  •  —  a»'  4-  ar]  , 


on  aura 


[—  8(i  +  0»  4-  »4(i  +  !)•  —  5  (i  -f.  1)5  AC»*+0 


4- 
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!(8i3  ».  loi*  4-  ai)  A<0  -4-  (4'»  -  'ji  +  3)  «^^ 


16     a  .d»A(0 

~—  aa'  <^— ^•— 

-  [8  (î-i)3+i4  (/-!)•  +  5p-f)-fi]  ACi-0 


^+C  4(^-0  4-  10]  tf*  _^.;~+  ai|3-^-^p-^ 

i4'  [8(4  — a)8  +  i8(i  —  a)*  4-  8  (i  — a)]  A(*-«) 
«lAC*-») 
4-[4(»-a)*-(t-^)-io]«  -^^' 

Nous  omettrons  les  termes  de  même  forme  (]ui  dé- 
pendent des  inclinaisons ,  parce  qu'il  n'en  peut  résul- 
ter, dans  les  applications,  que  des  quantités  insensibles^ 
Il  en  sera  de  Daême  dans  toute  cette  partie,  du  déve- 
loppemetit  de  la  fonction  R  jusqu'aux  termes  du  cin- 
quième ordre ,  qui  demandent  une  attention  particu- 
lière, à  cause  de  leur  importance  dans  la  théorie  de 
Jjfcipîter  et  Saturne. 

Termes  du  quAirihme  ordre  qui  oni  même  argument  que  les. 
'  termes  indépendans  des  excentricités  et  dés  inclinaisons, 

i5.  Soit 

R  =  M(«>  C08  £i  {n't  —  »£  4-  f'  —  f)  4-  9»'  —  a«] 
-f.  M('>  CDs  [i  [nft  —  «t  +  f'  —  f)  -f-  »'  —  «] 
4-  M(»)  C08  [i  {n't  ^  nt  -^  %'  ^  •)] , 
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i        3a(i-6)»+  48o(£-5)H.i7id(i-5)»  >  • 

->  C         8o(i  .5)4+io8o(i^5)»-*-5a55(i— 5)»  I     <iA(<-») 
I"*"  l+ioSaoCt  -5)  +7845  J  "*  ""3r" 

'+  [4o(i-5)«+33o(i-5)  +  670]  a3  °^, 

La  première  différence  des  coefEciens  de  a^     ,  ^ 
est  1 5;  la  deuxième  des  coefficiens  de  i^  ^-  est  127; 
la  troisième  des  coefficiens  de  a*  ^-^  est  845^  la  qua- 
trième des  coefficiens  de  a  ^  est.  3 1 25,  la  cinquième 

des  coefficiens  de  A  est  Si  1)5. 
Soit 

R=]V(*>e>x*    eoBli(nU  —  n«  +  é'—  §)  +  5ne  4- 5i  —  3»  —  an] 
-Ir  NCOeVx»  C08  [i  (»'<  —  nt  +  •'—  •)  -f.  5n<  +  5«  —  »•  —  »'—  ail] 
4-  N^e^'x*  cos  [i  (V<  —  ut  4-  /—  •)  +  Snt  4-  5i  —   »  — a«'—  ail] 
4-  K0)e'5x*   coi  [i  (»'«  —  Ht  4-  •'—  t)  4.  5««  +  5f  —  3»'— ail], 

on  aura 

![  8  (i  — i)î-4a  (i  —  !)•+ 59(1-.  1)— 16]  BO-O 
^.[,a(£-,).-39(£-i)4-a4]«^^^ 
4-  [  6(t-,i)  -9]fl._-_H.  a3__., 

f[8(»  — a)*  — a(î— a)»—    8(i— a)4-ia]B<^>) 
+  r.a(i-a).4.3(i-a)-.,7]a^ 
-H  C  6 {* -a)  +  a] a« --2ÏÎ— +«• --5îr-» 
[  8(î-3)î+38(i-3)>4.33(î  — 3)4-i9]B<^î) 


N(.)«^:^J-f-C'-(* 


—  i»;'  T-  »w  ^«  —  j;-  -f-  oa  ^«  —  o;  -t-  19J  iî\«— v     «v 
-3).+45(f-3)+a7]a^^  I 

_3)  4-13]  «•-gjj^ +  «»___,         3 


>[«<••      -,     .--.-       ...        .   -      .^, 


NC)=H.?^. 
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[  8(t-4J»4-78(*-4)M-»48(i-4)4-a56]B<i-4>  n 


Soit  enfin 

Rs=N(4)«à4  eos[<(ii'(  — n(-f-/— •}4-5fit  +  5f  —  «  — 411] 


on  aura 


Termes  Jii  sixième  ordre» 

lO.  Soit 

A  s=3  M(«)e«  eot  lUr/t  —  nt  -f*  •"  —  t)  4-  Giit  -i-  6t  —  6m] 
4-  MCOcV  cot  lUnU  — .  nt  4^  •'  ^  •)  4.  &it  ^  0i  —  5m  —  «O 
-l-  M(»)cV«coi  [i(»'t  -«  Ht  -f-  /  —  •)  4-  6iBt  +  6t  —  4»  —  ai/] 
4-  MOe'e'Scos  [î(n't  ^  ut  4-  •'  —  •}  4-  &tt  4-  6f  —  3«  —  3i/] 
4-  BKOcV^cos  li{nft  —  nt  4-  /  --  •)  4-  &tt  4-  6t  —  9»  —  4i/] 
4-  M<«)c^»  cos  lUnft  —  iil4-«'  —  •)4-6Bt4-6i—  »  —  S*'] 
4-  MW«^    coi  [i(ii't  —  Ht  4-  g'  —  ^  4,  6nt  4-  ^*  ^  6<1 , 


on  aura 


(64i«—  iao<M»4-  «Kol^—  aTgaSi»  !.. 
+  48538î«  —  agSSai)  j^^' 


m 


{ 

^^  W  363a4i  -  7776)  J  "* 

U(a4oc4  —  97601»+  io7a5t*—  i58îoi  4-  6480)  a»  ''■^^*^' 


^^^  \4.(i6<M»  — i3aoî*4-3aao*  —  ai6o)a*  -^p 
.4.(6oi*—  3i5i4-36o)a4^^ 
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M(0=- 


7680' 


M<>)= 


m' 
307a* 


'M0)=. 


ht' 


"»8o4' 
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l-5»3o(i-i)!+ioa8(i~i)«+îng4(»-i)  J 
«       192(1— i)«—i76o(i-i)4-f-5oao{i— on      ^A<*--') 
"^  4-3890(1'— i)»—i836(i—i)  4-ia5o  ]  ^     da      ^ 

f     a4o(i— 1)4— 1600(1— i)s-fa775(i—i)«l    ^<f«A(i--')| 
"  I— 5ao(i— i)  -  875  /'''     da^ 

i-f.  [160(1—1)3—  720(1— i)»-f-66o{i-i)-t-ioo]a' 


rf3A<i-0 


<2as 


'+  [  6o(«— 0*—  i6o(£  — i)  -f-  5o]  a4 


-h[  ia(i— i)  —  i4]  a« 


JaS 


f        64  (/-4)«-.  336(1-2)»+  ii6(i-4)4  1 
1-f-    61  (i-2)3- 7aa(î— a)»— 8a4(i— 2)    J^     ' 
f      i9a(i— 2)«-'64o(l— 2)4-5ô8(i— a)»  I    ^AC»-») 
"*^  î  +1910  (i— a)*-f.  a9a(i— a)  —  64©]  P     </a 

r      a4o(i— a)4— 440C1— a)î— 9i5(t— a)0     d*A(}-*> 
(  -f.  838  (f—a)  -f-3fti  J  "*'    Al* 

+  [160(1— a}»— 1  ao(i— a)»—  38o(i— a)  -f- 80]  «*  ^  ^\' 
'+  [  6o(i-.a)»—    5(i-a)  —  56]  d4  ^-^7*- 

f       64(i-^)*-+.    96('-3)'-53a(i-^)4l 
\j^  e4a(/— 3?»4-  88o(i— 3)»+7oa(i-.3)  J 
f      i9a(i— 3)*+  48o(i— 3)4-8o4(î— 3)«  î     <JA('-») 
^"*'l— ai3o(i— 3}»4-  a64(i— 3)  -f-7oa  ]  ^    4a 

If      a4a(i— 3)4+ 7ao(i—3)î— 345(1— 3)«1    ^J»A('-»)| 
f"*"!— i35o(i— 3)  —  aa5  .    j''*    da»      ' 

1+  [i6o(i-3)»+  48o(i-3)M-iooCi— 3)— a64  >'^^^r"^ 

1  <Î4  A<«  -5) 

'+£  69(i-3)*+i5o(i-3)  +  4a]  a4  "*  ^^ 

+  L  ia(«— 3)  +  18]  a«  -tjJs—  +«*    /^^é     > 


>•): 


+ 
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f      »6(i+i)*--iS6(i4-iM+i88(*+i)î  K(,^,j> 

}      i6(£4-i)<-«8(i+i)»+ia4(«+î)*)     ^A<'-^0 
/  1— ioa(i-M)+3a  r       da 

[+[-  8(i+i)«4-a5{i4-0  —  M]*'  ^^, 

f      g6(t+i)»-ti88(*-M)H^o(*+i)3  l    . 
\-.«7(£+T)«+i6(i+i)  P' 

f      48(i +i)*-^iG(i+i)»-Hi55(i+i)*  )    ^ACt+O 

1  <PA<»+'> 

'-♦-[-a4(«'+'i)'-4-go(t+i)  —  177]  «'      ^^3 

[     Bat*  — 8oi4  4-a6i'  +  iai*4-ioi]A(0 
+  [     i6i*  +  4ot3  4-  371*  —  i8i  -#.  5]  a  ^^ 

+  £—  ï6iî  ^  iat«  +8i  — 4]a«  ^^^^ 

4.  [- 8i»  -  i4i  —  6]  fl»  ^~^ 

[— 34*54.40*4  — 8i»]AC0 
+  [_  ,6f4  -f.44ii  —  24t»  —  im  +  6]  a  ^^^ 

•  ^       ,  _    ,rf4A(0     ''.dSACO 


<2a4 
£^  3ii»  +  34£3]  A(9 


lias 


,+  [—  i6i<4-  48i»  +  4ii*—  48£  —  lao]  a 


da 


m'^e'i  /  -f  [     i6iî  4-  4ai»'—  711  —  «40]  d» 


10^ 


f-f-  C     81*  —  a4*"^  ï'-'o]  d' 


<I^A(<» 
da^ 


J«A(0 


4-  [—  ai  —  aoj  «4  — = —  /,5 


<2a4 


rf*A<') 


4a 


mé 


/*'$ 
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l-47{*-i)»-i:6{i-.i)H.i         r^ 

.      I       i6(i— i)4-hio4(*— i)»— i55(i— i)«l   rfA<<-«) 


da 


M(>)s( 


"*""38r"  A'^f     i6(i— î)î— 84(i— i)»— a?8(«-i)-fa6a]a* 

v+[-  a(*-i)  •+.ai]a4  -^-^  H-  a»  -— — 

j;--3a(,-— ,)if4.56(i-.i)4— îio(i— i)3-f.4(£-i)»]A(*-«), 
f     i6(£-i)4-f-2o(i— i)î-64(*— i)»  I     <fA(i"0 


i 


64 


U  [—  S(i-,).-,3(i— i)  +6i]a3 


d*A<KO 


[-3a(*-i)«+i6(î-i)4-f.i8(i-i)5-9(t-i)«]A<i-«), 

</A<»-0 


,+[    i6(i— i)4+i6(i— i)»— a5(i— i)«]a 


ly/eV  /+[    i6(i— i)î— 3a(/— i)*]  a» 


+[-8(i-,).-8(î-i)]fl3 


ia8 


i/«A(»~'> 
rf5A(i-0 


€/a 


da^ 

_i_r         r      A_L;n     4^<A<»-0_^    ,  d»A<'-0  . 
-f  [.i.  2(«— i)  rt-  5]  a*  — ^-ï h  rt« 


e/â4 


») 

dAC«-*) 


m^ee^4 
192 


M<4)=/ 


+ 


rn'eV» 


384 


r  —  i6(i— a)«-î5a(i-.a)4-aa4(t— a)î  1      __ 
I  -.,  24(i-a)»—  3a(£-3)  P^' 

f—  i6{il-î,)4—    4(*-.a)îH.i4o(»-a)»  î 
lH-i36(«— a)  -  16  i 

-f.  [    i6(i — a)*+ioa(i-a)*-+-76(£-a)~i5a]a*— -— — 

v+  C-  a(i-a)  ^  ao]  a4  -g»—  -  a»  -^^-j^ 

f-  95('-a)*-336(i-a)4-39o(i-a)n^ 
l— >74(*--a)>— a4i(i— a)  J 

I     r—  48(i— a)4—  a4(i— a)»-f.aa5(î^a)«  \     </A<»— ) 
)     l4-i47(*-a)  +90  ]""  "ïT"! 

4-£  .48{£-a)»+aa8(i-a)«H98(*-a)+i44]«*-';^^ 
U[    a4(î-a)«-.    6(i-.a)-f.io5]  a»  ^!!^^ 

v+[-  6(i-a)  +  33]  «4  -gjp-  +  3a5  -3^^—, 


/ 

\ 


h 
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t +433(1-3)' 4- !35(i-3)   •    ..  j"*' 

f      .6(U3)4-f.  3..(f-.3)?-ii3(i-3)«J    . 

"•"l-iSgCf-s)  -use  r 


«  =  -5g^.^+[_.6{i_3)'-i9a(._3)«-376(.--3)-3]<..i£-^' 

|+[-.3:»(i-3)'-  64(i-3)  +81]  a»  i^^' 


^+[      2(«-3)  -h  9J  «^     }^^      +  «« 


€Jaf 


*rfii(ff«  du  cinquième  ordre  qui  ont  mêmes  argumens  que 

ceux  du  troisième  ordre^ 

16.  Soit 

R  =  M(«)  CM  [i  {n't  —  /i<  4.  /  _  t)  4-  3/i£  +  3t  -f-  •'  *-  4»] 
4-  M(')  cos  [i(/i'r  —  nt  -f.  ♦.'  —  i)  -h  3/it  H-  3f  —  3»] 
-f-  M(')  cos  [i(ii'«  —  «f  -f.  i'  —  i)  -h  3/i«  -f.  3i  —  •'  —  a«»'] 
4-  M(3)  cos  [i^/i't  —  ut  -h  i'  —  i)  -h  3/if  4-  3i  —  aV—  •] 
-4-  M(<)  cos  [i(/i'r  —  ««  -f.  /  —  i)  4-  3kir  -♦-  3«  -•  3a/] 
-f-  M(«)  eos  [i(/ï'f  —  /If  +  •'  —  •)  +  Znt  4-  3f  —  4*'  ■+•  •]. 

I  aura 

f^  3'i(i+i)'-fa56(i-hi)4-686(,.h.)Bv 
^H-6g5(iH.i)»~ao6(iH.i)  ^^ 

f— 48(i4-i)44*a8o(i-+.i)î— 5î5{î-hi)*)    rfA(<-*-0 
J"*"t-f394(i-hi)  — 12«  ,  /''     €U 

rt  =     -^^  .  /+[-.6(t+i)î-|^(i-f.i)ç--94(i.f  i)4^o]««-^~ 

I  rf«A(»-*-0 


ToKE  IIL 
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Termes  dépendans  du  carré  et  des  puissances  supé- 

.    Heures  des  excentricités  et  des  inclinaisons^  qui 

peuvent  être  ramenés  à  la  même  forme  que  les' 

termes  dépendans  des  puissances  d'un  ordre  moins 

élevé  de  ces  deux  élémens. 

'Termes  du  dtfuxihme  ordre  qui  ont  même  ^argument  que  les 
termes  indépendarts  des  excentricités, 

II.  Soit 

R  =  MC»)  C08  p  K<  —  «f  +  «''  —  f)  H-  •'  —  •] 
H-  M(0  cos  [i  (n'f  --  nt  -H  •'  —  0]  , 

on  aura,  n*  8i,  livre  H, 

M(«)=  -T-  .  <J[4(*+i)»— a(«+0]A(»-»-O— aa — -^ û.__-_J. 

î  pouvant  prendre,  comme  dans  les  formules  précé- 
dentes ,  toutes  les  valeurs  entières  positives  et  néga- 
tives, y  compris  zéro.  ' 

'  i 

Termeè  du  troisième  ordre  qui  ont  même  argument  que  ceu9 

du  premier  ordre. 

12.  Soit 

R  =  M(<»)  cos  {i(n't  —  nt  +•'  —  •)  4-  n«  -♦-•  +  •'  —  «•] 
H-  M(0  cos  \i{nft  —  /i«  -+-»'  —  •)  -f-  /i£  -f-  •  —  •] 
H-  M(»)  cos  [i{n't  —  /i£  -h  /  —  •)  -+-  /it  -#-  »  —  «/] 
■+.  M(3)  cos  [i(ii'f  —  «<  H-  /  —  »)  4-  /it  -f  •  —  a*  +  ir] , 

on  aura 

![-  8(*  +  i)s+  »4(i4.  i).-5  (t  +  1)]  AC+O 
<iA(*"+-0 
C     aCi  +  O  +  O-^'-Tj^^+^'-^j^-^. 
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(       (8i3  —  loi*  +  11)  A(0  +  (4*»  —  :«■  4- 


m  «e  »  )  ^  ^'      da         ^^        ^     da* 


16      )  .rf»A<0 

—  [8(i— 1)3+14  ('-0*  +  5Cî—»)-fi]ACi-0 
«.'-1    1      r/  /•       ^,  /•    \    T    ^A(»-0   ,  _  ,.      .  ,    _     d*A(*-') 


^+C  4(^-0  -+•  'o]  ''*      j^.      H-  atf3-^.^p-, 

i+  [8  (i  —  2)8  4. 18  (i  —  a)«  +  8  (i  —  a)]  A(»->) 
+  [4(i-»)^-(*--)-io]«^J^^ 

Nous  omettrons  les  termes  de  même  forme  qui  dé- 
pendent des  inclinaisons ,  parce  qù*il  n'en  peut  résul- 
ter^ dans  les  applications,  que  des  quantités  insensibles^ 
Il  en  sera  de  même  dans  toute  cette  partie,  du  déve- 
loppement de  la  fonction  R  jusqu'aux  termes  du  cin-- 
quième  ordre,  qui  demandent  une  attention  particu- 
lière ,  à  cause  de  leur  importance  dans  la  théorie  de 
Jupiter  et  Saturne. 

Termes  du  quatrième  ordre  qui  ont  même  argument  que  les. 
•  termes  indépendans  des  excentricités  et  des  inclinaisons, 

1 5.  Soit 

R  =  M<o)  CO8  [i  {n't  —  n«  +  f'  —  •)  -f.  ?•'  —  a«] 
H-  M(')  ces  [i  (/l't  —  nt  +  i'  —  f)  -f-  «'  —  «] 
-+•  M(»)  cos  [i  (n't  ^  ni  +  %'  -^  •}]  , 


44 

on  aura 


MC)= 


M<«>: 


+-^ 


m'c»c' 


33 
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C    i6(i+«)<-56(i+a)»+6i(t-*-a}*-ao(»-Hil]A(«+«) 

dAC"*-») 

|+[-.i6(i.+.a)«+36(H.a)— ao]  a  — jg— 

|-fC-  8(î+i)«H-i8(«4-a)+  a]a«  — g^T" 
+  8a«  — TTî 1-  û* 


</a> 


<fa4 


[_,6(H-i)4-f«8(i+i)»-i4(«+i)»-f-a(t+i)lA<f-»-«)^ 

</A(*-*-0 
l+C    ,3(i+i).-.i8(i+i)+6]  <i  ""^^ 


£te9 


<fa4 


£— ,6(H-i)<-Hi8(*+i)»-io(î-*-i)»-l-a(H'i)]A(«-»-0 

«/A<*-*-«) 


m'ee'^ 


C     8(i+i)»— 9(«+0— "]«■ 


cî»A(«+0 


da\ 


.£f»A<«-^«)         ,rf4A(«+') 


iias 


</a4 


M(«)=/4- 


if/e'* 


(i6i4  —  171»  )  A(0  —  (  îi4i«  —  a4)  fl 


dA(?} 
da 


■f 


i6î4A(r)  —  (i6i*  —  4)  a 


dA{i> 
"dT 


€/«A(0 


f-(8i*-.,4)a«-^^4 


8a> 


d^ACO 


+  a4 
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rermes  du  quatrième  erdre  qui  ont  mimes  argumeru  que 
les  termes  du  deusçième  ordre. 
14.  Soit 

a  =  M(«)  cos  [i  (n't  —  fi£  -f-  V  —  •)  +  aux  H-  ai  H-  i/  ^  S4 
+  M(')  coi  [i  (Ji't  —  nt  ■+.  •'  —  •)  +  a««  H-  ai  —  a»] 
+  M(»)  CM  [i(n't  —  Ht  -♦-  V  —  i)-f-aii£H-ai—    •  —  «Q 
-4.  M(0  cof  [î(#i't  —  ne  +  •'  —  •)  4-  ant  +  at  —  a*'] 
-f  MO)  cot  [iCii't  —  ni  -H  /  —  •)  4-  aitt  4-  at  —  3«'-H  «], 

Il  aura 

^-gr--^-[   3(1+1)  -  9]  «•^-^' 

-[     4(H.,)-a]a»-2j5 •'— ÂTT-' 

ij/e.e'.  \     [— i6*M-aoi>]A<0— (i6*»-i&»+ai+4)fl^'^ 


^(,„«a)a*-^— +  (4*+4>i«— — +«4.3— 

[.  i6i4  +  6o<s  ^  641»  4-  aac]  A<0 
m^    l+C-i&'4-48«*-46*' -*-i?l«^p 

I4.  (      9.  «. ,,)«.  _^.H.4,^.^_4^4-j_, 

[,6(*— 1)4— ia(»— i)i-_6(*-i).4^i— i)]A('-«) 
m'ir»^   l4-[i6(*-i)»-i6(î-i)«-6(i-i)4-6]a^^^ 

[i6(i  -1)44.  a8(i— i)î4-io(»-i)H-a(i-.i)]A(*-0 
|4-tî6(i  -.i)»4-  i6(i-i)«-io(l-i)  —  6]  «  '^^^"'^ 


a» 


-C  4fr  -0  +  10]  «'  -j^i a*  -t^- 


» 


46 


3» 


mo)=< 
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l  -  [i6(i  -  îi)*+  i6(i  -  a)«-  26(£  —  i)  —  ao]  a  ^^'^ 
|4-  mi--  »)  +  343  a»  -^.— 

\^[,6((— 3)44^(tV.3)î+i3o(<— 3)*4Aî(*  —  3)]  A<'-n 

JAC»-») 


96    • 


;<>=-♦• 


m'€i^^ 


96 


|+[i6(i— 3)5+48(1-3)»-.  i4(«— 3)  —  78]  a 

rf»A(»-'> 

^^33(i^3)H.8i3a>-^^-^ 

_t4(i_3)+,8]a3-^-5 -*^— 


</<t 


I 


;  Termes  du  eimquieme  ordre  qui  ont  même  argument  qye  cetà 


i. 
1; 


t.  » 


du  premier  ordre, 

î5»  Soit 

R  s  MC<»)  cos  li{n't  —  /i«  -f-  »'  —  •)  +  n«  +  •  -f.  a*'  —  3a»] 
^-t-  ii('>  C08  ptrt't  -r  trt  ■+•''-  •)  -♦-  iï<  4-  f  -h    •'  —  a»] 
H-  M!»  cos  [i  (Vt  —  nt  H-  •'  —  •)  -h  nf  4-  »  —    »] 
+  MO)  cos  [i(rt^«  ^  nt  4.  •  —  ,)  -f.  «<  4.  ,,  ^    i^/j 

H-  M(<)  cos  [i(Vvl  -H»  ?K  -+•  /  —  •)  +  nt  4-  I  —  «•'  «^    •] 
+  M<5)  cos  [i (/i'£  -r-  ^  +  •'  —  •)  .+  -nt  +  4  —  3»'  -#,  a»], 


on  aui^ 


384 


f 


f  -  Mi + a)*-M92(î  4-  a)4-4o6(i  +  a)î  î  . , 

\  ^-354(£  4-  a)«-ix)4C>  H-  a)  j  AV-r<vi 

J-  i6(/  +  a)4-h  96(i-Hi)^-79(ff.a)0 

4-[i6{£  +  a)î-f-96(i+a)»-344(i+a)^5Çl«*? 
'4-[3a(î  4-  a)*-96(i+2)+a3]aî    ■T^3 
<— [  a(«  •+•  ^)  +  6]a4 ^.; a* 


da* 


da^ 


■  *     ■■  • 
19* 


m 


'c^e' 


S84 
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|_,o8(t-fi)«-M!i(i-+.i)  j^' 

"*"!  —1  oa(t  +1)  +32  i  da 

H.[-i6(iH.i)a-f-3o(iH.0--f-5{î+i)-ao]fl«       ^^, 

kC-  8(i+i)«+»5(i+i)  -  «>»  ^^3 

J      96(t+.)»-288(i-f.i)H-*7o{i-h0'  K,,^.. 

</»A<*"+'0 

1  <l»A(i-*-0 

l-f.[-a4(i+0*-h9o(i-f.i)  —  177]  a»      ^^3 

t     3at«  —  8<m4  4-  a6i*  4-  "»•  H-  >oi]  A(0 
4.  [     ,6i4  4.  4oi3  4.  37i«  —  i8«  4-  5]  a  ^—^ 

[4,  t-  ,6iî  -4-  121»  +  8i  -  4]  «*  ^a^ 
1+  [—  8i«  -  141  —  6]  fl»  -j— 

^4- [     3*4-  4]«^-3j7--*-<' 


é/a« 


[«: 


[_3a*«4.4oi4^8ii]A(0 
4.  [—  16/44.441»  —  a4t«—  10Î4-  6] a  ^^ 

J  d»A(0 

mW»74-[     i6i>4-i4t»  — 3ei]û«  ^^^ 

'^'         i  rfîAC») 

|4-C     8i«  —  i^*  —  ai]  a' -r^^ 

w-f*  [—  **  •"  ï©]  ^*    I.  ."  —  fl* 


65- 


<ias 


rfAC) 


4,  [«.  i6i4 4. 48i3  -f.  4u'*-.  48£  —  lao]  a  -j- 
.mWjJ+  [     i6iî4-  4oi»^—  T^i  i-  «4»]  a*  ^^|^^ 
[4-  L     8i*  —  a4«—  lao]  a' 


£ia3 


^\ 


m 


I 


v$ 


m'e 
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I       i6(i— i)i-hio4(*— i)»— 155(£— 1)«  1 
1-.494(£4-i)+i33  j 


1 


M(>): 


494(«->-i)  +i33  j       d« 

+[    ,6(i-i)î— 84(i— i)«-a?8(i.i)-fa6a]a«^^^'^ 

+[-  8(i-i)--46(i-0  +i3o]  «J  2.^-i 

L-r3a(i— i)^4-56(i-i)«— !K)(i— i)3+4(£-i)«]A(*-«)> 
l6(j-.,)4-f.2o(i— i)î— 64(*— 1)«  j  ^  rfA<i-') 


f     i6(i-i)4-f.2< 
ri+  8(1-0  H-i: 


4 


mW»  /+  [    i6(i-.i)s— 58(î-i)«— it(i— i)-f69]a*. 


64 


1+  [—  8(i-i)»-i3(i— i)  +6i]a» 


d*A<K«> 


€2a* 


[-3a(i-i)«+i6(î-i)4+i8(t-i)5-9(£-i)«]A<«-')> 

</A<i-«) 


+[    i6(i—i)4+i6(i— 1)>— 15(1— i)«]a 


ly/eV  7+[    i6(i— i)î— 3a(^— 1)«]  a» 


i/»A(«-0 


€/a 


m'ee'* 
192 


|+[-  «(i-i)--  8(i-,)]  «3  ^!^> 

_i_r         /•      ^^rn    .à*A(i-')_^    _  d»A<i-0 
+[-  a(^-,)  H-  5]  «*  -^^^^  -h  «»  -5;;^ 

r-  ,6(£-a)«-i5a(i-.a)4-aa4(«-a)n      ._ 
|— ia4(*— î*)* —  3a(i— a)  j 

] 


f—  i6(i^)4—    4(*-.a)î+i4o(»-a)«  î     JAÇt-') 
|"*"\-f  ,36(«--a)  -  16  J  "*  "5r" 

H-  [    i6(i— a)3+ioa(i-.a)»-+-76(i-a)~i5a]«>^*^^*"*^ 


J'AC-») 


rffl» 


M<4)=/ 


<f«A<<-») 


eV» 


'+  C      8(»— a)»—    7(1— a)— 108]  aî 

f-  95(£-î^)*-336(i-a)4-39o(i-a)n 
\— i74(f_a)«— a4i(i— a)  J 

,     J—  48(1— a)4—  a4(i-a)»+aa5(i^a)*  î     </A<»— ) 

ri4-i47(^-'a)  -4-90  r  ~3r"i 


+-lâr-\4-L   48(«-a)»-*-aa8(i-a)*--498(i.a)+i44]fl« 


'+[    a4(i— a)»—    6(i— a)4-io5]  a» 


rf»A(»*-») 


.+[-  6(i^a)  +  33]  «4  __^  4. 3a»  -3^7—. 


DU  SYSTÈME  OU  MONDE.  4g 

r      3>(/-3)«+!io8(i-3)4  +  4;o(.-3)'  l 
|+433(i-3)'4-!35(.-3)   •    ..  P' 

r      ,6(î-3)44-  3..(«— 3)?— ii3(.— 3)'> 
r"l-a89(i-3)  -»56  i 


MO  =  iîgl'.^+[_.6{._3)'-i9a(.-3)«-3;6(/.3)-3]*.^^'^ 

|^.[-32(*-3)'-  64(i-3)  +8i]  a3  ^-^r" 


^+[     Ki-3)  -h  gJ  «^     ^^4     +  « 


iiaf 


T'ernies  du  cinquième  ordre  qui  ont  mêmes  argumens  que 

ceux  du  troisième  ordre^ 

l6.  Soit 

R  =  M(<»)  CM  [«  rii't  —  /!<  4.  ,'  —  i)  4-  3/i£  +  3f  ■+•  •'  *-  4»] 
-h  M(')  cos  [i(/i'r  —  nr  -h  é^  —  •)  4-  3/it  +  3f  —  3*] 
4-  M<'>  cos  [x(ii'«  —  Ht  4-  f'  —  i)  -h  Znt  -f.  3f  —  »   —  a«] 
H-  M(3)  cos  [i(nft  —  wf  -h  /  —  §)  -h  3/if  4-  3s  —  aV—  •] 
+  M(0  cos  {i{n't  —  «£  -f.  «'  —  f)  4-  3k»«  4-  3i  --  3a/] 
4-  M<s)  eos  [i(/i'«  —  /If  4-  •'  —  •)  +  3/ir  4-  3«  —  4*'  4-  «]. 

on  aura 

f-  3'i(i-M)5-fa56(i4-i)<-686(i4-i)î Iaw+o 

f  —  48(i-f-i)44*î8o(i-4.r)'— 5^5{£-f O*  )    <fA(*-*-') 
J"^  14394(14-1)  —128  ,  i^     da 

MW  =    -^^  .  /4.[-,6(i4-i)'4^o(i4-i)^--94(«+i)-+^o]a«i~-' 

rf»A<«-*-0 
'+[+  8(i+i)«-.M(i4.i)]  a»  ^jr- 


TOKE  IIL 


5o 
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M<0=^ 


cm' 


■f 
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l-r 


JACO 
48i4+  a8oi»—  549i*-+-  46ôi  — 135]  a  -gj- 

iCt^H-  84*»— i6oi -f-io8tl«*— jTj^ 


8i._     6*  ^  18]  a» 


da9 


d^ACO 


d<t<( 


io8i»  +    36i«la-^^'^ 


[    Sqî»  —  laoî*  4-  104P]  A<«) 
-^  t    48ï<  - 

m^3£*  /+  [     i6«'  —    4^**  +    46*  ]  a» 

1^  [—  8/-  —  91  -f.  i5]fl: 


J'A(0 


d^A(i) 


,+  [-6£    - 


2]  «♦  — r-: «' 


aa4 


'da« 


1^1 


M<D=^ 


+ 


m'c^c'î 


108 


r-3a(i-0«+io4(i~i)4-68(i-i)^  ^  ^^,^,^ 
1 1— ao(i— f  )  »+  aa(i— i  )  f  ' 

—4S(i-i)44-ia4(i— 1)^—60(1— 1)»  \    ^A(»-0 


f-4S(i-i)44.: 


a»^!*— ,)  4. 32 


}• 


da 


-f.[-.,6,£-.,)34^(i_,).—43(,_,)-.ao]a>  ^*^^^'   '^ 


dit* 


}^l        8Ci-l)'+!l5(£-l)  -12]  «'         2|3 

lH-2i(t— O'^-  5(i— i)  / 


d*A(i'  0 


3{i — i)  — 12  J         da 

+[-,6(i— i)3+24(i—i)>4-4o(/—i)— i5Jfl« 


da" 


'+[      8(i--i)«4-4o(i- 1)  +21]  a' 


dM(«-0 


4.[      6(i~i)  4-n]  «<  --^j^ h«« 


WSA(»-0 


da^ 
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5i 


19^ 


m^hsi 


3/.'» 


""7â8 


•7C8  ' 


Vl(4)=^ 


t4-i3Î(£-.a)«-h  3-i(i— i)  S'^' 

f      48(1— 1)44-1 88(i-a)«+a5a(i-a)0    rfA(*-0 

i4-i46(i— a)  +  3a  /''    du 

+[    i6(i— 2)3-6{^— a)»— i64(i-a)— 1 5a]  a*^~f-*^ 

Lf[—  8(i--a)«— 71(1— a)— io8]a»      ^^^ 

_i_r       /i/-       >            1    ,d*A(i-)  ,€/«A<i-) 

v+C-  ^«-^)  -  ao]  a4  -— a»  — 7 -r- 


da4 


</^s 


ni  e 


/..^3 


19a 


.4,3a{i--a)5+3a(i-a)4-5o(i-a)3  ^ 

•^  — aa(i^a)*-f-  8{i— a)  / 

48(i— a)4-f-3a(i— a)5— 91(1— a)*S     </A('— ) 


a)  +3o 


da 

rf»  A  (»-»)' 
+[    i6(i— a)î— 48(i--a)«-iia(i-i)  — ia>i>— ^j;- 

^A(*-«) 
f+i;-.  8(i-a)>-5G(*-:2)  -  45]  a»  -^^7— 

+[—  6(î— a;  — 14]  fl«  — r- a' 


da* 


da* 


i        3a(t-3)«4-a88(i-.3)4+9a6(i-3)3  ï      .,3^ 
"1 4.ï3i7(i—3)*-f  858(i~3)  +  a43  / 

i        48(i-3)44.344(t-3}»4-:4'(^3)»  U^ — 
1+ 416(1-3;  —  93  /      da     j 

+[    iG(i-3)5-f-  ia(i-3)»— 3a6(/-3)-6i8]a«^^^^'^ 

I  £/»A('-5) 

'+ [~  8:«-.3).-ioa(.-3)  ~  a46]  ai  -5^7- 

v+t-  6(^-3)  -  .9]-*-^;::^ -'-^^ 


f  _  3a(t-3)5-.i68(i-3)4~aGo(z-3;3  ^      .^^^ 

f—  48(i—3)4— 188(/— 3)3—  96(1— 3)M      dA^i- 
'i -4-a3a(i— 3)  + 1 56  J  ''"^T" 

4.[_-,6{i-3)5-h3û(/-3)«+3o5(£-3)+3ai]fl*^?^-^^ 

H-[      8(i-3)«-f^7(i-3)+i53  ]  «3  2-û-_ 

d4A('-3)  ^«AC-') 

^+[      6(.-3)  +  .3  ]  «4 -^^^  +  «' -^j;^  , 


4.. 
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j        3a(i^)«+3o4(ir-4)*+998{M)*  U(i-4) 
t+ia9a(M)'+5»a(M)  .  f 

**^^=   "JëT'W    «6(H)»-iî»(H)'-536(r.4Hoa4]a.^-' 

,4.[_  6(1-4)-  3a  ]  a4  -— a»  -^^j— 

En  n'ayant  égard  qu'aux   termes  déptifndaos  du 
carré  des  inclinaisons,  on  a'  n^  3 


R  =  -. 


niaa' 


g—  x»2B(»-0  C08 1 (»'«  — .  /If  +  •'—  «) 


-+•  ^^^  x'ïBCi-O  C08  [iX/i'i  —  «/  +  /  —  •)  +  ant  -h  ai  —  an  J. 

Le  premier  de  ces  termes  peut  s'écrire  ainsi 


X»    m' 


—  ^  .  —  aoTX  (B(i— )+  B(i-*- «);  C08  i  (n't  ^nt-h  •'—  •), 
o      a 

f  étant  susceptible  de  toutes  les  valeurs  entières  po- 
sitives et  négatives,  y  compris  zéro. 

Si  l'on  compare   cette  expression  à   la   fonction 

—  2A^'^  cos  i{n't —  n^  +  «'  —  «) ^  et  qu'en  n'ayant 

égard  qu'aux"  termes  que  nous  considérons,  on  sup- 
pose 

R  =  N(«>e3x«    coi  [î  (n't  —  nt  -<./-.#)  +  3nt  H-  3f  —  3«] 
-f-  NC'>c««'x*  coi  p  (//«  —  n«  -h  /  —  •)  -4-  3nt  -#-  3f  —  a»  —  «T 
4-  NCOcc'-x*  C08  [i(/i'f  —  ni  -+-•'  —  »)  +  3/ir  +  3f  —    «»  —  a»'] 
4-  N(»)c'»x*  cos  [£(/i'«  —  nt  4-  •'  —  0  +  3/i«  -*•  3f  —  3«f^. 

on  verra  que  pour  obtenir  les  valseurs  des  quantités 
NCo)^  N(.)^  NCO^  NC3)^  il  suffit  de  substituer  BC*->HhB<'-^>> 
à  la  place  de  A^'^  dans  les  valeurs  des  quantités  M^*>, 
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*\  M^*^  M^^^  du  n°  7 ,  après  les  avoir  multipliées 

pectivenient  par  —  g.  On  trouve  ainsi 

(  8iî  — 18*«  —  i  4. 9)  (B<*-0  -f-  B<i+0) 
h(iai.  ^  .51    -   3)(^a-^5^+a-.3_^ 

[  8(«— 1)»+  6(i— i)*— 6(i— 0  —  fl  (B*— )+  B<«>) 

>8  \+[6(.-.)  +  flQ-'-3;;ï-+«*-3^; 


0 


■     .    -^   £|9    ■  1 

£fa3  da^  J 


=>f-  „8  ^U[  6(i..,  4-n]  (.-^-^r-'-*-.-  ^^^) 


.+  («^ 


/     d3B(^3)  c/»B(i-ON 

V         ^a3       ^*       da^      r 

[  8(£— 3)3+54(t-3)*+i  i6(/— 3)4-78]  (B(*-0-f-B(»->)) 

+[ia(«— 3)*+63(j— 3)  •+•81]  (  «— T ha  \ 

3»4    )+[  6(1-3)  +18]  (^«»     ^^,       +«•  -^-dP^J 
\,         rfa»       ^  du*      J 


m'aa' 


La  partie 


m  aa 


g—  x*2BC<-0  cos  [t  (n'f  —  /i£  4-  •'  —  •)  +  îï««  -h  ai  —  an  ] 

la  fonction  R  peut  se  développer  d'après  ce. qui 
été  dit  n*  7  ;  et  si  en  n'ayant  égard  qu'aune  ter- 
»  que  nous  considérons  on  suppose 
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-h  ]\(^  cos  [ï  (f/t  — .  ne  +  f  ' 
-h  3NC7)  cos  [£  (n'«  -  nf  +  •' 
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ft)  4-'  3iie  4*  3f 
»)  r^  3/i«  H-  3« 
c)  -f-  Snt  +  3f 
•)  +  3«t  4-  3« 


3«i  4-  4/  —  an] 

m  —  an] 

•/—an] 

2(/4-  •  —  an]. 


on  trouviBra 

lS{i  +1)'—  H^  +i)»4-  66(i'4-i)  —  3a  ]  B(0 
•  rfBCO 


ia8 


fïC5)=+TO'^/l'. 


(8i3  —  54i»  +  ii5i  —  75)B(»-0 
—  (ai    Hr  i)a» r- a' 


cfa' 


£/a» 


(8jj  __  121  a  ~  4i  -f-  6)B<i-'3l 
cc'»x»j4-(4t»  —    8i    +6)a''° 


64 


da 


M(6)=4 


[8(1  — i)3+i8(i  — 0*-f-4(i  — i)  —  6]B<*-»> 

^  dB(»-*) 

+^  J+C4tf--i)'-  5(i -0  ^  ai]  fl  -^j- 

'^^          r/        >^    -,    ,  ^'B(»-«>       ,  J3B(i-») 
—  [a(<  — i)  +!o]  a*  — ; '•a^ 


m'aa' 


da*. 


da^ 


[8(,-.,)s--a4(i-i)»-4(i^i)  4-  a8]  BÇi— ) 
^e>eVl4.[4(i^i)'-a4(i-i)  4-a]a^^' 

-[:^(i^i)  4-  8]  «»  —^^ ^3  


da 


da^ 


[8(£  —  a)34-  6(«  —  a)»-  45(i  —  a)  —  5o]  BO-a) 
T.(.)=4...W.îî;i!^  +  M(^^  .)  — (i  -  .)  -58]  .  ^^ 

-  [a(i  -  a)  4-15]  «« -^— r- -  «3  «j^_^. 


ia8 


Eq  9  ^aqt  égfird  parmi  les  ternies  dëpeadans  de 
la  quaJti^me  p^Usanc?  des  inclinaisons  qu%  ceux  qnî 
pexivent  douner  pçir  leur  développement  des  termes 
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de  l'espèce  de  ceux  dont  nous  nous  occupons ,  on  a 


^m'n*ie* 


R=H -g — x42Cci-»)co8j;i(«'^  — /if-l-i'— •)+  4««-f4i  —  4n]. 

Cette  fonction  ëtant  développée,  en  s'ârrétant  aux 
premières  puissances  des  excentricités,  donnera 

R  =  ]V(«)  cos  [i{n't  —  nt  -h  5'  —  •)  +  3/i«  +  3i  +  •  —  4n] 
+  ]\(9)  cos  {i{nft  -^  nt  -h  V  —  •)  4-  3/î/  -*-  3i  4-  •'—  4n], 

en  supposant 

En  réunissant  les  parties  dé  la  valeur  de  R  que  nous 
venons  de  déterminera  celles  qui  dépendent  simple- 
ment des  excentricités,  on  aura  tous  les  termes.de 
cette  fonction  du  cinquième  ordre  par  rapport  aux 
excentricités,  et  qui  ont  la  même  forme  que  les 
termes  dépendans  des  troisièmes  puissances  de  ces 
deux  élémens.  Nous  avons  développé  ces  termes 
dans  toute  leur  étendue ,  à  cause  de  leur  utilité 
dans  la  théorie  de  Jupiter  et  Saturne. 

Dans  toutes  les  formules  précédentes  la  lettre  i  doit 
s'étendre  à  toutes  les  valeurs  entières  positives  et  né- 
gatives, y  compris  zéro;  en  rassemblant  ensuite  les 
différentes  parties  que  nous  venons  de  calculer,  on 
aura  Texpression  du  développement  de  la  fonction  R 
porté  jusqu'aux  termes  du  sixième  ordre,  par  rap- 
port, aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  des  orbites 
des  deux  planètes  m  et  m'  dont  on  a  considéré  l'ac- 
tion réciproque. 
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1 7»  Nous  nous  sommes  étendu  sur  le  dévek>ppement 
de  la  fonction  R  en  série,  parce  qu'une  fois  que  ce  dé- 
veloppement est  effectué,  la  détermination  des  inéga- 
lités planétaires  ne  présente  plus  guère  d  ai^tres  diffi-* 
cultes  que  celles  qui  résultent  de  la  longueur  des 
calculs.  En  effet,  par  la  seule  différentiation  des  diffé- 
rens  termes  de  ce  développement  on  obtieqdra  le 
terme  correspondant  de  chacun  des  élémens  de  For- 
Lite  de  m  ;  et  en  substituant  ensuite  ces  élémens  dans 
les  formules  du  mouvement  elliptique  on  obtiendra 
des  formules  qui  s'appliqueront  au  mouvement  trou- 
blé. On  aura  donc  ainsi  un  procédé  simple  et  direct 
pour  déterminer  dans  chaque  cas  toutes  les  inégalités 
sensibles  d'une  planète ,  -de  quelque  ordre  qu'elles 
puissent  être,  relativement  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons. 

Soit  par  exemple 

l'un  quelconque  des  termes  du  développement  de  R  « 
le  terme  correspondant  de  la  variation  du  grand 
axe  sera 

I  («'  —  #/)  -t-  //i 

le  terme  correspondant  du  mouvement  moyen  sera 
le  terme  correspondant ' de  l'époque, 

^^Vy  — /i)-f-//î    L  e         \dej  tfaX 

«Il  [(  {n't  —  j^f  4-  «'—  «)  -h  Int  +  /•  — >  — y  V  -  a/"n]  ; 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  57 

le  terme  correspondant  de  rexcentricité  sera 

m' an  l/i"!!^  [j^jj^t)  (,-|/rr^)]  ^ 
cos  [«  (ii'£  —  «f  -h  f'  —  •)  4-  /«*  +  U  —fm  — /V—  a/*n]  , 

et  le'  terme  correspondant  de  la  longiinde  du  pé- 
rihélie , 


c[t(/i' — /i)-f-/'»J  de         ^  ^  '  J        J  /      J 

Enfin  y  en  Yertu  des  formules  données  n^  4  y  ^^  terme 
correspondant  de  p  sera 

et  le  terme  con*espondant  de  9 , 

im'ank  V  ru   *    i-    •  ê    ,    j:\    '       '     H 

8in>V/i-c«  [J(«'-li)4-//i]L  ^  -^'1 

cos  [/  («'t  —  /i£  +  f'  —  «)  +  //if  4-  /i  — /•  — /V  —  a/^'n  ]. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  du 
rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude,  rela- 
tives au  mouvement  elliptique  de  m,  on  aura  les 
inégalités  correspondantes  introduites  dans  ces  ex- 
pressions par  l'action  de  la  planète  perturbatrice  w! . 

La  partie  séculaire  des  variations  des  élémens  du 
mouvement  elliptique  dépend  de  1î^  partie  constante 
de  la  fonction  R  que  nous  avons  désignée  par  F 
dans  le  n®  4^  du  livre  II,  et  dont  nous  avons 
donné  Texpression  développée  jusqu'aux  termes  de 
Tordre  du  carré  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons. Il  est  facile,  d'après  ce  qui  précède,  d'avoir 
Texpression  de  cette  quantité  exacte  jusqu'aux  termes 
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du  quatrième  ordre  par  rapport  aux  mêmes  ëlémens. 
En  effet,  il  suffira  de  faire  /  =  o  dans  l'expression 
du  développement  de  R  ,  et  <le  n'avoir  égard  qu'aux 
termes  non  pérîodique3  qui  résulteront  de  cette  sup- 
position.. Ces  termes  ^seront  évidemment  ceux»  qui 
proviennent,  i°,  de  la  partie  indépendante  des  ex- 
centricités et  des  inclinaisons,  2*.  de  la  partie  dé- 
pendante de  la  deuxième  et  de  la  quatrième  puis- 
sance de  ces  mêmes  quantités,  qui  a  mêmes  argu- 
mens  que  les  termes  indépendans  de^  excentricités  et 
des  inclinaisons.  On  aura  amsi 


— A<o)+ 


F  ;== 

/(e>-f-e'«)/'    rfA(o)     I       J»AC)\      eV   ,rf3A(o)     î    ,d4A(»)N 

-*•  17-  (^^  -dT;^'^'  -1^  ^  ^^'  -T/â3T  ■*-  4  ''  -d^J 

%       \       du         a  Jû«  cZa*  4  cta*     / 

-(  ACO  — /i  — n*—^ ) 

2  V  da         "X  da*    J 

32  V         da*  da^  da^    J 


8       V      c/fl     ^4        £/a*    ^ 


du 

1 
4- 


4"*    */a<   J 
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^    ,d4A<«)\ 


<fa' 


m'aa' 


04  V  da  dçL*    y 

m'aa'    .  /  .     «x  /*      </BC')\ 


La  quantité  mF  doit  être  la  même  pour  la  planète  m 
et  la  planète  m',  puisque ,  d'après  ce  que  nous  avons 
vu  n**  60,  la  dernièite  portion  de  la  fonction 

1 

ne  produit  aucun  terme  constant  dans  la  fpnction  R. 
11  est  facile  de  s'assurer,  en  effet,  que  la  fonction //zl^  sa- 
tisfait à  cette  cpndition ,  et  qu'elle  demeurera  U  même 
lorsqu'on  y  changera  tout  ce  qui  se  rapporte  à  m  en 
ce  qui  se  rapporte  à  w',  et  réciproquement. 

La  vateur  précédente  de  F  est  celle  qu'il  faudra 
substituer  dans  les  formules  du  n®  4^  du  livré  II, 
pour  avoir  les  expressions  des  variations  séculaires 
des  élémens  de  Forbite  elliptique ,  étendues  jus- 
qu'aux quatrièmes  puissances  des  excentrîcités  et  des 
inclinaison;. 
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CHAPITRE  II. 


iA*. 


Formules  générales  pour  le  calcul  numérique  des 
différens  termes  du  dës^loppem^nt  en  série  de  la 
fonction  perturbatrice. 

i8.  Nous  nous  proposons  d'ajouter  ici  quelques  nou- 
veaux développcmens  à  ce  que  nous  avons  dît  dans 
les  n^  49  ®*  suîvans  du  livre  II ,  sur  la  n^anière  de 
déterminer  les  diverses  quantités  qui  entrent  dans 
Fexpression  des  coefficiens  de  la  fonction  R  réduite 
en  série.  Ces  considérations  seront  utiles  à  ceux  qui 
voudront  s'occuper  du  calcul  numérique  de  ces  coef- 
fîciens. 

Reprenons  la  fonction  (a'*  —  2^cosÇ>4-<ï*)"''du 
numéro  cité,  où  a  et  a'  sont  deux  constantes,  et  s 
un  nombre  fractionnaire  positif  ou  négatif.  Nous 
ne  traiterons  pas  ici  le  cas  où  s  serait  un  nombre 
eqtier  quelconque,  parce  qu'il  n*a  pas  trouvé  jus- 
qu'à présent  d'application  dans  la  théorie  du  sys- 
tème  du   monde.   Supposons   a'  >  a ,    et  faisons 

—  =  a ,  en  sorte  qu'on  ait  a  <  i  ;  et  pour  plus  de 

simplicité  considérons  la  fonction  fi — sacos^+a»)^', 
qu'il  s'agit  de  réduire  en  série  ordonnée  suivant  les 
cosinus  de  l'angle  (f  et  de  ses  multiples.  Le  moyen  le 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  6i 

plus  simple  de  résoudre  les  questions  de  ce  genre  est 
celui  des  coefficlens  ihoetermînés.  Cette  méthode 
consiste  à  représenter  la  fonction  qu'on  veut  déve- 
lopper ,  quelle  qu  elle  soît ,  par  une  série  indéfi- 
nie dont  les  coefficiens  sont  indéterminés;  en  subs- 
tituant ensuite  cette  série  dans  une  équation  dif- 
férentielle, ou  en  quantités  finies,  tirée  des  propriétés 
de  la  fonction  donnée,  et  en  comparant  dans  cha- 
que membre  de  Téquation  résultante  les  coefEciens 
des  mêmes  cosinus,  on  forme  un  nombre  d'équa- 
tions de  condition  suflfisant  pour  déterminer  un  pa- 
reil nombre  de  coefficiens  inconnus. 

Ce  moyen  très  simple  fait  connaître  les  relations 
qui  lient  entre  eux  les  divers  coefficiens  de  la  série, 
c'est  celui  dont  nous  avons  usé  dans  le  n^  49  ^^' 
livre  II;  mais  il  en  est  un  autre  dont  les  géo- 
mètres font  un  fréquent  usage  pour  la  réduction  en 
série  de  toute  espèce  de  fonctions ,  et  qu'il  est  d'autant 
plus  utile  d'indiquer  ici ,  que  ce  procédé  peut  s'étendre 
à  des  questions  plus  importantes,  et  devenir  d'une  ap- 
plication très  avantageuse  à  la  théorie  des  perturba- 
tions planétaires. 

Faisons  pour  abréger  S  =  (i  — 2  et  cos  (p+a*)  et 
suivant  la  notation  usitée ,  soit  : 

S-'  =  -  ij'^-f-  ^J'^cos  <t»  -h  ù^'^  cos  o^ ■+•  b]^  cos  i>  +  etc. 

Il  s'agit  de  déterminer  les  différens  coefEciens  ô/*^, 
by^,  by^f  etc.  Or  chacim  de  ces  coefficiens  peut  s'ex- 
primer d^une  manière  très  simple  par  le  moyen  d'une 
intégrale  définie ,  et  on  aura  généralement  : 
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w  J  o  ^ 


L'intégrale  étant  prise  depuis  (p=ô  jusqu'à  ç>  =  stt, 
en  désrgnant  par  tt  la  denii- circonférence  dont  le 
ràjon  est  Pnnité. 

En  efifet,  /  et  i'  étant  des  nombres  entiers  quel- 
conques ,  il  est  aisé  de  voir  que  Tintégraiey^ip  cos  i(p 
cos  {(p,  prise  entre  ces  limites ,  se  réduit  à  zéro 
pour  totites  les  valeurs  de  i  dififérentes  de  i,  puis- 
qu'on à 

et  que  /      d^  cos  nÇr=Oy  n  étant  uu  nombre  entier 

quelconque  différent  de  zéro.  Si  Ton  multiplie  donc 
par  cos  i^  dp  la  fonction  S"'  ou  chacun  des  termes  de 
la  série  qui  la  représente,  et  qu'on  intègre  l'équation 
résultante  depuis  ^  =  o  jusqu'à  p  =^  27r ,  on  aura 


Tous  les  autres  termes  du  second  membre  seront 
nuls^  et  son  intégration  étant  effectuée,  on  trouvera 
pour  déterminer  ô/'^  la  formule  (a). 

Cela  posé  d'après  la  valeur  de  S  ,  il  est  aisé  de  voir 
que  l'on  a 


id^  cos  ip sin  i^        las  sin  ^  siii  i^  d^ 


(A) 


équation  d'où  l'on  tire  : 

idd  cos  i0( '-+-«**)        ,  sin  19     ,  «iiW*.  coî»^  co8i0    .   3(5 -^Ootr/c»  sinosinzô 

— — s; — --^'f--^."^    ^';.  ■ — + s7-- — . 
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ou  bien 

g;  -€/.  g^,  -h  jr;  +  g;  . 

Si  Ton  intègre  main  tenant  cette  équation  depuis 

^=o  jusqu  a  ç>=27r  et  quon  remarque  que  ■^.,  est 

nul  entre  ces  limites ,  on  aura  en  vertu  de  l'équa-» 
tion  (a) 

Formule  analogue  à  la  formule  (a)  que  nous  avons 
obtenue  d'une  autre  manière  dans  le  n*  49  ^^^ 
livre  I,  et  qui  exprime  la  relation  qui  existe  entre 
les  trois  coefficiens  consécutifs  de  la  série  S'"'^ 

On  peut,  au  moyen  de  cette  formule  ,  calculer  un 
coefficient  quelconque  ft/';*"'^  du  développement  de 
la  fonction  S""'  au  moyen  des  deux  coefficiens  qui 
le  précèdent  b,^^  et  ô/*~*^  en  sorte  que  le  calcul  de 
tous  les  termes  est  ainsi  réduit  à  celui  des  deux  pre- 
miers coefficiens  ft/**^  et  A/'\  Cependant,  lorsque  a  est 
une  quantité  peu  considérable,  la  formule  précédente 
peut  devenir  défectueuse  ,  parce  qu'alors  les  coelïi- 
ciens  &,^*^,  è/^\  etc.,  étant  les  différences  de  deux 
nombres  qui  diffèrent  très  peu  entre  eux ,  ne  peuvent 
plus  se  calculer  avec  une  exactitude  suffisante  par  les 
tables  de  logarithmes  ordinaires  ;  Terreur  se  mul- 
tiplie dans  le  calcul  des  termes  snivans ,  de  manière 
que  les  résultats  deviennent  de  plus  en  plus  inexacts, 
et  qu'on  Unit  même  par  arriver  a  des  différences  né- 
gatives, tandis  qu'au  contraire*  tous  les  coefficiens 
by^,  J/'"*"'^,  etc.,  sont  nécessairement  positifs.  Ce  cas 
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se  rencontre  dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Mer- 
cure^ d^n^  celle  de  la  Terre  troublée  par  Vénps, 
et  en  général  toutes  les  fois  que  a  étant  une  petite 
quantité ,  on  est  obligé  par  quelque  circonstance 
particulière  de  calculer  les  coefficiens  bP  d'un  ordre 
un  peu  élevé.  Il  faut  alors ,  poul'  déterminer  cha- 
cun des  coefllciens  bP^  recourir  au  mojren  des  séries 
qui  ont  servi  à  déterminer  les  deux  premiers  coelQS- 
ciens  bP  et  bp.  Ainsi,  d'après  le  n'  5o  du  livre  II, 


on  aura  ici 


m 

Si  Ton  développe  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion ,  et  qu'après  avoir  substitué  2  cos  £9  à  la  place 

de  c'***  -f-  c*''**^'"'  dans  le  second  membre,  on  com- 
pare les  coefEcietis  des  mêmes  cosinus,  on  trouvera 
généralement 

Cette  série  devient  très  convergente  à  cause  de  la 
petitesse  de  ^e,  et  l'on  pourra  se  borner  à  en  calculer 
quelques  termes  ;  elle  fait  voir  que  ol  étant  nécessai- 
rement positif,  les  coffîciens  hp  seront  aussi  tous 
positifs.  On  pourra  sans  inconvénient  se  bornera  cal-- 
caler  directement  par  ces  séries  les  ôoefficiens  alter- 
natifs bp^  bPy^  ^/^^,  etc. ,  et  calculer  les  coefficiens 
intermédiaires  par  le  moyen  de  la  formule  (i)  qui 
devient  alors  d'un  usage  également  sur,  soit  que  d 
diffère  peu  de  l'unité^  soit  que  ce  soit  une  très  petite 
quantité. 
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19.  Consîdërons  maintenant  les  formules  qui  servent 

à  déduire  les  coefiiciens  du  développement  de  S"  en 

série  de  ceux  de  la  série  S""'""*,  et  réciproquement. 

On  a,  par  ce  qui  précède , 

Supposons  de  même 

Par  la  formule  (a)  on  aura 

5-f-I  ÎTJ    O  O'^  ^    ' 

Or,  1  équation  (a)  donne,  en  l'intégrant  depuis  ^sco 
jusqu'à  ^=  2^  et  en  observant  que  —07^  s'évanouit 
enti*e  ces  limites , 

OU  aura  donc  en  vertu  des  formules  (a)  el;  (c) 

En  faisant  successivement  1  =  ] ,  1=3,  e;tc.>  cette 
formule  donnera    très    simplement    les   coefficiens 

h,  y  b]  9  etc.,  lorsque  les  coefficiens  b^^ip  ^/^.ifetc.^ 

seront  connus.  Quant  à  la  valeur  de  è/*^  on  obser- 
vera que  Ton  a  S*"'  =  (i  —  2a  côs  (p  +  a*)  S""*"^*,  en 
remplaçant  S""'  et  S""'""'  par  leurs  valeurs  en  séries,  et 
comparant  dans  le&  deux  membres  les  termes  indé- 
Tome  HI.  5 


f 
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pendans  de  <p  on  trouve  : 

Réciproquement  on  peut  déterminer  les  cœfficiens 
du  développement  de  S""'*"'  au  moyen  de  ceux  du 
développement  de  S~"  supposés  connus ,  de  la  ma- 
nière suivante.  La  formule  (a)  dotme 

D  ailleurs  y   en  changeant  s  en  ^-|- 1   dans  la  for- 
mule (r)^  on  a 

■■ 

Si  dans  les  équittions  (4)  on  substitue  pour  i/^^ 

et  ^/^.'  leurs  valeurs  tirées  des  équations  précédentes, 
on  trouve 

dVlùrpàtire 


fcî?.  =. 


.<«)       ^L/i       .   .   .mV*0 


0  =       f  '  ■  r  ■  ■    I ,_ 


» 


(5) 
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et  par  swl^ 

Ces  formules  déterminent  les  divers  coeffidens 
de  S'"'  au  moyen  de  ceux  de  S""'""*  ;  quoique  très  sim- 
ples ,  elles  sont  plus  compliquées  que  les  formules 
inverses  (4)-  H  y  aurait  donc,  sous  ce  rapport,  de 
l'avantage    à   commencer    par   calculer  les  coeffi- 

ciens  ^^^,  >  ^s^i  9  c*c*>  ^^  ^  ^"  déduire  ensuite  les 

coefficiens  b^  ,  b^  y  etc.  Mais  dans   la   théorie  des 

planètes  on  est  obligé  de  pousser  beaucoup  plus  loin 
le  développement  de  la  fonction  S'"'  que  celui  de  la 
fonction  S""'""'  ;  il  faut  donc  renoncer  à  faire  usage 
des   formules  (4)^  ^^  ^^  ^'^^^  comme  un  moyen 

très  simple  de  vérifier  les  valeurs  dfe  b^  ,  b*^       etc., 

^iVi  '  ^H-i  '  ®*^'  *  ^^''ciJées  par  d'autres  formules. 

Il  est  aisé  d'étendre  les  résultats  précédens  au  déve- 
loppement d'une  puissance  quelconque  S""'""'  de  S. 
£n  vertu  des  formules  (5)  les  coefficiens  de  la  série 
que  cette  quantité  représente  se  détermineront  au 
moyen  des  coefficiens  du  développement  de  la  puis- 
sance S""'—'"*"'  qui  la  précède  immédiatement ,  en 
sorte  que  le  développement  S— ^  fera  connaître  celui 
des  puissances  S"*^',  S""""*,  S""'""^,  etc. 

20 •  Déterminons  maintenant  les  difierences  succès- 

sivesde  b^  ,  6,^,,  etc.,  par  rapport  à  a.  En  différen- 

5.. 
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tiant  relativement  à  cette  quantité  la  formule 

on  trouvera 

-^  -TV   SH-.   ^^*^^   •^-?LJ"s^ — 

///^  cot  (i  ^-i)  ^  P  d^  cob  i^"1 

Et  par  conséquent^  en  vertu  de  la  formule  (c), 

formule  qu'on  peut  déduire  aussi  de  la  formule,  (D) 
du  n°  52  ,  livre  II. 

On  aura  très  simplement  par  cette  formule  la  va- 


J6« 


>•-') 


leur  de  -^/^  $  «n   moyen    des  valeurs   de   b     ^\ 

b]^l^^  et  b^^^  f  qui  se  rapportent  à  la  fonction  S""'""  ; 

mais  on  peut  l'obtenir  sans  être  obligé  de  calculer  ces 
dernières  quantités.  En  effet ,  en  substituant  pour 

^s"^]  t    bs^i  f   ^,V'i  '  "^^rs  valeurs  données  par  les 

formules  (5) ,  on  trouve  après  les  réductions  néces** 
saires 

•3^  = ■ r-rr^ ' ^-    («^ 

Cette  formule  déterminera  -^4^  au  moyen  des  trois 
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qaanutes  b^       ,  o^  et  b^       supposées  connues ,  en 

substituant  pour  b^  sa  valeur  donnée  par  lequa- 
tion  (ï)  en  fonction  de  b^'^  et  b^'^^\  on  aurait  une 

formule  analogue  à  la  formule  (  D  )  du  n**  Sa  du 
livre  n,  qui  ne  contiendrait  que  les  deux  quantités 

^s  ^^  ^t  ;  ^^^^  la  précédente  étant  plus  simple  , 
elle  sera  d'une  application  plus  facile  pour  les  calculs 
numériques.  En  la  difierentiant  par  rapport  à  a  ^  on 

aurait  les  difierences  successives -^^  ,   -^^3  ,  etc.; 

mais  il  y  a  sur  l'usage  de  ces  formules  une  observa- 
tion importante  à  faire.  Elles  font  dépendre  la  déter- 

mination  de  -^  de  la  quantité  b^  ,  celle  de  — ^ — 
de  b       ,  et  ainsi  de  suite.  Or,  comme  la  différence 

«'*"'  de  b^  contient  la  quantité  —5^ —  9  il  en  résulte 
que  cette  différence   dépendra  de  la  quantité  0^'"*""^ 

Par  conséquent,  pour  avoir -^j4">  on  sera  obligé  de 
prolonger  jusqu'à  6Ci+«)  \q  calcul  des  quantités  b^  , 
b  ,  etc.  Pour  éviter  cette  opération,  qui  devient 
inutile  lorsqu'on  n'a  besoin  que  des  quantités  b^  , 

^    ,  ....  6,'  ,  et  de  leurs  n  premières  différences, 
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0D  substituera  dans  l'équatioh  (8)  pour  b^       sa  va- 
leur,  on  aura  ainsi 


db^'^ 


équation  qui  résulte  d'ailleurs  de  la  formule  (D) 
n**  52,  livre  II,  en  y  changeant  î  en  —  /. 

Si  pour  plus  de  simplicité  on  met  cette  équation 
mm  celte  fôvthe , 

)et  <^u'on  h  différèntie  ensuite  ,  elle  fera  cotinaitre 
les  valeurs    des   différences  successives  de   ^1  ,  au 

moyen  de  celles  des  quantités  b  et  b^  supposées 
connues;  et  comme  la  détermination  de  ces  valeurs 

ne  dépend  que  de  celles  de  b^^  et  b^  ,  il  ne  nous  res- 
tera en  définitive  que  ces  deux  quantités  à  déter- 
miner. Mais  la  formule  précédente  se  complique  à 

mesure  que  Ton  considère  les  différences  de  b^  d'un 

ordre  plus  élevé ,  il  est  donc  utile  de  chercher  des 
formules  qui  puissent  s'adapter  plus  facilement  aux 
calculs  numériques. 

JL-éqtbtian  (2)dofEme  en  la  différentiant 

d'où,  en  substituant  pour -^— sa  valeur  (9),  on  tire 
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éUt  dm.  àL 

Comme  l'exposant  s  n^entre  pas  dans  cette  équa- 
tion ,  on  aura  de  même 

-^ 5sr= =^ •  ('") 

L'usage  de  cette  formule  n'est  sujet  à  aucun  incon- 
vénient^ et  en  la  différentiant  on  trouvera  succes- 
sivement 

d^b^'-'^  d^b^^'^  ,r      db^'-'^         db^**'^       ,r\    db^'^  ' 

d,i<'->  d.i<^'>  ,r     d'*"-»       **<'*■>    j*«-i    d'b^ 


ê  ê 


dti*  dti' 


dib^^'^    d*li 


ir==l('-«-5b-  -H^)-^-»  AT>'-3ir»/ 


etc. 


"■^'^    ,r         d^A^'*-''  ^♦A^*-^"       rfs^w-i       ^4^m; 


La  loi  de  ces  formules  est  évidente  ^  et  l'on  peut 
les  prolonger  aussi  loin  qu'on  le  voudra  ;  elles  donne- 
ront très  simplement  les  valeurs  des  différences  suc- 
cessives d'un  coefficient  quelconque  b^  ,  lorsque  les 

différences  des  deux   premiers  coefficiens  b^  et  b\ 

seront  connues. 

Or^  en  faisant  successivement /=o  et  i=ii  dans 
l'équation  (9),  on  trouve 
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"5«~  I  —  «•        "' 

d'où  Ton  tire 

En  différentiant  cette  expression  ^  on  trouve 

a                         s  s 

«  — T =  a  J 


(m) 


îi'-.'^'_(:^_u<->)..i.<... 

du*  doL*  \  d*         ««/«•« 

En  com})inant  ensemble  ces  cjuatre  équations ,  oc^ 
formera  les  deux  suivantes  : 

«(«•  «(1— «*•)  d<i  '■^^  '       ^    J     # 

Ces  formules  serviront  à  déterminer  directement 

la  différence  du  second  ordre  ^-^-par  le  moyen  de  la 
quantité  b^  et  de  sa  différence  première ,  et  l'on  aura 

de  même  le  coefficient  -^4"  f  quand  les  deux  quan-n 
tités  -j—  et  b^^   seront  connues^ 
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Ea  différentiant  de  nouveau  ces  équa  lions  ^  on  for- 
mera les  différences  successives  de  b^  et  de  b^  ; 
on  obtient  de  cette  manière 


<i4^ 


•M         ..  -      .tlM        ..  _  .     J.l(«»>        -  _  JL<0) 


^^   -  -  — — ,  — ,  _-+ : •     .  _  "  I"       -r —  •  — r^» 


etc.  i 
etc. 

Ces  séries  peuvent  être  prolongées  aussi  loin  que 
Ton  voudra  9  et  elles  donneront  toujours  les  diffé- 
rences de  b^    et  de  b^   d'un  ordre  quelconque ,  au 

moyen  des  trois  différences  qui  les  précèdent  im- 
médiatement. 

On  pourrait  d  ailleurs  se  borner  à  calculer  ces  der- 
nières formules^  et  déduire  ensuite  les  valeurs  des 

différences  successives  de  b^  de  celles  de  b^,  par  le 
moyen  des  formules  suivantes  ; 


(i4) 


\ 
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.0) 

etc. , 


équations  dont  la  loi  est  évidente. 

On  peut  encore  par  la  combinaison  des  formules 
précédentes  en  trouver  une  infinité  d'autres  propres 
à  calculer  les  quantités  i/*^,  b^^^  etc. ,  et  leurs  diffé- 
rences successives  ;  c'est  au  calculateur  à  choisir  dans 
chaque  cas  celles  dont  l'usage  lui  paraîtra  le  plus 
avantageux. 

Enfin  y  si  l'on  était  obligé  de  calculer  à  la  fois  et 
avec  uti  niéme  degré  de  précision  les  coefficieos  des 
doux  séries  S"'  et  S""'""',  ou  pourrait  déterminer 
d'une  manière  très  simple  les  différences  successives 

des  quantités  b^ ,  A^  ,  etc. ,  que   l'on  aurait  soin , 

dans  ce  cas ,  de  calculer  les  premières.  En  effet ,  la 
formule  (9)  donne ,  en  différentiant^ 

Mais  si  dans  la  formule  (8)  on  change  ^  en  ^  -4-  i , 


i 
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et  qu'ensmte  à  la  place  de  i  ott  substitué  successive- 

ment  £+  i  et  — i,  en  observant  que  b^'^    s»  b^!^^  $ 
on  aura  les  deux  suivantes  : 


d^<^'> 


db^^ 


f±2    =  ^(^~'""0  ^O    _|.  a(i— j4-i)  ^{i+O 


Si  Ton  retranche  la  seconde  de  la  première,  après 
lavoir  multipliée  par  a,  on  trouvera >  toute  réduc- 
tion faite  y  cette  formule  très  simple 

on  aurait  semblablement 

Cette  formule  dérive  d'ailleurs  de  la  précédente ,  en 
y  changeant  i  en  — L  La  différence  de  ces  deux  équa- 
tions donne  la  formule  (lo);  en  les  ajoutant  on 
trouve 

da,  du,  dx         ^^  ^  ^  *+»  ^     A      *+•  «t      '+» 

La  formule  (i5)  devient  ainsi 

^^=«(„H.0C.  +;[c-0C'-('+0C*]-    (.0) 
En  suivant  le  même  procédé ,  oii  déterrtiinerâ  par 
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des  formules  très  simples  les  différences  successives  ^ 

de  b\  ,  au  moyen  des  quantités  bl^\ ,  l^^j^^ ,  o^^^  . 

supposées  connues. 

Dans  le  cas  où  l'on  suppose  ^  =  ^  ^  les  équations  (9) 
et  (16)  deviennent 


Les  formules  précédentes ,  ainsi  que  les  formu- 
les (11)  y  sont  sujettes  à  quelques  inconvéniens  lors- 
que a  est  une  très  petite  quantité;  mais  alors  on 
tombe  dans  le  cas  d'exception  du  n*  18,  et  au  lieu 
d'employer  ces  formules,  il  vaudra  mieux  calculer 

directement  les  différences  successives  de  h^J  par  le 

moyen  des  séries.  En  effet,  si  pour  plus  de  simpli- 
cité on  fait 

wt  ^  a 7—: »         /I  =  m .  —sr-, — 

i.a.o...<  1*1-4- 1 

5 -f- 1 .5 -4-1 -f- T  i -4- a-ïH-i-f-a 

etc. , 

la  formule  {ni)  donnera 
et  en  différentiant  on  aura 
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--Î-  =±  Hiw*-»  4-  (»  +  a)  «**+»  +  {*  +  flp***-»  +  (»  4-  6)  i7«'+»  -|.  etc. , 
tut 

---î-«  i  (i  -1)  m«'— +  (i  +0  («•  +  a)  iw'  +  (i  +  3)  (i  +  4)P«'+* 

^=:  ï  (i-i)  (£-3>i,i|/'-H-i(«+i)  {»+*)««'--Ki+ï)  (i+5)  (i-M) ;>«'-» 

+  («  +  4)  (i -f- 5)  (i  4-6)  </*'+•  +  «te., 
etc. 

On  pourra  donc  déterminer  les  difiTérences  succes- 
sives de  bf^^  par  ces  séries ,  qui  seront  très  conver- 
gentes si  et  est  une  petite  quantité ,  et  dont  le  calcul 
sera  facile  à  cause  de  la  répétition  des  mêmes  coeffi- 
ciens  m^  n,  p^  etc.  \ 

2 1  •  Pans  les  appl  ications  des  formules  précédentes  a 
la  théorie  des  perturbations  planétaires  on  suppose 
ordinairement  ^  =  7;  nous  allons  rassembler^  pour 
la  facilité  des  calculs  numériques ,  les  formules  rela- 
tives à  ce  cas. 

Les  deux  quantités  bt^  ,  b,    étant  connues,  on  aura 
b!  f  b,  ,  etc.,  par  la  formule 

1.        '  —  •  •  » 

î  {ai4-i)* 

applicable  toutes  les  fois  que  et  ne  sera  pas  pne  très 
!     petite  quantité;  dans  ce  cas  la  série  (772),  en  y  fai-» 
sant  ^  =  -y,  donnera 

,v»;         i.3..'>...ar--i  /         I    ai.-f-î     , ., ,   I    3   .ai -ht    «i-hS     . 
«'I  —-•._*  ^      ^.      V        î»    at-ha  a.  4  -ai+a,  a*-h4 


.(»)         i.3.5...aî'— I 
I  2  a.4*6***^' 


,   I  3  5    ai4-î    ai-l-3    ai-h5    ^-.    .    N 
a  4  6    at-f-a    at-J-4    a«-H>  y 


a  4  6    ai-f-a    at-J-4    ^«-H> 
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Connaissant  6j^  >  ^i  >  ^i  »  ^^^'f   on  déterminera 
^1  f  ^1  9  ^s   9  ^^^*  f  P^i*  1^  formule 

ou  bien  par  les  deux  formules  suivantes ,  plus  coin- 
modes  pour  les  calculs  numériques , 

Les  différences  successives  dç)  i|  »  ^i  ^  etc.  «  s'o)>?  ^ 
tiendront  parles  formules  (lo)  et  (  1 1)^  dès  qu'où  eoiiiiat* 
tniles€tifftnmieesBnc€efôiTesde6j^  ,  bt^  ,  et  l*on  aura 
celtesr-ci  par  les  formules  suivantes  : 

aa  I  —  «•     ' 

/f»fci        (3**  -i)  —jî-  +  *fc.  ' 
«_  __  g* » 

(o)  ^'^l  ^*JL  (.. 

«/«*  *  (!—*»)  ' 

(o)  (p)  («) 

(•)  (*)  (o) 

(O)  à*bi  d^ht  d*b± 

«IC..} 
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d*b 


d«fl 

dih 


dAi 
etc. 


7"  --;'V"3T  ~^~3è~J' 


4 

J 


En  différentiant  les  équations  (17),  on  aura  pour 
détçnnifier  l^  différeaces  svccessiy^  de  b^  f  b^  j  fatc.  ^ 

au  moyen  de  celles  de  h,^  h,_  ^  etc.  ^  supposées  con- 
nues f  les  formules  suivantes  : 

i    .  •       =r  ^  I    ï '^ I 

42flt>       Al»      (i— «)•  V  «?«•        i'*»  y 


5     ,  % ^'"^^  I    _ï 1_^    I 


etc. 
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ï  ï 


iU 


.    ,        f  dbi'        dbi        \  ^    ...       ^.    ^ 


<0  <«+«)  /       (O  («*-0\ 


,       /    db±         dbi        \  „.         .,^. 


/ 


€f»53         d'il 


.^       (  dHi        dibi       \ 

■"(i— «)•'  \  rf«»  '^  d^  y 

dpL*  dti*     J       (i  — «)»  \  d^"^     dm  ~ J* 


«le. 


On  peut  aussi  calculer  <lirecteinent  les  difiiïrentes 
successives  de  b^   ,  b%  y  etc. ,  au  moyen  des  formu- 

Ies(i:2)y  (i3)  et  (i4)>  dans  lesquelles  on  ferai  s  —  ' 


Enfin,  si  Ton  suppose  <f  ==  |  dans  les  formules  (5) 
et  (6) ,  on  aura 


,f  =  . :l 1 


> 


ou  bien 


4^^-*^  >= ^«.^^^ — ^, 

On  déterminera   au  moyen  de  ces  formules  les 
quantités  &§    ,   b^   ,  etc. ,  lorsque  les  quantités  b^  f 
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b^  ,  etc.,   ^roat  connues;  et  eu  difïerentiant  ces 

mêmes  équations ,  on  aura  }es  dîfféf enices  successives 
des  premières  quantités  en  fonction  des  difierences 
correspondantes  des  secondes.  On  pourra  aussi  cal- 
culer ces  diflFérences  au  moyen,  des  formules  (ii), 
dans  lesquelles  on  Tera  \y  =  |. 

Ces  formules .  sont  celles  dont  l'emploi  m  a  paru 
le  plus  simple  dans  les  applications  numériques;  elles 
ramèneront ,  comme  on  voit,  lès  déterminations  des 

quantités ^1    ù^  ,  etc.  Oj^  ,  ^.,  ,  ^^  ^  etc.,  6.5   ,  65    , 


a       '  « 


bô  9  etc. ,  et  de  Içurs  diflFérences  successives  a  celles 

des  quantités  b^   etbj^  .,  il  ne  reste^  donc  plus  que 

ces  deux  quantités  à  déterminer.  Nous  avons  montré 
dans  le  n'  5.o,  livre  II,  comment  on  pouvait  y  parve- 
nir par  le  moyfen  des  séries;  ce  moyen  est  celiiî  qui 
se  présente  d'abord  :  cependant  il  est  plus  exppditif  et 
plus  commode,  dans  les  appHcations,  d^emplpyerpour 
cet  objet  le  calcul  des  fonctions  elliptiques.  Mais  avant 
de  montrer  l'application  qu'on  en  doit  faire  à  la  déter- 
mination dés'deux  quantités  dont  il  s'agit,  nous  don- 
neroi^  ici  quelques  notions  générales  sur  ce  genre  de 
fonctions ,  dont  lusage  eçt  devenu  presque  élémen- 
taire par  les  rapides  progrès  qu'a  faits  dans  ces  derniers 
temps  l'analyse  dans  cette  branche  du  calcul  intégral. 

22.  On  appelle  fonctions  elliptiques  toute  espèce 
de  fonctions  différentielles  dont  îes  intégrales  peu^ 
vent  s'exprimer  par  des  arcs  d'ellipse  ou  d'hyperbole. 

Ces  transcendantes  sont  généralement  comprises 

Tome  III.  6 
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/Vdx 
TTg* ,  OÙ  P  est  ùniB  fonction  ra- 

'tîôfitielle  de  x  ^  et  R  un  polynôme  en  j?  du  qua* 
trîeme  degré. 

Toute  fonction  de  celle  espèce  peut  se  ramener 
par  des   transformations   très    simples   à  la   forme 

I  i/       *  •  *^ ,  où  Q  est  une  fonction  de  degré  pair 

de  sin  ^ ,  et  c  une  quantité  plus  petite  que  Tunité. 

II  suffira  y  pour  cela^  dans  la  plupart  des  cas^  de  ^aire 

^  =  \/ ^  .  i%^'"a  f  et  <le  déterminer  convenable- 

ment  les  côefficiens  constans  A  ^  B ,  C  et  D. 

Maintenant)  quel  que  soit  Q,  pou  r  vu  que  ce  soit  une 
fonction  rationnelle  de  sin*^,  on  démontre  fort  ai- 

777=^=^=?=  peut  se  réduire 

I*.  à  une  partie  algébrique,  2*  à  une  suite  de  tr:ins- 
cendantescompnses'sous  la  forme  générale , 

rAf  +  B'sm^f  .  dp 

J  C  +  ly  sin'  ç       y/iJc'sin'f  ' 

OÙ  A' ,  B',  C  et  D'  sont  des  coeffidens  constans, 
réels  ou  irtiaginaîres  (*).  - 

Or,  la  formule  précédente,  comme  il  est  aisé  de 
s*ett  convaincre ,  peut  s'écrire  ainsi  :    . 

'  -''»«'  Fonctions  elliptiques ^  n«  8. 
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.  De  là  I4  division  de^  fonctions  elliptiques  en  trois 
espèces  distinctes^  auxquelles  otn  peut  ramener  toutes 
Us .  (EMl^ies  transcendantes  du  même  genre.  Ces  trois 
classes  se  nomment^72C//o/2.^  elliptiques  de  première  , 
seconde  et  troisième  espèce  ^  et  Toti  désigne  d'ordi- 
naire ces  .fonctions  par  les  sy  mboles  .  respectifs 
¥(c,  (p) ,  E(c,  0)  ,  n(c,  a ,  (p) ,  en  faisant 

F(c,(p)  =  r.-A^.  > 

« 
F(c,<p)  =  fdç  y/t—c'  8in'<p  i 

n(c,a,<p)=   f % ; 

ces  intégrales  étant  supposé<?8  s'évanouir  quand  (p=o^ 
et  leur  çtendue  dépendant  de  la  valeur  qu'on  assigne 
à  cet  angle.    .  ' 

La  variable  (p  se  nomme  Yamplitude  de  la  fonction, 
la  constante  c,  toujours  moindre  que  l'uriilé,  s'ap- 
pelle \e  module  ;  enfin  la  constante  a  y  qui  n'entre 
qi|e  dans  la  fonction  de  troisième  espèce ,  et  qui 
peut  être  positivé  ou  négative,  réelle  ou  imaginaire, 
se  nomme  i^  pareunètre. 

1:0.  fonction  de  seconde  espèce  E(c,^)  représente , 
GORitne  on  sait ,  un  aix;  d'ellipse ,  et  l'on  a  donné 
généralement  le  nom  de  Jonctions  elliptiques  aux 

perce  que  les  arcs  d'ellipse  s'j  trouvent  compris ,  bien 
que  cette  intégrale  puisse  repr^nter  encore  d'autres 
couiiws^  «t  doive  avoir  une  signification  beaucoup 
pi«5  étendue. 

6.. 
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Lorsque  les  intégi^ales  représentées  par  ¥(c,  p) , 
'  E(c,^)  et  nÇCfU,  9),  sont  pri^s  depuis  ^  =  o  jusqu'à 
•  ipz=z}/7C ,  nr  étant  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre  9  on  dit  que  ces  fonctions  sont  complètes  ^ 
'et  pour  les  distinguer  on  omet  l'amplitude  ^  dans 
leur  notation  ,  ^n  sorte  qiie^  dans  le  cas  des  fonc- 
tions complètes^  on  a 

o   Î77—  c«8iii'^  ' 

E(c)  =z=  T''"  dj(p  \/i  —  c*sin^, 
,      ., r\v  ^ 


Enfin,  pour  abréger,  on  fait  souvent  V^i^— c'=i, 
ce.  qui. donne  è*-f-c'  =  i  ,  et  A  se  nomme  le  corn-- 
plement  du  module  c.  . 

Cela  posé  y  considérons  d'abord  la  fonction  i^lHp^ 
'tique  de  première  espèce,  qui  est  .plus  simple  que 
les  deux  autres.  La  plus  remarquable  de   ses  pro- 
priétés ,  c'est  qu'étant  données  deux  fonctions  de  cette 
espèce  qui  ont  même  module,  et  qui  ne  diffèrent 
que  *par  leurs  amplitudes ,  on  peut  toujours  trouver 
par  des  opérations  purement  algébriques  une  troi- 
sième fonction  de  même  espèce  qui  soit  égale  à  leur 
somme  ou  à  leur  différence.  Il  suit  de  là  qu'on  peut 
toujours   déterminer  algébriqueAnent  une   fonction 
elliptique  multiple  ou  sous-multiple  d'une  fonction 
donnée,  et  plus  généralement  encore  u|ie  fonction 
qui  soit  à  la  première  dans  un  rapport  quelconque  ; 
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propriété -t[ue  les  fonclions  elliptiques  de  première 
espèce  pjEgrtagent  avec  les  fonctions  logarithmiques  et 
circulaires. 

Les  fonctions  elliptiques  de  seconde  et  de  troisième 
espèce  jouissent  de  propriétés  analogues,  mais  moins 
simples.  Ainsi  on  peut  toujours  déterminer  algébri- 
quement une  fonction  elliptique  de  seconde  espèce 
qui  soit  égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  de  deux 
fonctions  de  mâme  espèce ,  plus  à  une  quantité  algé- 
brique,  et  enfin  une  fonction  de  troisième  espèce 
égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  de  deux  fonctions 
données  de  même  espèce,  plus  à  une  quantité  ex- 
primée par  arcs  de  cercle  ou  par  logarithmes. 

Comme  la  réunion  des  fonctions  elliptiques  de 
seconde  et  de  troisième  espèce  comprend  les  arcs 
mesurés  syr  Tellipse  et  l'hyperbole ,  on  voit  qu'il  sera 
toujours  possible  de  déterminer  sur  chacune  de  ces 
courbes^  non  pas  comme  dans  le  cercle ,  un  arc 
égal  à  la  somme  ou  à  la  différence  de  deux  arcs 
donnés ,  mais  égal  à  cette  somme ,  plus  ou  moins 
une  quantité  algébrique.  Cette  propriété  de  ces  deux 
courbes  est  d'autant  plus  remarquable  qu'elle  a  été 
découverte  "psiv  Fagnani ^  avant  qu'on  se' fût  encore 
occupé  sérieusement  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques,  et  qu'elle  a  pour  ainsi  dire  ouvert  aux  géo- 
mètres cette  carrière  nouvelle. 

Euler,  qui  généralisa  ce  résultat  et  en  donna  la 
dénionstration  analytique ,  fut  conduit  ainsi  à  com- 
parer entre  eux  non  seulement  des  arcs  mesui  es  sur  la 
même  ellipse  ou  sur  la  même  hyperbole,  mais  encore 
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toutes  les  transceAdantcis  renfennees  dan^  la  fiirmule 

/,/       — rv=T=^;    mais  dans  ce  rapprochémeat .   il 

supposa  tODJoui^  qœ  les  fonctions  d^une  méfne  espèce 
ayaient  le  même  module ,  et  qu  elles,  ne  différaient 
qae  par  leur  amplitlûide  ^  ou  »  ce  qui  retient  au  mèipe, 
que  les  arcs  que  ces  fonctions  représentent  apparte- 
naient à  la  même  courbe.  Aussi  cette  rotnparaisoh , 
qui  lui  fît  découvrir  sur  la  multiplicsition  et  la  divi^ 
sion  de  ces  fonctions  les  beaux  théorèmes  que  nous 
avons  énoncés  plus  haut ,  ne  lui  apprit  rien  relatif 
vement  à  leur  i^itégration. 

Lagrange  eut  Theureuse  idée  de  comparer  entre 
elles  sous  un  nouveau  point  de  vue  deux  fonctions 
elliptiques  de  même  espèce;  il  supposa  que.  dans  ces 
deux  fonctions  l'amplitude  et  le  module  varient  à  la 
fois  y  et  il  fut  ainsi  conduit  à  une  méthode  générale^ 
pour  trouver  par  des  approximations  successives  les 

intégrales  de  la  forme  j — =. 

En  effet ,  Lagrange  remarqua  d'abord  que  Tînté- 
grale  d^une  fonction  elliptique  de   première  espèce 

/- ^ s'obtiendrait  sans  difficulté  par  les  sé- 


ries ,  si  c  était  supposé  une  quantité  très  petite  pu 
une  quantité  à  très  peu  près  égale  à  Funité.  Ainsi 
donc  ,  si  Ton  pouvait  ramener  la  fonction  F(c,  (p)  à 
une  autre  fonction  F(c',  ^'),  dans  laquelle  le  module  c' 
serait  moindre  ou  plus  grand  que  c,  et  déterminer 
algébriquement  le  rapport  de  ces  deux  fonctions ,  en 
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opérant  de  la  même  manière  sur  celle--ci ,  on  obtien- 
drait la  valeur  de  la  fonction  donnée,  exprimée  par 
une  suite  de  fonctions  de^  même  e^^ce ,  dont  la 
dernière  serait  intégrable  d'elle-même ,  et  Ton  aurait 
ainsi  un  moyen  très  simple  de  trouver  les  intégrales 
approchées  de  toute  espèce  de  fonctions  elliptiques. 

Soient  donc  F(c,  ^)  une  fonction  donnée,  et  ¥{c',  ^') 
une  fonction  de  même  espèce  dont  le  module  c'  et 
Tamplitude  ^'  sont  arbitraires ,  si  Ton  pose  Téqua- 
tion 

ou  bien 

il  s'agira  de  déterminer  algébriquement  )jt,^  c'  et  9' 
en  fonction  dii  module  c  et  de  Tamplitude  ^,  de 
manière  à  satisfaire  à  l'équation  précédente. 
Or,  si  l'on  suppose 

OU ,  ce  qui  revient  au  même , 


d'où  Ton  tire  cos(2(p' — (p)=  v/i -^c*sin*^.  Il  est 
facile  de  s'assurer  que  ces  valeur^  substituées  dans 
réquatîon  (jS)  donneront 

(*)  Voir  les  notes  à  la  fin  du  volume. 
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'        I 


F(c',<p')=-^^F(c,tp>î     («') 


équation  qui  ^  comparée  à  l'équation  (à) ,  donne 
il  =  =  —7^.   Il  suit  'de  là  que   les   deux 

fonctions  F(^^?)  et  F(c^,^')  sontentre  elles  dans  unrap- 
port  constant^  quelles  que  soient  les  amplitudes  ^  et  ^'^ 
pourvu  que  ces  angles,  ainsi  que  les  constantes  c  et  c\ 
soient^  liés  par  les  équations  (y)  ou  par  les  équations 
suivantes  qui  en  dérivent  :  ^  . 

tang((p-.(p')=i'tang(p',     *'=  f^      (cT), 


en  supposant^  comme  nous  Favoris  dit,  fc=  v/ 1-  —  c'. 

Les  premières  formules  serviront  à  déterminer  ^ 

et  c'  en  fonction  de  ç  et  c;  les  secondes  peuvent 

servir  réciproquement  à  déterminer  c  et  (p  en  fonction 

de  e'  et  <p^  supposes  connus. 

I  4-  c 
L'équation  F(c,  (p)= F(c',  ç')  ayant  lieu  quel 

2 

que  soit  ^,  si  l'on  suppose  ^  =  sr,  ce  qui  donne 
^'  =  ^7r,  en  observant  que  d'après  les  lois  de'  la 
multiplication  des  fonctions  elliptiques  de  première 
espèce  on  a  F(c','7r)=aF(c,7^)  (*)^  on  aura  entre  les 
fonctions  complètes  F(c)   et  F(c')   la    relation  très 

simple  / 

F(c')=(i+ç)F(c).       . 

Passons  aux  fonctions  elliptiques  de  secbnde  es- 


(*)  Tliéorw'dei  Fonctions  elliptiques,  n»  21 . 
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pèce.  iies  Yfileurs  de  ^'  et  d  tirées  de&  équations  {y) 
donnent;  récpiatioa  différeutiélle 

^  A  a(i+c?) 


En.  faisant  y  pour  abréger^  A  :=  \/i  -i— c^sîn*^,  cette 
équation  peut  s'écrire  ainsi  : 

(i  ^c)dhff  \/i  — c'^sinV  =  ^.(A^— ^é'+ccosipA)^ 
d'où  en  intégrant  un  tire 

(i-f-OECc',  (pO—ECc,  4>)  —  i6*F(c,  ^)+C5in  ^.  (|it) 

Cette  é^ation  fait  voir  que  la  fonction  de  pre- 
mière espèce  ^(e,  ^)  peut  s'exprimer  par  deux  fonc- 
tions de  seconde  espèce  E(c,  ç)^  E(i?',  ^Q,  ou  en  d  au- 
tres termes,  que  tout  arc  d'hyperbole  peut  s'évaluer 
par  deuxiircs  mesurés  3ur  Tellipse  ;  ce  qui  est  l'énoncé 
du  théorèrâè  de  Landen. 

Si  l'on  suppose  ip'  ===  ^  «tt  et  ^  =;:  7,  on  aura 
E(c^  <p')=;E(c')  et  E(c,  (p)==É(c,  7r)=2E(c).  On  aura 
donc  sim{4ement  dans  le  :  cas  des  fonctions  com- 
plètes , 

(1  +  c')E(c')  =  aECc)  —  è*F(c).       • 

Les  formules  (a')  et  (cT)  serviront  à  exprimer  les 
fonctions  F(c,  ^)  et  £(^9  (f)  dont  le  module  est  ^^  au 
moyen  del^  fonctions  semblables  F(c',^')  et  E(c',  <p') , 
dont  le  module  est  c'^  et  réciproquement;  car  il  est 
évident  qu'on  pourra  déduire  de  ces  mêmes  équa- 


90  THËt^RlE  ANALYTIQUE 

tlons  les  valeurs  de  F(c',  (p')  et  de  £(0'^^^)  en  fonction 
de  F(c,  (p)  et  de  E(c,  ip).  Datis'  le  premier  cas  ,  l'am- 
plitude vÇt  le  module  de  la  fonction  dérivée  se  déter- 
mineront, par  les  équations  (J^)>  cft  dans  le  second  ^ 
on  ies  déterminera  au  moyen  des  équations  {y). 

Si,  comme  npiis  le  supposons ^é?  est  une  très  pe- 
tite quantité  I  on  aura  à  très  peu  près  ^=:a  \/cy 
le  module  d  de  la  fonction  dérivée  sera,  donc  alors 
toujours  beaucoup  plus  grand  que  le  module  c  de 
la  fonction  proposée;  si  au  contraire  c'  est  le  module 
de  la  fonction  primitive ,  on  aura ,  dans  ce  cas ,  à 
très  peu  près  ,  cs=^ç'*,  et  Ton  passera  du  module 
très  petit  c'  au  module  beatfcouj^  plus(  petit  c.  On 
aura  donc  ainâi  le  moyen  de  transfçrmer  toute  fonc- 
tion donnée  cle  première  ou'  de  seconde*  espèce  en 
une  autre  fonction  de  même  espèce ,  d^ns  laquelle 
le  modulé  sera  plus  grand  où  plus  petit  à  volonté, 
que  le  module  de  la  fonction  proposée.  Oh  pourra 
ensuite  faire  subir  a  la  foncition  dérivée,  des  transfor- 
mations analogues,  et  ainsi  de  suite  à  rinfinî/ 

Cela  posé ,  concevons  que  étant  dodnée  une  fonc- 
tion elliptique  de  première  espèce  F(c,  ^)  dont  il  faut 
déterminer  la  valeui"  approchée ,  on  forme  une  suite 
de  modules  c'y  d\  c*,  etc. ,  liés  entre  eux  par  les 
équations 

qu'on  prolongera  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  uûe  va- 
leur de  c  peu  différente  de  l'unité  ;  qu'on  détermine 
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ks amplitudes  correspondantes  (p\  ^'',^  *,  etc.,  par 
les  équations 

sin(2Ç'  —  ^  )  ==:  c  sîn^  , 

sîn(2^*—  (p")  =  c'sin^", 
.     etc.  ; 

il  en  résultera  une  suite  de  fonctions  de  première 
espèce  (Fc,  ip),  F(c',  ^'),  F(c",  <p"),  etc.,  qui  seront  liées 
entre  elles  par  les  équations 

F(i>,(p')=^"F(c;<p),  • 


etc. 


Or,  les  modules  c',  c%  c%  etc.^  CQmme  nous  Pa- 
vons Yii^ ,  forment  une  suite  qui  croit  d  une  manière 
rapide;  cette  suite  a  pour  limite  Tunité,  qu'elle  atteint 
au  bout  d'un  petit  nombre  de  termes;  mais  lorsque  c 
{   est  peu  différent  de  l'unité ,  on  a ,  à  très  peu  près., 

En  nommant  donc  <D  l'amplitude  correspondante  au 
I  module  très  peu  différent  de  l'unité  auquel'  on  se 
I  sera  arrêté  dans  la  suite  ascendante  c ,  c\  c^' ,  etc. , 
j    et  en  faisant  poiir  abréger 
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i: 


3fc  fl a 

\ 


"        "■■"'  ,        2^        •       1         ;         37"      •  ,  I        ^"    *       vie»  9  gg 


on  aura  ... 

E(c,^)3=Hlogtadg(45'+i«),      (6) 


Si  ^  ==  j'^T ,  ef  qu'on  nomiHe  O'  ce  que  devient  alors 
l'angle  O,  on  aura  pour  le  cas  de  la  fonction  com- 
plète 

^  F(<r)3=:Hiogtang(45'+i*')-    . 

Voilà  donc  la  valeur  de  Tintégrade  donnée  ex- 
primée en  fonction  d'une  quantité  logarithmique 
facile  à  calculer ,  multipliée  par  un  coefficient  cons- 
tant, et  la  question  proposée  est  par  conséquent 
complètement  résolue;  mais  on  voit,  d'après  ce  qui 
précède,  qu'on  peut  enccTre  exprimer  d'une  autre 
manière  la  valeur  de  cette  même  intégrale. 

En  effet ,  la  suite  croissante  des  modules  c ,  c\ 
c",  etc. ,  qui  a  pour  limité  l'unité ,  peut  .être  pro- 
longée indéfiniment  dans  le  sens  '  opposé  ;  elle  sera 
alors  décroissante  et  aura  pour  limite  zéro.  Dési- 
gnons pair  c,  c/,  c^^^  c\^^y  eic,  les  différens  termes 
de  cette  suite  que  nous  supposerons  liés  entre  eux 
par  les  équations 

•  > 

C  —  .  t  C  — —  ,  •  c...  >— —  — ; —  •  etc*  • 
ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  par  les  équations 
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Nommons  ^^,  <p,^ ,  9^,  etc. ,  les  amplitudes  oorrèft- 
pondantes  aux  modules  c^ ,  c,^  t  c^^ ,  etc«  ^  et  déterroi- 
aons  leurs  valeurs  par  les  équations 

tang(^^  — (p)  =  ètaBg(p,   j       . 

etc.  j 

on  formera  ainsi  une  suite  de  fonctions  ¥  (c,  ^), 

¥{Cj  »  9  >)  >  ^(^/i  >  <P/i)  *  ^^*  f  V^  seront  entre  elles 
dans  des  rapports  copstans  ^  en  sorte  qu'on  aura 

I   etc.  V'     , 

Les  modules  c^^  c^,  c^,^,  etCé,  décroissent  trèsra^ 
pidement^  et  s'approchent  promptement  de  lénr 
limite  zéro.  Or,  dans  le  cas  où  c  est  supposé -très 

petit,  ou  a  à  fort  peu  P»^»/pi^^^=/^<P  ==f  î 

en  nommant  donc  O  Tamplitude  correspondante' irâ 
module  auquel  on  s'arrête ,  et  en  faisant 

■  H'  =  l±i' .  i-±^  .  L±^  etc. ,  ' 
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on- aura-'*  •  ';■,,• 


Lorsqu'on  suppose  ^  =  ^  tt  les  équations  (ri)  don- 
nent ^f=.7ry  ip^o^a^ar  »  (p^=4*-..-ip»=2".5'7r,  etc.  ; 
<b  désignant  donc  la  lifiiite  4e  cei»  angles ,  si  l'on 
fait  >  .      *  ^ 


/  •• 


K  =  (i  -H  cj  (i  +cj  Cl  +  cj  ,•  etc.,      (*) 
ofi-  aura  pour  ïe  Cas  des  fonctions  complètes 


F(c)a=K.J.        (X) 


Ainsi  donc  il  y  aura  toujours:  deux  manières  d'ex- 
primer une.  fonction  elliptique  de  première  espèce, 
dont  \%  mgiiiuie  et  l'amplitude  sont  doiinës,  par  des 
arcs  de  cercle ,  au  moyen  de  la  formule  (ô)  ,  ou  par 

.l^gai^thm^s  au  moyen  !de,ia  formule  (^).  On  choi- 
sira la  première  ou  la  seconde  de  ces  formules,  selon 
que  le  carré  du  module  c*  de  la  fonction  primitive 
^^I^irçchwa  4^¥A!itage  de  l'iyie  des  dpMX  liwitejs  ze'ro 

:^^Xvla\^i  f  f^fîQ^idçdin^nuei:  ^utapt^jue  pps^ble  le 

,9ffn)Jb^  4âs  .1b:'^^sf9^Jàaée3;  ;et  dfB  cette  i^oa^ièrp  on 
n'aura  jamais  à  calculer  qu'un  petit  nombre  de  mo- 

.  (kil£S/j(i4*d'ampUtti^^  corresppi^dantçis  ^  pour  arriver 
à   une   valenr    suffisamment  exacte    de    l'intégrale 

La  même  ni^tboidç  d'app^xini^t^on  s'applique  aux 
fonctions  de  la  seconde  espèce ,  mais  les  formules 
deviennent  ^plus  compliquées  à  cause  de  \^  quantité 
algébrique  qu'ellcfs  renferAient;  cependant,  comme 
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cette  paiiie^  (UspaMlt  dans  le  cas  des  fbnctîoiiB  com- 
plètes 9  el  que  dans  les  applications  ((ue  nous  ferons 
de  celte  théorie  nous  n'aurons  que  «de  pareilles  fonc- 
tions à  cou,sîdtfrer,  nous  traiterons  ici  ce  cas  partir* 
culier^  ei  les  formules  que  nous  obtiendrons  seront 
encore  i»ssez  sin^ples.    , 

La  formule  (ft)  doati^  la  suivant^: 

Les  valeurs  des  fonctions E(c^,  ^J,E(Cy^,'^J,  etc., 
seront  données  par  des  équations  semblables  ;  0n 
pourrait  donc  en  déduié^e  la  valenr  de  l'intégrale 
fi(c,^),  en  foifiction  de-  celles  de  ces  quantités  qn'oli^ 
voudra  choisir,  mais  la.réductioù  de  la  formule  à 
lacpielle  on  parviendrait  de  cette  manière  seriit  pé- 
nible; il  vaut  mieux,  pour  Tévitef,  mettre  sous  une 
autre  forme  la  formule  pi^cédente.  Soit  générale- 
ment G(c^(p)=E(c,^) — F(c,^),  on  trouvera,  en,  vertu 
de  réquation  (o),  ^ 

t'y. 

■  .  .  .  ...  I 

et  par  des  transformations  semblables  j  on  trouvera 


j  1  #  > . 


G(^>  «P/)  =  txt[<^^.><P«)  —  ^«P(^/<'<PJ  H-  ^//s™  ^J* 


»+<', 


.t 


etc. 

Au  mojen  de  çe^  .équAtions  \ok)  'déternciinera  par 
des  substitutions  successives  )a  valeur  de  G(c,^)  en 
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ibnctioR  des  cpiantités  G(c,p(pt^)  ,  'G(c,^,^^J  des  fonc- 
tions F(c^,^^^  F(c,^,^J,  et  de  quantités  algébriques. 
Supposons  qu'on  ait  calculé  la -suite  des  quantités 
G(c,(p),  G{o^f  ipj,  etc.,  jusqu'au  tqrme  G(cg^  <p|)  corres- 
pondant au  module  Ci  que  nous  regarderons  comme  as- 

sez  petit  pour  être  négligé,  on  aura  V  i— ^|^sin*^|=  i , 
et  par  suite  E(C|,^|)  =  F(c<,^i)  tsz/d^  =  *:  En  nom- 
mant comme  précédemment  <D  la  limite  des  angles  ^, 
^/>  ^/i>  ®*^*  9  ^^  ^^^^  ^^^^  ^'^^''^  G(c„^i)r^  o.  Si  l'on 
suppose  ^=  -^ ,  on  aura  O  =  a'-# ,  et  les  angles 

9/9  9/i9  etc.,,seront  tous  des  multiples  de  la  demi-cir- 
conférence, ce  qui  fera  disparaître  la  parJtie^ilgébrique 
linàes  équations  précédente&r  .On  aura  donc ,  en  substi- 
tuait pour  F(c^,9^),  F(c^^,çJ,,etc. ,  leurs  yaleurs^  en 

FM),     .    :>  - 

'S 

^S<')— g^'')L(7f:^-^(-H:^-,.i,j..'  (.■K,)>-(T+^.-(i+^.-^  ""'•J 

En  mettant  pour  G(c)  sa  valeur  E(c)—  F(c) ,,  jet  en 
observant  qu'on  a 


*  «  ■  ••  •       ff  - 

(fss—^i—     c»=— î^ï—   ete 


■i  •  .  ■ 


on  en  conclura 


E(c)s=  F(c)[i-ic'(i  +  ic,+  |c,c,  +etc.)]. 


A  »• 


Ou  bien  en  faisant ,  pour  abréger. 


L=,-ic*(,-|-ic>f-ic,c,+etc.),    (0) 
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et  en  observant  qu  On  a  F(c)  =  K  -  ,  on  aura ,  pour  ' 
le  cas  des  fonctions  complètes , 


E(c)  =  KLf    (co) 


Cette  formule  peut  s  appliquer  non -seulement  à 

de,  «Uur,  d.  c  plus  p..te  <p.e  yÂ,  mais  ™é,ne  à 

des  valeurs  peu  différentes  de  lunitë  ;  elle  suffit  donc 
pour  tous  les  cas  que  l'on  peut  avoir  à  calculer.  Cepen- 
dant ,  si  pour  compléter  cette  théorie  on  veut  voir  ce 
que  deviennent ,  par  rapport  aux  fonctions  de  seconde 
espèce ,  les  formules  relatives  à  l'échelle  ascendanli 
des  modules,  reprenons  lequation  (;^);   en  substî- 

tuant  pour  F(c,<p)  sa  valeur  F{c',^'),  elle  donne 

la  suivante  : 

E(e,(p)  =  (  I  +  c)E(c^Ç)0  +  (i  — ^)  F(c',(PO  —  csin  (p, 
et  semblablement 

etc. 

Soient  E(c',(p'),  F(c',(p'j,  les  valeurs  de E(c,^),  T{c,<p) 
correspondantes  au  module  c'  que  nous  supposerons 
assez  voisin  de  l'unité  pour  ne  pas  pousser  plus  loin 
la  série ,  on  aura 


V I  — c''sîn'^  ?=  cos  ^  j 
Tome  III.  7 
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•  par  conséquent 

E(c*,^')  =/cos^'^'=  sin<p', 
F(c',<p')=:/^  =  log  tang  (45-  +  i(j>')- 

'  Dans  le  cas  des  fonctions  complètes  il  faut  supposer 
^  c=:  -  TT ,  et  calculer  les  angles  (p',  ^",  etc. ,  par  les 

équations  (v)  ;  mais  cette  supposition  ne  ferait  pas 
disparaître  les  quantités  algébriques  des  formules  pré- 
cédentes. On  ne  peut  supposer  non  plus  ^'  =  -7r, 
parce  qu'alors  la  valeur  de  F(  c^,  ^')  deviendrait  in- 

nnîe  j  mais  si  Ton  fait  ^'""*  =  -  ^,  ce  qui  n'est  sujet 
à  aucun  inconvénient,  on  trouvera,  en  remontant, 

^  2  2  2     ■  2 

(p  5=  2'*"*  -.  En  substituant  donc  pour    F(c',  ^') , 

F(c",  ^''),  etc.,  leurs  valeurs,  et  réduisant  les  expres- 
sions résultantes ,  en  observant  qu'on  a  généralement 

f 

on  trouvera 

%,  (p)=K{^-  +  -j-  +  -^  +  etc.) 

-I-  ^  sm  ^  —  fp. 


Mais  l'équation  tang  (ç'"~'  —  <p^)  i±±  è'tâûgç',  dans 
l'hypothèse  de  (^"*  =  -  ^r ,  donne  tang  ^*  =  --7=, 
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d'où  l'oH  tire  sîn  ^' :=  -7=====7  t=  i   —  1  i'     aux 

quantités  près  de  Tordre  (6')*  que  Ton  peut  négliger, 
puisque  l'on  suppose  à  très  peu  près  c^  =  i  •  On  aura 
ainsi 

Oh  a  d'ailleurs 

E(c,  (p)  =  E(c,  2'- 1)  =  a'-»E(c). 
Ëa  £ftisant  donc 

L  =  6-  (,  +  -+-^+  -g-  +  etc.  ). 
on  aura  pour  le  cas  de  la  fonction  complète  : 
^c)  =  ^  log  taog  (45-  +  i<p')  +  l,. 

Cette  formule  s'applique  au  cas  où  le  module  est 
peu  dîflFérent  de  l'unité  ;  elle  supposé  seulement  que 
Ton  a  poussé  la  ^rie  des  modules  assez  loin  pour 
que  (6*)*  soit  une  quantité  n^ligeable ,  ce  qui  permet 
de  faire  c*  =  1 . 

La  suite  des  quantités  croissantes  c ,  c' ,  c^,  etc.  , 
dont  la  limite  est  l'unité  et  la  suite  des  quantités  dé- 
croissantes c^f  c^^ ,  c^^y,  etc. ,  dont  la  limite  est  zéro», 
n'en  forment  qu'une  seule  liée  par  la  même  loi  et 
qu'où  peut  écrire  ainsi  . 

limite  o  - . . .  c^^^,  c,^,  Cj ,  c,  c',  c",  c'". . . .  limite  i. 

Cette  suite ,  qui  peut  être  prolongée  indéfiniment 

7-- 
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dans  les  deux  sens  ^  est  ce  qu'on  appelle  une  échelle 
des  modules ,  et  Ton  voit  que  les  fonctions  F(c,  cp)  , 
E(<:,  <p)  peuvent  être  transformées  en  une  infinité 
d'autres  fonctions  de  même  espèce ,  qui  auront  pour 
modules  les  différens  termes  de  cette  échelle. 

La  précédente  échelle  a  d  abord  été  découverte  par 
Lagrange;  la  loi  de  sa  formation  est  1res  simple; 
mais  cette  loi  peut  varier^  et  par  conséquent  il  peut 
exister  différentes  échelles  de  modules  pour  la  même 
fonction  elliptique.  Long-temps  après  Lagrange,  Le* 
gendre  en  découvrit  une  seconde  dont  la  loi  est  plus 
compliquée,  mais  qui  jouit  dé  propriétés  analogues. 
Enfin ,  dans  ces  demiei*s  temps ,  on  a  démontré  qu'on 
pouvait  former  une  infinité  d'échelles  de  modules ,  a 
chacune  desquelles  correspondra  par  conséquent  une 
infinité  de  transformations  diverses  de  la  même  fonc^ 
tion  elliptique  en  d'autres  fonctions  de  même  espèce , 
dont  les  niodules  seront  tous  déterminables  par  des 
opérations  algébriques.   La   démonstration  de  cette 
belle  propriété  des  fonctions  elliptiques  fait  l'objet 
du  célèbre  théorème  dû  à  M.  Jacobi ,  dont  les  tra- 
vaux, ainsi  que  ceux  de  json  émule  l'ingénieux  Abel, 
trop  tôt  ravi  aux  sciences ,  ont  donné  tout  à  coup  un 
nouvel  essor  à  cette  branche  d'analyse  au  moment  où 
on  la  croyait  épuisée.  Cependant,  tout  en  rendant  jus- 
tice aux  savantes  recherches  de  ceux  qui ,  après  La- 
grange ,  se  sont  occupés  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques ,  nous  devons  dire  que  sous  le  rapport  du 
calcul  pratique  de  ces  fonctions ,  qui  est  le  véritable 
but  que  l'on  doit  se  proposer,  leurs  travaux  n'ont 
rien  ajouté  aux  résultats  obtenus  par  ce  grand  géo- 
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mètre.  En  effet,  cette  multitude  d^échelles  de  modules 
dont  ils  ont  démontré  Fexistence ,  en  permettant  de 
yarier  à  Finfinî  les  transformations  des  mêmes  fonc- 
tions f  a  conduit  à  la  découverte  d'un  grand  nombre 
de  propriétés  neuves  et  intéressantes  dont  s'est  enri- 
chie l'analyse  ;  mais  relativement  à  l'intégration  de  ces 
fonctions ,  elle  n'a  fait  que  reproduire  sous  des  formes 
diverses  la  même  méthode  d'approximation ,  sans 
conduire  à  aucune  intégrale  nouvelle;  et  comme  de 
toutes  les  échelles  celle  de  Lagrange  est  la  plus 
simple  et  la  plus  facile  à  former,  c*est  en  définitive  à 
celle-ci  qu'il  faudra  recourir  toutes  les  fois  qu'on 
voudra  calculer  numériquement  les  fonctions  ellipti- 
ques qui  se  présentent  dans  un  grand  nombre  de 
qaestion3  de  Géométrie,  de  Mécanique  ou  d'Astro- 
nomie. Legendre  est  donc^  après  Lagrange,  celui  qui 
a  rendu  le  plus  important  service  à  cette  partie  du  cal- 
cul intégral  ;  il  a  fait  pour  les  fonctions  elliptiques  ce 
que  les  successeurs  de  Neper  avaient  fait  pour  les 
fonctions  logarithmiques  et  trigonométriques  ;  il  a 
construit  des  tables  au  moyen  desquelles  on  peut, 
dans  chaque  cas ,  trouver  la  valeur  numérique  de 
toute  fonction  donnée  avec  toute  la  précision  dési- 
rable ,  sans  être  obligé  pour  cette  recherche  à  des 
calculs  laborieux.  Le  secours  de  ces  tables  rend  l'em- 
ploi des  fonctions  elliptiques  d'une  application  aussi 
facile  que  celui  des  fonctions  logarithmiques  et  cir- 
culaires. Ce  travail ,  moins  brillant  sans  doute  que 
tant  d'autres  du  même  auteur,  est  celui  qui  doit  peut- 
être  lui  mériter  le  plus  la  reconnaissance  des  géo- 
mètres ,  par  les  soins  qu'il  a  exigé$  et  par  son  utilité» 
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Noua  aurons  plusieurs   fois,    dans  la  suite  de  cet 
ouvrage,  l'occasion  d'en  faire  usage. 

2?.  Reprenons  les  râleurs  des  deux  quantités  b^ 

et    b!    qui  nous  restent  à  déterminer.    D'après   la 
formule  («)  on  aura 

l(o) 


i 


(i)  t    /'aw  d^cos^ 


t  r^^        d 

^J  o     l/i  — 


V^I  — '2«C0S^  +«* 

Il  y  a  plusieurs  moyens  de  ramener  ces  deux  in- 
tégrales à  la  forme  des  fonctions  elliptiques.  Soit 
sin  ((p  +  ô)  =  a  sin  0 ,  d'où  Ton  tire 

cos((p  +  6)  =  Vi  — a*sin*6. 


Faisons  pour  abréger  A  =  V  i  —  a'sin'fl ,  ces  deux 
équations  donnent  en  diflerentiant 

,         dBUcosB  —  a) 

En  vertu  des  mêmes  équations  on  a  d'ailleurs 

cos  ç  zzpcL^in*  d  +  cos 6  A. 
et  par  suite 

V/i  — 3acos9  +  a*  =  \/a*co8*d — ^acosâA-f*^^ 

=  acosô  —  A. 
On  aura  donc 

d^  ja 


|/  I  —  2«eCOS  ^  +  «* 


dp  cos  ç  ^^  dù(a,  sin^  6  4-  cosÔA) 

V^  1  —  2tt90sp  -f-  «*  ^ 
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Si  Von  intègre  ces  deux  formules  en  observant  qi^e 
a'sm*6=  I  —  A* ,  et  que  l'intégrale  /û^OcosO  devant 
être  étendue  depuis  fl  =  o  jusqu'à  fl  z=  a^r,  ce  terme 

est  nul  entre  ces  limites ,  les  expressions  de  il    et 
de   b!    deviendront 

s 

(o)        I   /^ay  de 

Désignons  par  ¥(0)  et  E(a)  les  fonctions  complètes 
de  première  et  de  seconde  espèce  relatives  au  mo- 
dule A,   c'est-à-dire  celles  qui  3e  rapportent  à  des 

intégrales  prises  entre  les  limites  6=ïoet6  =  ~sT^ 


Sir  éè 


on  aura       /        >  -tL.»      -     ^^  =  A F(a) , 

f^'  rffl  v/i  —  a*sin*9  =  4E(a), 

Les  intégrales   indiquées  devant  s'étendre  depuis 
fl  s=  o  jusqu'à  0  =  27r.  On  aura  donc  ainsi 

Af=^F(«),      i;'^=l[F(a)^E(«)].     (18) 


««• 


Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  (5) 
du  n*  19,  après  avoir  fait  s=ijp  i^sszo,  on  aura  pour 

déterminer  les  coefficiens  b^    et  b^  , 
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et  eu  faisant  ensuite  s:=-  dans  ces  mêmes  formules, 

on  en  déduira 

^\    —  3(1  — et»)»  '  ^f    —         3(1 -.a-F       *^'''' 

Ces  valeurs  ainsi  déterminées^    on  peut  déduire 
facilement  tous  les  autres  coefficiens  des  fonctions 

V"S  V^^  et  F*. 

11  ne  s'agira  plus  que  de  déterminer  les  quantités 
F(ût)  et  E(a).  Pour  cela^,  si  l'on  veut  les  calculer 
directement,  il  faudra  ,  conformément  à  ce  qui 
précède,  former  la  suite  des  modules  décroïssans  ât^ , 
a^,  (t^^^J  etc.,  jusqu'à  ce  qu'on  soit  parvenu  à  une 
valeur  peu  différente  de  zéro;  on  en  déduira  les  va- 
leurs de  K  et  L  par  les  formules  (x)  et  (^j  n*  22,  et 
en  substituant  ces  deux  quantités  dans  les  formules 
{(jù) ,  on  aura  les  valeurs  de  F  (a)  et  E  (a).  Mais  il 
sera  plus  simple  de  déterminer  ces  deux  fonctions 
par  le  moyeu  des  tables  de  Legendre.  . 

Enfin,  si  l'on  voulait  faire  dépendre  comme  dans  le 
n**  5i  du  livre  II,  la  détermination  des  quantités 

oV  y  ov  %  etc.  ,  de  celle  des   deux  quantités   6_^ 

et  6j\  ,  dont  les  développemens  en  série  sont  plus 
convergens,  on  aurait  : 

,(0)  \    P'^'f   -Ê         /  : r 

h    .  =  -  /      a^  V I  —  2a  cos(p  +  a* 
h  \  =  -  r^^d(pcos<p  V^i  —  2acos^-f-a\ 
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Expressions  qui^p  par  deS  transforinations  très  simples, 
se  ramèneront  à  ]a  forme  des  fonctions  elliptiques. 
Les  formules  précéiientes  sont,  à  ce  qu'il  me 
semble ,  les  plus  commodes  que  l'on  puisse  employer 
pour  le  calcul  numérique  des  premiers  coefficiens 

^L  9    ^1  f  ^^^*  9  ^^  ^^^^  manière  de  les  déterminer 

»      .   "î 

me  parait  à  la  fois  plus  simple  et  plus  exacte  que 
celle  des  séries.  Elle  réussit  surtout  lorsque  et  est 
une  très  petite  quantité ,  en  sorte  que  la  quantité  i — et 
ne  diffère  que  très  peu  de  Tunité ,  et  l'on  n'a  besoin 
dans  ce  cas  de  calculer  qu'un  petit  nombre  de  termes 
de  la  série  a^,  a^^,  ct^^p  etc. ,  pour  arriver  à  des  ré- 
sultats aussi  exacts  qu'on  peut  le  désirer.  Lorsque  la 
différence  i  —  et  est  au  contraire  très  petite,  on  est 
obligé  de  pousser  plus  loin  la  série  des  modules  ;  mais 
le  nombre  qu'il  en  faut  calculer  n'est  jamais  bien  con- 
sidérable ;  et  d'ailleurs  la  théorie  des  fonctions  ellipti- 
ques ofire  alors  des  moyens  de  profiter  de  cette  cir- 
constance même,  pour  simplifier  les  calculs  et  rendre 
les  'approximations  plus  rapides.  On  peut  aussi  alors 
faire  usage  des  formules  relatives  à  la  suite  ascendante 
des  modules  et  l'on  doit  remarquer  en  outre  qu'alors  a 
étant  supposé  très  peu  différent  de  l'unité ,  ce  cas  est 
celui  où  l'on  ne  peut  employer  la  méthode  des  séries 
à  cause  de  leur  peu  de  convergence. 

Enfin,  comme  nous  l'avons  dit,  des  tables  très 
exactes  ayant  été  construites  pour  les  fonctions  ellip- 
tiques ,  on  pourra  déterminer  par  leur  moyen ,  pres- 
que immédiatement  et  sans  aucun  calcul,  les  valeurs 
des  quantités  F(fie)  et  £(â()j  quel  que  soit  le  module  m, 
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et  les  valeurs  des  eoeffîciens  o[  ,  b,  p  b^  ,  b^ \  s'en 

â  i  »  » 

déduiront  par  les  formules  (  1 8)  et  (ig). 

Pour  appliquer  ce  procédé  à  un  exemple  particu- 
lier^ supposons  qu'il  s'agisse  de  développer  les  trois 

I  s 

fonctions  (i — aocos^+a')"  •  ,  (i  — 2etcosa^+^^y  *  et 

(  1  —  2a  cos  ^  +  et*)  "  * ,  relatives  à  l'action  réciproque 
de  Jupiter  et  de  Saturne.  On  aiy*a  dans  ce  cas 

ce  =:  o,  54551024^ 

et  par  les  tables  des  fonctions  elliptiques  on  trouve 
relativement  à  cette  valeur  du  module 

F(a)z=  1,71235057;  F(a)=  i,4465425i. 

Ces  valeurs ,  substituées  dans  les  formuler  (  1 8  ) , 
donnent 

6^=;  3.i8o33!i46, 

a 

bi    =  o .62065500 , 
d'où  Ton  conclut 

6?==  4.55828700, 
*i'^  =  5.18538554, 


et  par  saite 
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bj^    =1 5.7985000.  > 

»  '  ». . 

,^^'^    =:    12.4180486. 

Âu  moyen  de  ces  valeurs  on  poam  déterminer  ^ 
par  les  formules  dq  n®  2 1 ,  le  coefficient  de  l'un  quel- 
conque des  termes  du  développement  en  séries  des 

trois  fonctions  (i — aacos^+a*)  »,(i — aocos^-f-a*)  • 

et  (i  — •  aotcos^-f-ût*)""^  f  q^el  que  soît  Tordre  de  ce 
terme, 
24.  Connaissant  par  ce  qui  précède  les  valeurs  des 

quantités  **f^  M' V  *i^^ ,  etc. ,  M"^,^  b^\  bf  ,  etc., 
bô  fb^  ,  65  ,  etc. ,  et  de  leurs  coefficiens  différentiels 

•  «  a 

successifs^  il  sera  facile  d'ejiï  conclure  les  valeurs  des 
quantités  A(«> ,  A<'^,  A^»>,  etc.,  B^«^  B^'^  B^»^  etc., 
C^^  C^O^  CC»)^  etc^^  gt  jg  leurs  différences  successives 
tant  par  rapport  à  d  que  par  rapport  à  a!.  En  effet , 

nous  avons  supposé 

.  ■  •  ■  •       '  ■ • .  ■       '   •  ■'  • 

(a'  —  a<i«'  C08  f  H-  «'•)■"  *  —  ^^!^*^  =  -  A<o)-f-A<Ocos^+A(*)cog  ^H-etc. , 

et  en  faisant  cl  =  -7. 

On  aura  donc  généralement ,  en  C3omparant  <ces 
deux  séries , 

AW  =  4.  fef,    (21) 

et  dans  le  cas  de  i  =  i , 
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En  dîfférentiant  ces  valeurs  et  en  observant  qu'on  a 

ddi  I 

2j  =  ^,  onaura 

da    ^  d^   '      dm' 

et  pour  le  cas  de  i  =  t 

En  dîfférentiant  de  nouveau,  on  trouvera  dans  le 
cas  même  où  i=  i 


f 


"71     • 


etc. 
D'où  Ton  conclura  généralement 

-  i^—  —  1    -     i 

QjO^  tt  dt^ 


Le  cas  où  Ton  a  à  la  fois  mss  i  etî=i  étant  seul 
excepté. 
De  même,  nous  avons  supposé 

.3        ï         I 

(a*  —  antf'  C08  ^  4-  «'■)   * r, = -  B<«)  4-  B<')  cot  ^  +  BW  cot  a^  H-  etc. , 

a  *     3 

—  5        1 


3 

elc; 
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-5        1     <•)        0)  <•> 

(i  —  a« cos  ^-f- «*}    »  =  -  ^3  +  ^i   coa  ^H-  fc^  coi  a^  +  etc., 

—  •       I     <•)        (•)  (0 

(i — a«coff+«*)    »  =  - &^ -f-^ji    cos ^  +  ^^  cos  af -f- etc. 

On  aura  donc  en  gênerai 

BCO— L  b^^     et    C0;=±  A«. 

*  r-    * 

et  dans  le  cas  de  i=so. 


B^o) 


=  î5(V-4 


En  différentiant  successivement  ces  valeurs ,  on. en 
conclura  généralement 

L'emploi  des  quantités  i,  ,  b]^  ,  etc.,  i^*  ,  bl\  etc. , 

&^  &^  f  etc.,  a  Favantage  d'introduire  de  l'uniformité 

dans  les  formules,  et  de  simplifier  les  calculs,  parce 
ces  quantités  et  leurs  différences  relatives  à  et  servent 
à  la  fois  à  la  détermination  des  inégalités  des  deux 
planètes  troublées  par  leur  action  réciproque.  D  con- 
viendra donc  d'introduire  ces  quantités  et  leurs  diffé- 
i^nces  dans  le  développement  de  la  fonction  R,  à 
la  place  des  quantités  A^,  A^'>,  etc. ,  B<*>,  B('>,  etc. , 
Q(o)^  £(0^  etc. ,  et  de  leurs  différences  relatives,  soit  à 
a,  soit  à  a^  Cette  opération  sera  facile,  au  moyen 
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des  formules  précédentes ,  lorsque  les  différences  re- 
latives à  d  auront  été  converties  en  différences  rela- 
tives à  a  par  les  formules  du  n°  52  du  livre  II,  qu'on 
peut  prolonger  aussi  loin  qu'on  voudra,  c'est  ce 
que  nous  avons  fait  dans  le  n^  6  et  suîvaiis.  On  peut 
d'ailleurs,  pour  éviter  toute  opération  inutile,  exprimer 
de  suite  les  différences  relatives]  à  a*  en  fonction  des 

quantités  fef ,  è^'^  etc. ,  *f ,  6^'\  etc.,  èf ,  ft^J^  etc. , 

et  de  leurs  différences:  on  les  obtiendra  très  ai- 
sèment  par  la  différentiation  successive  de  l'équa- 
tion (ai)* 

25.  La  méthode  par  kquellç  nous  dirons  ramené  à 
la  forme  d'intégrales  définies  les  expressions  des  di- 
vers coefficiens  du  développeiïiént  dç  la  fonction 
(a*  — aaa'coscp  •+•  a'*)""'  s'appliquerait  de  même  au 
développement  de  toute  fonction  donnée,  en  série  de 
fonctions  périodiques  de  la  variable,  du  moment 
qu'on  est  d'avance  assuré  que  cette  fonction  peut  être 
exprimée  par  une  semblable  série. 

Si  les  intégrales  indiquées  peuvent  s'obtenir,  elles 
donneront,  sous  forme  finie,  l'expression  des  coeiQGi- 
cien&  dti  dévéloppernent  de  la  fonction  proposée.  Si 
rîntégration  est  impossible  par  les  méthodes  directes, 
€oinme  l'expreà^ion  de  chaque  Coefficient  est  donnée 
âous  là  formel  de  quadratures,  on  pourra  toujours  en 
déterminer  la  valeur  par  les  méthodes  d'epi^roxima^ 
tioii  connues ,  avec  tel  dfegrë  d'exactitude  qu^on  vou- 
dra'. Dani  tous  les  cas,  cette  expression  indiquera  les 
relations  qui  Kent  ce  coefficient  à  ceux  qui  le  précè- 
dent ,  et  ramènera ,  par  conséquent ,  leur  détermina- 
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rîoQ    génémle  i  celle  d'un  petit   nombre   d'entre 


eaXi 


Cette  manière  de  former  le  développement  d'une 
fonction  peut  être  principalement  utile  quand  cha- 
cun de  ses  cœiBciens  est  lui-même  exprimé  par  une 
série  infinie;  en  sorte  qu'on  ne  saurait  avoir  sa  va- 
leur exacte  par  aucune  autre  méthode.  Cest  ainsi , 
par  exemple  y  que  dans  les  formules  du  mouvement 
dliptique  chacun  des  coefficiens  des  sAies  qui  expri«- 
ment  le  rayon  vecteur  et  la  longitude  vraie  en  fon>>- 
tion  de  la  longitude  moyenne ,  forme  une  suite  or«> 
donnée  par  rapport  aux  puissances  ascendantes  de 
l'excentricité  de  l'orbite.  Lorsqu'on  veut  réduire  ces 
expressions  en  nombre ,  il  est  donc  bon  d'avoir  le 
moyen  de  calculer  ces  coefficiens  par  des  formules 
indépendantes  des  excentricités,  et  qui  indiquent 
clairement  le  degré  de  petitesse  des  quantités  né- 
"^  glîgées. 

Mais  c'est  surtout  dans  la  théorie  des  perturbations 
planétaires  que  l'emploi  de  cette  méthode  pourrait 
être  d'une  grande  utilité ,  car  les  coefficiens  des  <liff(> 
rens  termes  du  développement  de  la  fonction  pertur^ 
batrice  ^  en  sinus  et  cosinus  des  multiples  des  moyens 
mouvemens  de  la  planète  troublée  et  de  la  planète 
perturbatrice,  étant  également  des  séries  ordonnées 
par  rapport  aiii  excentricités  et  aux  inclinaisons 
n*^  4  >  si  l'on  parvenait  à  évaluer  ces  coefficiens 
par  le  moyen  des  quadratures  paraboliques,  non-seu- 
lement on  éviterait  les  pénibles  calculs  qu'exige  le 
développement  de  cette  fonction ,  mais  encore  on  ar* 
riverait,  dans  la  recherche  des  inégalités  planétaires 
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à  des  résultats  beaucoup  plus  certains  que  ceux  qu'on 
obtient  par  les  méthodes  ordinaire;^,  parce  qu'on  n'est 
jamais  bien  assuré  que  quelque  circonstance  parti- 
culière ne  rendra  pas  sensibles  des  inégalités  dépen- 
dantes des  puissances  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons qu'on  a  cru  pouvoir  négliger. 

On  a  donc  dû  chercher  à  étendre  la  méthode  pré- 
cédente au  cas  où  la  fonction  qu'il  s'agit  de  dévelop- 
per renferme  à  la  fois  deux  variables ,  et  où  la  série 
qui  l'exprime  doit  être  une  suite  de  sinus  et  de  co- 
sinus des  multiples^  de  ces  variables.  Supposons ,  en 
général  I  la  fonction  R  développée  en  une  suite  de 
termes  périodiques  de  la  forme 

K,y  cos  («p  —  i'(p')  +  K',,|'  sin  (icp  —  i'cp') , 

dans  lesquels  (p  et  (p'  représentent  les  anomalies 
moyennes  de  la  planète  troublée  et  de  la  planète 
perturbatrice,  i  et  £' deux  nombres  entiers  qui  peu- 
vent avoir  toutes  les  valeurs  positives  ou  négatives^ 
y  compris  zéro.  En  n'ayant  égard  qu'a  ces  termes, 
on  aura 

R  =  K,,|'  cos  (i(p  —  iV) + K',,/  sin  (icp  —  i'(p'). 

Si    l'on    multiplie  successivement   par 

ços  (i(p  -|-  i^*)  dtp  d(p'  et  par  sin  (âp  +  i'(p')  d^  dp'  les 
deux  membres  de  cette  équation,  et  qu'on  intègre 
entre  les  limites  o  et  a?r,  il  est  aisé  de  voir  que 
tous  les  termes  du  développement  de  R  dépendant 
d'un  argument  différent  de  i(p  —  i^'  disparaîtront 
d'eux-mêmes  ;  en  sorte  qu'on  aura 
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•^V  -irJ7f7  ^  '^°  ^  -  *>*)  ^.^^'' 

les  int^rales  devant  être  prises  depuis  ^=£0  jusqu'à 
^  i=  a^>  et  depuis  ^'^=l  o  jusqu'à  9'  =  a^r. 

'  Si  Ton  désigne  ;  comme  nous  le  faisons ,  par  F 
le  premier  terme  du  développement  de  R ,  ou  celui 
qui  répond  au  cas  où  Ton  fait  à  la  fois  1  =5  o  et  fzzzo, 
cette  formule  devient 


^ = à-frfr '^^*'^- 


Les  coefficiens  du  développement  de  la  fonction  R 
se  trouveront  donc  ainsi  exprimés  au  moyen  d'inté- 
grales définies  doubles,  et  il  ne  restera  plus  qu'à 
chercher  les  méthodes  les  plus  simples ,  pour  en  dé-- 
terminer  les  valeurs  approchées  avec  le  plus  d'exacti- 
tude possible. 

Cette  manière  d'exprimer  les  coefficiens  du  déve- 
loppement en  série  de  la  fonction  perturbatrice,  n'est 
qu'une  extension  du  procédé  employé  par  D'Alembert 
pour  calculer,  les  valeurs  de  ces  coefficiens  relatifs  aux 
termes  indépendans  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons, ce  qui  réduit  les  expre^ions  de  Kj  /  et  K'i^  à  des 
intégrales  simples  prises  par  rapport  à  9  et  ^\  M.  Pois- 
son, en  l'indiquant  pour  la  première  fois,  conce- 
vait en  même  temps  l'espoir  que  par  quelque  artifice 
d'analyse  on  parviendrait  à  réduire  ces  intégrales 
doubles  à  la  forme  d'intégrales  simples  ;  mais  il  ne 
parait  pas  qu'on  y  ait  réussi  jusqu'ici ,  et  le  seul 
Tome  IIL  8 
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moyen  qui  j$e  présente  pour  les  calculer^  est  d'étendre 
à  deux  variables  la  méthode  des  quadratures  parabo- 
liques. Cette  méthode  consiste ,  comme  on  sait^  à  re- 
garder rîntégrale  dont  on  veut  déterhiîner  la  valeur^ 
comme  Taire  d'une  portion  de  coui^  parai>olique 
comprise  entre  djes  limites  données^ 'et  à  partager 
ensuite  cette  aire  en  un  assez  grand  nombre  de  par- 
ties pour  que  chacune  d'elles  ^  regardée  comme  un 
petit  trapèze  curviligne  sûr  l'un  de  ses  côtés ,  puisse 
se  déterminer,  aussi  exactement  qu'on  le  voudra ,  par 
les  moyens  du  calcul  différentiel  :  la  soomie  de  tous 
ces  trapèzes  sera  la  valeur  de  l'intégrale  cherohée. 

Supposons  donc  le  cas  où  la  fonction  qu'il  s'agit 
d'intégrier  comf>rend  deux  ou  un  plus  grand  nombre 
de  variables.  Soit,  par  exemple,  fjrdxdz  une  inté- 
grale quelconque  dont  il  fout  trouver  la  valeur  ap- 
prochée entité  des  limites  assignées  à  or  et  à  js,  en  sup- 
posant jr  une  fonction  connue  de  ces  deux  variables  ; 
en  sorte  qu'on  ait  jr  =  fonct,  (or,  z).  On  pourra  re- 
garder y  comme  Tune  dès  trois  coordonnées  d'une 
surface  parabolique  dont  les  deux  autres  coôrdon-** 
nées  sont  x  ^X  s;  et  la  questioii  consistera,  par 
conséquent,  à  cuber  le  solide  compris  entre  cette 
surface,  le  plan  deâ  orz,  et  les  plans  itiénés  paral- 
lèlement i  ceux  des  Dfy  et  des  fz^^  aux  limites  des 
coordonnées  x  et  z.  fl^ous  prendrons  pour  ces  li- 
mites a:  ==  o ,  ^  =s  a  et  z  î±=  o ,  2  =5  A ,  et  nous 
supposerons  que  pour  les  dieux  premières  valeurs  de 
jr  et  de  z  on  ait  fjrdxd%:=.  o  ;  ce  qui  est  permis, 
puisqu'on  peut  toujours  placer  l'origine  des  coordon- 
tiées  au  point  où  commence  le  solide  cherché,  et 
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élire»  pur  oonséqucnt,  qae  x  et  jr  s'évanouigsent  en 
mèflWi  temps  que  l'intégrale  fjrdxdz. 

No«3  ^opposerons  en  outre  ^  conformément  à  ce  qui 
a  été  dit  n^  34^  livre  UI,  que  dans  1  intervalle  compris 
entre  les  limites  or  s=o  et  œxszUy  zzsso  eizsis^b,  l'or* 
donnée  ^  reste  toujours  de  même  signe ,  de  manière 
qne  Je  solide  qu'on  veut  cuber  soit  compris  tout  en- 
tier, du.  même  côté  du  plan  des  jcjr»  s'il  en  était  au* 
trement»  il  faudrait  chercher  successivem^t  les  dif- 
férent^ parties  du  solide,  situées  soit  au^essus,  soit 
au-dessous  du  plan  des  x^,  et  retrancher  la  somme  de 
celles  qui  sont  comprises  dans  un  sens  de  la  somme 
de  celles  qui  «ont  comprises  dans  l'antre^ 

Enfin  «  notts  supposerons  que  daus  l'intervalle  conD<* 
pris  entre  les  limites  assignées  à  l'intégrale,  la  cour- 
bure, de  la  surface  n'épiouve  aucune  variation  de 
nature  A  rendre  infini  l'un  des  coeffîcieos  différen-* 

Cela  posé,  divisons  en  n  parties  ^ales  Tun  des 
io6tés  dô  la  base  du  solide  que  nous  voulons  évaluer; 
4loit  i^l^ne  de  ces  parties,  en  sorte  qu'on  ait  b  ^=^n$^. 
Si  l'on  miène  par  chacun  des  points  de  division  des 
plaiis  parallèles  à  celui  des  ;gy^  on  pourra  regarder  le 
solide  cherché  comme  étant  la  somme  de  tous  les-pe-* 
tits  splidas  curvilignes  dont  la  base  est  os/ a.  Divisons 
de  même  le  côté  a  en  m  parties  égales,  soit  a = m»; 
par  chacun  des  poûits  de  division  menons  des  plans 
parallèles  à  celui  des^z  :  il  est  évideôt  qu'on  pourra 
4Considérer  le  solide  représenté  par  ^intégrale  fjdxdz 
comme  étant  la  somme  de  tous  les  petits  parallélépr*- 
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pèdes  curvilignes  dont  la  base  commune  est  (fàOùfy  et 
dont  les  hauteurs  sont  les  valeurs  que  prendra  z  lors^ 
qu'on  y  fera  simultanément  jz=o  eta:=o,  x:=zùù  y 
a:=2  2G},a:=25cû,  etc.,  jusqu'à  a:=(i7i— ^i)û>;  puis 
z  =  a>',  et  de  mêmea:  =  o,  a:=zœ ^  ar=  ^cà,  etc., 
jusqu'à  ;r  =  (/îi— i)a),  et  ainsi  de  Suite  jusqu^à 
zs=s(n  —  î)a>^  et  x:=o,  a:s^c»  ,  etc.;  c'est4i-dire 
que  comme  nous  avons  supposé^  =  ¥(x;  £)f  si  Ton 
désigne  généralement  par  Y|^„,  ce  que  devient  y 
lorsqu'on  fait  simultanément  xz=zm  ^  z  :=  1%'^  les 
valeurs  successives  àej  seront 

Yo.o=F(o,  o),  Y„o=F(«,o),...  Y^„o=F[(m-i>,  o], 
Yo.a  =F<o,20,  Y...=F(*,2*'),...  Y«^,,.=F[(m— i>,2«T, 


Yo, „«,  =F[o,  (m -!>'],       Y,.'».,  ==F(*,  n— !>'], 
Yr,7-,  ^F[(2*,(n-i>T- .  .Y„.,.„.,=F(m-i>,(n~iy]. 


La  valeur  approchée  du  premier  solide  sera  égale  à 
a)«'Y,^  „ ,  celle  du  second  à  cùcoX^^  o  f  Çt  ainsi  de  suite  ; 
on  aura  donc  pour  la  somme  de  tous  ces  solides ,  ou 
pour  la  première  valeur  approchée  de  l'intégrale 
cherchée  : 

+W(Yo. .    +Y., .    +Y., +Y_.,  0 

+W(Y.,.    +Y.,.   +Y.,.....;+.Y_.,.) 

t. 

On  peut  encore ,  en  comniençant  par  les  demies 
solides  dans  lesquels  nous  avons  décomposé  le  culte 
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représente  ipajtjjrdxdz,  regarder  ce  cube  comme  la 
somme  de  tous  les  petits  parallélépipèdes  curvilignes 
dont  la  base  commune  est  cùcd'y  et  dont  la  hauteur  est 
la  valeur  que  prend  z  lorsqu^on  y  suppose  simultané- 
ment z  =  Tio/  et  a:  =  nuù ,  x  ==  (m  — r-  i)co,  etc. ,  jus- 
que tarsctf^  et  ainsi  de  suite,  en  remontant  jusqu'à 
z^ss  ^'  et  x^ismoù  j  a:=:(m— •  i)a»...  xsseo.  On 
trouvera  ainsi  une  nouvelle  expression  de  l'intégrale 
cherchée;  la  première  représentait  la  somme  4^  pe* 
tits  parallélépipèdes  inscrits  au  solide  qu'on  veut  éva- 
luer ,  la  seconde  sera  celle  des  petits  parallélépipèdes 
qui  y  sont  circonscrits.  En  prenant  donc  la  demi^ 
somme  de  ces  deux  expressions ,  et  en  observant  que 
l'on  a  de  la  même  manière ,  en  ne  considérant  que 
les  deux  tranches  extrêmes  du  solide , 

**•  (Yo,p  + Y,,o  +  Yà,o...-|- Ym— 1,0) 
••'(¥,,„+ Yt,«  +  Y8,«...+  Ym,„)       ^ 

on  trouvera  pour  l'expression  de  fjrdxdz  plus  ap- 
prochée de  U  précédente  ^ 

y}-rfa:tfe=^.(^Y...+Y,,o+Y,,....+Y^,,,4iY,,,), 

+4'«'-(5Yo,  ,+Y,,  ,-f-Y,, , . .  .-+-Y«_  ,^  ,4— Y„^ ,  j , 
+«»'.(iY...-t-Y.,.+Y......+Y_...+iY«,.), 


(A) 
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Cette  formule  représentera  d'autant  pltts  eMcte-- 
ment  la  taleur  de  l'intégrale  yydlrJ;&^  que  le  nombre 
des parGésdans  lesquelles  on  aura  divisé  a  et  d ^era 
plus  considérable ,  puisqu^il  est  évident  qu'en  multi-» 
pliant  le  nombre  des  parallélépipèdes  élémentaires 
leur  somme  approchera  davantage  du  solide  cherché. 
Ou  a  donc  ainsi  un  mo^en  de  calculer  l'intégrale 
fjrdxih  avec  toute  la  précision  qu'on  pourra  désirer  ; 
on  pourrait  d'ailleurs  déterminer  aHaljtiqueraent  la 
correction  qu'on  doit  appliquer  à  la  formule  pré^ 
c^knte,  pour  javoir  une  valeur  plus  exacte  del'in^ 
tégrale  qu'elle  représente  3  mais  comme  cette  formule 
de  corh^ction  serart  très  compliquée ,  et  qu  on  en  fe^ 
rmt  hictx  rarement  usage  dans  la  pratique,  nous  ne 
nous  y  arrêterons  pas  id. 

Appliquons  maintenant  les  considérations  précé-^ 
dettes  au  calcul  des  formules 

K,y  =  ^,£'  /^''  Rco8(i<p-/'(p')rf<prf<p'. 

où  les  doutées  intégrales  doivetit  être  prises  depuis  (p 
et  tp'  égaux  à  zéro ,  jusqu'à  ^  et  ^  égaux  à  2^. 
Si  Ton  Suppose 

.   A  ss-^r**^/  ^' Rcosi<pcosiV^*Mft% 
3  st  J^r^'^  /^'*''!l8ini^8Înf(p'c/(pd(p', 

^7P  J    o       J   O 

C  =  -^  r  ''  /"  "  R  sin  i^  cos  i'(p'd(pd<p'  y 

^'JT  J   O       J   O 

D  =  JL  r*  r**  Rcosi(psmi>W(prfp\ 
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Les  intégrales  étant  prises  dans  les  mêmes  limites 
que  les  précédentes,  il  est  clair  qu  on  aura  K| /=  A+B 
et  K^i,/  =:  C  —  D  ;  on  aura  par  conséquent  lef  valeurs 
de  K|/  et  de  K^^,/,  dès  qu'on  connaîtra  celles  de  A ,  B, 
C  et  D.  Occupons-nous  donc  de  calculer  ces  quatre 
quantités. 

Commençons  par  la  première.  Si  Ton  veut  com- 
parer son  expression  à  celle  de  l'intégrale  générale 
fjrdxdZf  il  faudra  supposer  ^  =  jtr,  ^'  =  z  et 
^a=F(ar,  z)=ERcosr^cosr^'.  Les  intégrales  rela- 
tives à  9  et  ^^  devant  être  prises  depuis  ^^::o  jusqu'à 
^  =  2W,  et  depuis  ^'  =  o  jusqu'à  '<p'  z=z  ^i'ic  y  si  Ton 

suppose  la  circonférence  entière  divisée  en  m  parties 

>.  .  .• 
égales,   qu'on  substitue  successivement  ^  = 


air 


m   *' 


ç  =  !i .  —  ,  ^  =  5  .  — ^,  etc.,  à  la  place  de  ^  dans 


m   '    '  m 


R  ;  qu'on  suppose  ensuite  la  circonférence  divisée  en  n 
parties  égales,  qu'on  fasse  successivement  (p'  =  — , 

Ç'=3.  — ,  ^ss'î.  — ,  etc.,  datisR,  et  qu'on  désigne 

en  général  par  Rx,x'  l*  valeur  de  cette  fonction  corres- 
pondante à  la  supposition  que  Fon  a  simultanément 

^  s=  A.  •  -^  et  ^'  =  à'  .  —  ,   d'après  les  notations 
précédemment  adoptées ,  on  aura  généralement 

Yx.  X'  =  Rx.  X'  COS  (îK  ^)  COS  (/'A'  ^) 


La   formule  (  A  ) ,  en  y  supposant  co  ==  —  et 
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»'  —  —  ,  et  eà  faisant  pour  aUrëger  a=si  —  et 

t 

) 

«l'^zs  a  rr  9  donnera  donc  ainsi  : 

Pour  faire  usage  de  cette  formule ,  on  commencera 
donc  par  calculer  les  quantités  R^  ,,>  ^^:^  >  ®*^*>  ^"^- 
suite  on  calculera  les  quantités  suivantes  : 

Pî^=- -R  ^co8o+R    ^co««4-R   ^cofa«...+  -H      co8ra«t, 

o        a     o,o-  ly  o  •  p   a,o  2     «so 

/        !■     .        ■   •  ^  *  I 

P;  ^=  -  Ri  ,  coao  -f-R     cos  a  +  R      cos  a«. . .+  -  R       co»  m«, 

«      2    °»*  ï»»  9|*  a    *»»»* 


y      I  ^  .  ^  «  .1 


P   =-R      coso  +  R     cos«c4-R      co»2*,..+  -R       cos  i7i«  ; 

»        ai    *o,n  «iW  a,»  2      «"»" 

et  Ton  aura  enfin  cette  expression  très  simple , 

A=—  l-P'  C080  -f  P''C08«'-+-  P'COSÙ*'.  .    ^ip'  C08/2a\      (B) 

mn  \2o  »  »  a»  / 

En  changeant  dans  les  expressions  de  F„  F,  ^  etc. , 
et  dans  celle  de  A  les  cosinus  en  sinus ,  on  aura  la 
valeur  de  Tintégrale  que  nous  avons  représentée 
par  B  ^  et  l'on  trouverait  aisément  des  formules  sem- 
blables pour  déterminer  les  valeurs  de  C  et  D. 

Si  l'on  nomme  F  le  premier  terme  ou  la  partie 
constante  du  développement  de  R ,  on  aura 
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Ce  terme  i^epond  à  la  supposition  jde  i=o  et  f=so , 
ce  qui  donne  ar=o  tt'=o.  On  aura  donc  pour  la 
valeur  de  cette  intégrale         '  % 

En  faisant,  pour  ab^ger, 

P»  ==  -  Ro,«  +  Ri,n  +  Ri,«.  •  '  "^  i  '^.■* 

La  valeur  de  F  ainsi  calculée  est  celle  qu'il  faudra 
substituer  dans  les  équations  différentielles  qui  dé- 
terminent la  pàrtip  séculaire  de  la  variation!  des'  été* 
mens  des  orbites*  planétaires. 

Oh  voit  donc  qu'il  sera  toujours  facile  de  déter- 
miner par  une  suite  d'opérations  très  simples  lés 
coefficiens  de  l'un  quelconque  des  termes  du  déve- 
loppement de  la  fonction  perturbatrice ,  du  moment 
que  Pou  aura  calculé  la  suite  des  quantités  que  nous 
avons,  désignées  par  Ro,o>  Ro,t  f  etc.  « 

Il  nous  reste  à  montrer  comment  se  calculeront 
ces  quantités; 

Or ,  R  étant  la  fonction  qui  représente  l'actîôii  ré- 
ciproque de  deux  planètes  m  et  mf,  on  a 


a        7^     :/ 
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Comme  la  partie  i   i'     _-, =-  est 

commune  aux^eux  planètes ,  et  quelle  est  celle  qui 
entraine  les  plus  longs  calculs ,  il  sera  bon  de  la  cal- 
culer séparément ,  et  de  diviser  ainsi  la  fonction  R  en 
deux  parties.  En  n'ayant  égard  qu'à  la  première ,  et 
nommant  p  la  distance  des  deux  planètes  ^  on  aura 

R=  —  ,  et  par  le  n^  i , 

r 

P»  3t:  r*  +  r'*  -r-  ^rr' cos*  i  7  cos  (/ —  i^) 
—  arr'  sin*  ^  y  cos  (i^'  +  i^)  ; 

r  et  r'  étant  les  rayons  vecteurs  de  m  et  de  mf  dans 
leurs  orbites  elliptiques^  i^  et  i^'  leâ  longitudes  vraies 
comptées  ^e  la  commune  intersectioii  4ç  ces  or- 
bites». 

Nous  avons  apmmé  précédemment  ^  et  ç'  les  ano^ 
malies  moyennes  de  m  et  de  m!j  et  nous  avons  choisi 
c^s  4eux  var^bles  pour  les  abscisses  di|  solide  parabo- 
lique dont  F  (^,  (fT)  représentait  Tordounée.  Si  Ton 
suppose,  donc  qu^on  remplace  dans  l'expression  pré- 
cédente r,  r\  p,  V,  par  leurs  valeurs  en  fonction 
des  anomalies  jxioyeiines  àes  deux  planètes,  on  aura 

F  (^,  ^)  =  -jr — 7z  f  et  il  faudra  commencer  par  cal- 
culer les  diverses  valeurs  de  f  (^,  ^')  qui  corre^x>n- 
dent  aux  valeurs  successives  qia'on  peut  donner  à 
(p  et  à  ^^ 

Four  cela,  on  calculera  d'abord  les  valeurs  du 
rayon  vecteur  r  et  de  la  longitude  (^  de  la  planète  m 
correspondantes  aux  valeurs  successites  de  l'anomalie 
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moyenne  ^  c^  o  ^  ^  2=:  —  ,  ^  ss  3  -^ ,  etc.  ;  00  cal- 
culera de  même  les  valeurs  de  r^  et  de  (/  oor* 
respondantes  aux  valeurs  de  l'anomalie  moyenne 

ç'=o,   (p'=  — ,  (p'==2  — ,  etc.,  et  Ton  formera 

un  tableau  de  ces  valeurs.  On  combinera  ensuite  en- 
tre eux  led  résultats  de  ce  tableau ,  de  mattiière  k  for- 
mer les  valeurs  de  chacune  des  quantités  représentées 

généralement  par  pTa  —  ,  A'  —\  A  el  A'  pouvant 

prendre  toutes  les  valeurs  positives,  comprises  pour 
la  première,  entre  o  et  m,  et  pour  la  secondé,  entre 
o  et  H.  Ces  combinaisons  seront  au  nombre  de  tt^X/i, 
ainsi  que  les  quantités  à  former.  Ces  valeurs  calculées^ 

on  en  déduira  géi^ri^lement  R;,,  x'  =  -7 r  1  et 

le$  formules  (B)  el  (C)  donneront  ensuite  les  va«* 
leurs  des  intégrées  cherchées. 

Tout  ce  qui  précède  s'appliquerait  de  même  évi<** 
demment  au  calcul  de  l'intégrale  Jfdpd^^^  résultant 
de  la  deuxième  partie  de  la  fonction  R  :  on  observera 
seulemeiit  que  cette  partie  ne  produisant  aucun  terme 
constant  dans  le  développement  de  R,  la  valeur  de  F 
n'en  sera  pas  altérée.* 

:26.  Lorsqu'on  aura  .effectué ,  par  ce  qui  précède,  le 
développement  de  la  fonction  perturbatrice  en  série  da 
sinus  et  de  cosinus  des  multiples  de  ^  et  de  ^',  rien 
ne  sera  plus  facile  que  d^en  déduire  le  développement 
de  R  en  fonction  des  longitudes  moyennes  »<+  s  et 
n't  +  ^'p  de  m  et  de  mlf  e'est-41-dsre  sous  4a  forme  où 
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cette  quantité  est  ordinairement  employée  dans  le 
calcul  des  perturbations  planétaires.  En  effet,  (f> 
et  <p^  étant  les  anomalies  moyennes  des  planètes  m 
et  m',  on  aura 

^  =  7z^-f-£  —  G?    et    ^'=  n'/  +  ^— o'. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  R«  et  en  faisant 

,      R  z=  mT  sîn  {fn't  —  int  ?+•  î'c'  —  k) 
-H  ?»T' cos  (i  V^  —  înt  +  iW  —  iê), 

oà  aura 

mff  =  K|  /  sin  (iV  —  i(»)  —  K'j^i'  cos  {fcù'  —  «a), 
m'P'=K|/cos(iW  — /«)  4-  K'i/sîn  (/V—  iû)). 

On  pourrait  encore,  à  la  place  de  ç  et  de^%  em- 
ployer toute  autre  variable  que  Ton  voudra  pour  le 
calcul  des  coeffîciens  du  développement  de  R,  il  suf- 
fira de  substituer  à  la  place  de  ^  eU  de  ^',  dans  les 
expressions  dé K|]i^  et  K'j/,  leurs  valeurs  en  fonction  de 
ces  hôuvellès  variables.  Par  exemple,  si  l'on  veut 
faire,  usage  des  anomalies  excentriques  u  et  u%  d'a- 
près les  formules  du  mouvement  elliptique ,  on 
aura 

^  =  a  *-«  ç  sin  2^,       ?l'  ==  w'  —  e'  sin  m'; 

>        •,  •  ' 

d'oiiTon  tire 

d^  ==5  du,{i  —  e  cos  m),    d(p'  ==  dw'(i  —  e'  cos  //). 

Lès  angles  uet  f/  ayant  d'ailleurs  les  mêmes  limites 
que  les  angles  ^  et  ^',  on  aura  donc 


f 
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K/,/=  —I         I       RcofC<(u-Mintt)*rfu'-e'fioi/}](i-dCOfu)(i^'coM/)<2iiiftt% 
K'<,/=  ^  r  ^' r  *'Riinti(a-«sin«)-f'(i/-«'tintt')](i-dCOMiXiVc«iOrfiiJii'î 

et  poqr  le  cas  OÙ  Ton  a  i  =  0  y  f'aez:  o, 

On  réduira  les  coefficiens  de  R ,  sous  le  signe  inté- 
gral ,  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  e 
et  de  eff  et  l'on  effectuera  eqsiaile  les  intégrations  re- 
latives à  II  et  à  £^^ 

Pour  cela^  il  faut  supposer  R  exprimé  en  fooction 
des  anomalies  excentriques  u  et  u^y  en  développant 
ensuite  R  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples 
de  ces  deux  angles.  Soit 

R=r2A|^j/C05(iw— iV)-f-2B|^/sin(m-*^iV) , 

> 

i  et  i'  étant  des  nombres  entiers  positif  ^  négatifs  ou  ^ 
zéro;  on  aura  généralement 

A|  /  =  —,  I      f  *  R  cos  (iu  —  ïvl)diLdv!^ 

B|  /  =  —  p'f  R  sitt  im  —  iV)  dudui, 

et  en  particulier^ 

Il  est  aisé  de  v^ir  quô  tous  les  termes  des  valeurs  de  K^,/ 
et  K'i/  pourront  s'exprimer  au  moyen  des  quantités 
hi^{  et  B|,/  ^^  supposées  calculées  pour  tojutes  les  va- 
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leurs  de  /  et  dé  i',  et  sans  qu'il  soit  besoin  de  nou- 
velles intégrations.  Quant  à  ces  dernières  quantités  ^ 
on  les  calculera  par  la  méthode  exposée  plus  haut 
pour  les  intégrales  doubles  ^  après  qu'on  aura  ec&primé 
les  variables  qui  entrent  dans  l'expressioti  de  R  en 
fonction  des  anomalies  excentrique^  u  et  u'.  Mais  y 
comme  11  est  aisé  de  le  voir,  cette  méthode  entraîne- 
rait dans  de  plus  longs  calculs  que  la  précédente ,  et 
encore  ne  donnerait-elle  que  les  valeurs  des  coeffi- 
ciens  K|^/  et'  K'i^/  exprimés  en  séries  ordonnées  par 
ràj^rt  aux  excentricités  et  à  llnclinaison  mutuelle 
des  orbites  de  m  et  de  m!^  comme  on  les  obtient  par 
les  méthodes  ordinaires. 

*  GàfMifdant  Tëxpressiôn  At  la  fonction  R  en  série 
de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples  de  u  et  de  i/, 
jouit  d'une  propriété  particulière  très  remarquable , 
c*est  qu  0»  peut  en  dàluire  îmmédialsmeat  les  valeurs 
des  intégrales  fctK,  fdtfdK,  fet  des  autres  diffé- 
rences^ partielles  de  la  fonction  fRdt  qui  entrent 
dans  les  expressions  des  variations  des  élémens  de 
l'orbite  de  m,  développées  en  séries  semblables^ 
sans  être  obligé  de  substituer  les  valeurs  de  u  et  u' 
en  fonction  du  temps  t  avant  les  intégrations.  En 
effet  y  soit 

<et  supposons,  comme  précédemmeol , 

Re=32Ag,/cos(î«— iV)thSJBiy&in(iw  — i'^^O-   (fi) 

fS\  '  Txm  différentîc  pat*  rapport  à  u  cette  dernière 
l^oattoii;  qu'on  différentie ,  par  rapport  aux  varia- 
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Uet  Cl  et  ii'^  la  première,  et  qu'ensuite  on  compare 
9éfÊsrément p  ÔMUM  les  équations  résultantes^  les  ter» 
floes  âffedes  de  einus  et  de  cosinus  des  multiples  de  u 
et  u%  en  observant  qu'on  a 

€iu  zst ,     au  =  - 


ou  trouvefa  les  deux  équations  suivantes  : 


j/— ' 


*•     ^  .i-ecotai       î  ^  \i'€cqêu     J-<co•ll/^ 

^  I-€C08tt  \I-tfC08II       l-eCOitt/, 

Considérons  d'abor,d  la  première.  Si  Ton  multiplie 
les  deux  membres  par  (î  —  e  cas  u)  (i  —  e'cos  iJl) , 
on  aura 

es  iA|| ifmn  (iu — i'u^)  —  me'Xiki,  f  «n  (in  ^  i^  cos  a'    I 

Hais  Ou  a  identiquement 

2A'i,  /  sin  (iii  —i^u')  cos  u  =  ^2  A'i,/  sin  [(i  +  i)w  —  i!u!'\ 

et  de  même  v 

XAi^sinCwi— *V)co8tt'  =  i2(Ai/.,  +Ai/^,)  8ia(iïi^*V)^ 
XA'i/«i|(la^iV)oosii'«:ir(AV^.+  A'4/^0"«('^— *V)/ 

L'équation  (e),  eu  y  substituant  oes  valeurs >  et  tn 
comparant  le^  termes  semblables  dans  les  deux  minMK 
bres,  donnera  aîasi  i'  ..     . .      , 


/ 
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et  en  Opérant  de  la  même  manière  sur  la  seconde 
des  équations  (d),  on 'aurait  entre  les  quantités 
B',,iS  B'i./-t»  etc.>  Bi,iS  ft,/-,,  etc.,  une  équa- 
tion semblable. 

Il  sera  facile,  au  moyen  de  ces  équation^,  de  dé- 
terminer la  valeur  des  coefiiciens  A'1^1%  B'i /,  lorsque 
celle  des  coefficiens  A|^  i%  B^y,  du  développement  de 
R  en  série  sera  connue,  quel  que  soit  le  procédé 
qu'on  ait  suivi  pour  l'obtenir.  En  effet,  supposons 
qu'en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  et  aux 
produits  des  excentricités  le  second  membre  de  le- 
-quation  (g) ,  on  ait 

Ai,i'-  Se'(Ai.i'«,+  Ai.i V.)  =  PCo)+pC0+pC0^.p(3)+  etc.,  (h) 

p(o)^  pco^  pco^  etc.,  étant  des  quantités  connues;  dont  la 
première  est  indépendante  des  excentricités  ,  la  se- 
conde est  un  binôme  doutées  deuit  termes  ont  pour 
facteur  e  ou  e\  la  troisième  un  trinôme  dont  chaque 
terme  a  pour  facteur  l'une  des  trois  quantités  e*,  ee', 

e'%  et  ainsi  de  suite. 

« 

Soit  de  même 

oùQ.^.,,  Q^  ^,  etc.,  sont  des  inconnues  qu'on  supposera 

ordonnées  p^r  raj^rt  à  e  et  à  e',  de  la  même  ma- 
nière que  les  quantités  connues  E^'^,  F»\  P^»\  etc.  En 
substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (k)p^et  en 
égalant  les  termes  semblables  dans  les  deux  mem- 
bres ,  on  aura 
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(in  -  fn')  (f'I  s=  inPCO  +  i  ,W  (q^'>      +  Q^    ^ 
-  _i,V*(QW   ,+  qW     \ 

■  •  ••  ' 

etc. 

*  .  .   . 

La  première  de  ces  é<]tiatîo^$  donnera  immédiate* 
ment  le  premier  terme  du  développement;  de  Â'i;/,  et 
Ton  en  déduira  successivement  autant  de  termes  de 
xrette  série  qu'on  voudm,  au  moyen  des  équations 
suivantes^  On  obtiendra  de  la  même  manière  la  va^ 
I^r  eo  série  du  coefficient  B'i/.  La  valeur  de^  Tinté* 
grale  fd'Bi  étant  ainsi  complètement  déterminée^  oa 
en  déduira  celle  de  Tintégraley^^'R,  en  substituant, 
dans  l'équation  (c),  /d'K  à  la  place  de-R.  On  pour- 
rait étendre  a;i^ément  tout  ce  que  nojos  venons  de  dire 
aux  intégrales  plps  générsles.  fRdt ,  JfKdt%  et  l'oa 
en  déduirait,  par  la  différentiation ^  les  différence^ 
partielles  de  fRdt,  par  rapport  aui:  élémens  de  l'or- 
bite de  m^  qui  entrent  dans  4es  formules  qui  .déter- 
minent leurs  variations.  On  aurait  donc  ainsî^  les 
yariatiops  finies  de  ces  élémensr,  sans  être  obligé, 
pour  effipetuer  les  intégrations,  de  réduire  la  fonc- 
tion pepturbatjrjk:e  k  ne  renfermer  explicitement 
qu'ime  seule  variable  ;  mais  cet  avantage  paraîtra 
bien*fa%)ef  si  Ton  observe  que  les  élémens  de  l'or.^. 
Tome  lïl*  9 
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bîte  troublée  se  trouveront  alors  exprimés  en  séries 
des  sinus  et  cosinus  jdes  angles  u  et  u'j  et  qu'il 
faudra  de  nouvelles  opérations  pour  les  ramener  à 
la  forme  de  séries  procédant  suivant  les  sinus  et  co- 
sinus des  multiples  des  longitudes  moyennes  nt-^^, 
rit^fl.  Cette  manière  de  développer  les  fonctions 
KffRdt,  etc.|  ne  nous  parait  donc,  qu'un  point 
curieux  d'analyse;  elle  entraînerait  le  calculateur 
dans  des  opération^  beaucoup  plus  longues  que  les 
méthodes  ordinaires ,  et  nous  ne  l'avons  exposée  ici 
que  parce  que  plusieurs  ouvrages  en  ont  déjà  fait 
mention  9  et  qu'il  nous  semblait  utile  d'en  signaler  les 
iaconvénienà. 

Au  reste,  ce  que  nous  avons  dit  précédemment 
suffira  p  dans  tous  les  cas ,  pour  obtenir  d'une  ma-^ 
nière  très  approchée  les  valeurs  des  coeffidens  de 
la  série  qui  résulte  du  développement  de  la  fonction 
perturbatrice  >  toutes  les  foiç  que  i  et  f  ne  seront  pas 
de  trop  grands  nombres;  car  on  voit,  d'après  les  va- 
leurs de  P'o,  P', ,  F^ ,  etc.  (^u"  :î5),  qu'on  sera  obligé 
de  resserrer  de  pliis  en  plus  les  ordonnées  du  cube  pa- 
rabolique à  mesure  qu'on  considérera  des  inégalités 
dépendantes  de  multiples  plus  élevés  des  anomalies 
moyennes  des  deux  planètes  ^  P?^^  ?^^  1^  termes 
dont  ces  quantités  se  composent  ne  changent  pas  trop 
souvent  de  signe ,  '  ce  qui  nuirait  k  leur  exactitude. 
Il  pourra  donc  arriver  que  les  calculs  deviennent 
impossibles  par  ^eur  multiplicité,  et  l'on  sera  obligé 
alora^de  renoncer  aux  avantages.qu'offre,  sous  d'autres 
rapports,  l'emploi  de  cette  méthode.  Mais  nous 
reviendrons  sur  cet  objet  lorsque  nous  nous'  oc- 
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€uperon3  de  rëduire  eji  nombres  les  formules 
analytiques  des  înëgalités  planétaires ,  cette  di- 
gression nous  ayant  àéjh  écarté  trop  long -temps 
du  sujet  principal  que  nous  traitons  en  ce  mo- 
ment. 


•• 
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CHAPITRE  III. 


Inégalités  planétaires  dépendantes  des  carrés  et  des 
puissances  supérieures  des  excentricités  et  des 
inclinaisons. 

27 .  Nous  ayons  divise,  dans  le  livre  II ,  les  ipëgalités 
des  planètes  qui- résultent  de  leur  action  réciproque , 
en  deux  espèces  distinctes,  les  unes  séculaires ^  les 
autres  périodiques.  Dans  le  chapitre  VIII  du  même 
livre ,  nqus  avons  exposé  la  théorie  complète  des  pre- 
mières^ et  dans  le  chapitre  IX ,  nous  avons  développe 
les  inégalité$  périodiques  indépendantes  des  excentri- 
cités et  des  inclinaisons^  et  celles  qui  dépendent  de 
leurs  premières  puissances.  Nous  nous  proposons  ici 
de  porter  plus  loin  ces  approximations,  et  de  présen- 
ter des  formules  générales  au  moyen  desquelles  on 
pourra  déterminer  les  inégalités  périodiques  dépen- 
dantes d'une  puissance  quelconque,  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  et  même  celles  qui  dépendent  du 
carré  des  forces  perturbatrices. 

Dans  toute  inégalité  planétaire  il  y  a  deux  élémens 
à  considérer,  le  coefficient  et  l'argument  j  le  premier 
détermine  la  grandeur  de  l'inégalité,  le  second  sa 
période.  Tous  les  termes  du  développement  de  la 
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fonction  perturbatrice ,  qui  dépendeat  du  carré  et  des 
puissances  'Superieut^es  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons^ étant  en  général  insensibles,  ils  ne  peuyent 
produire  d'inégalité  considérable  dans  le  inouveraent 
d'une  planète  ,  que  par  les  petits  diviseurs  que  Tinté* 
gration  leur  fait  acquérir  n"  69 ,  livre  II.  La  gran- 
deur de  chaque  inégalité  dépend  donc  non-seulement 
de  l'ordre  de  termes  auxquels  elle  appartient ,  mais 
encore  des  modifications  que  les  termes  de  la  fbnc~. 
tion  perturbatrice  auxquels  elle  correspond ,  subis-r 
sent  dans  les  équations  différentielles  du  nK)uv.ement 
troublé,' 

'  Si  le'  coefficient  qui  multiplie  le  temps  sous  le 
signe  sinus  ou  cosinus  a  une  valeur  considérable^ 
l'argument  prendra  des  accroissemens  rapides^  1^ 
période  de  l'inégalité  sera  courte,  et  sa  grandeur 
dépendra  uniquement  de  l'ordre  auquel  elle  appar-< 
tient  y  relativement  aux  excentricités  et  aux  incli- 
nai^ns  des  orbites*  Dans  la  théorie  des  planètes 
principales,  on  ne  porte  ordinairement  l'approxima- 
tion, relativement  à  ces  inégalités,  que  jusqu'aux 
termes*  qui  sont  du  premier  ordre  par  rapport  aux 
excentricités,  et  qui  dépendent  de  la  première  puis*» 
sance  des  masses  perturbatrices.  Cette  approximatioa 
suffit;  et  d^ailleurs  comme  de  pareilles  inégalités  se 
n^anifestent  promptement.aux  regards  de  l'observa- 
teur, il  n'est  pas  à  craindre  que  la  théorie  puisse 
€n  omettre  aucune  susceptible  de  devenir  cpnsidé- 
rable.  > 

Si  au  contraire  le  coefficient  du  tenips  sous   le 
signe  sinus  ou  cosinus  est  une  très  petite,  quantité^ 
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rargument  croit  alors  avec  une  grande  feoteur,  la 
période  de  l'inégalité  est  très  longue ,  et  pendant 
long -temps  on  peut  regarder  .ses  accroi^semens 
comme  proportionnels  au  temps.  Ce  n'est  donc  que 
par  la  comparaison  d'observations  très  éloignées  que 
de  pareilles  inégalités  peuvent  devenir  sensiUes  ;  et 
elles  ont^  comme  on  voit,  tous  les  caractères  de 
véritables  inégalités  séculaires.  Oncles  à  nommées 
inégalités  à  longue  période,  et  leur  théorie  est  d'au-* 
tant  plus  importante  dans  l'exposition  analytique  du 
système  du  monde ,  qu'après  avoir  été  re^urdées 
long-temps  comme  une  anomalie  dans  la  loi  de  la 
pesanteur  universelle^  elles  en  sont  devenues  une 
des  preuves  les  plus  convaincantes  depuis  qu'on  en  a 
réconnu  les  véritables  causes. 

C'est  à  Laplace  qu'on  doit  cette  découverte.  Les  ob- 
.ervations  .ndennes  et  modernes  indi^dent  dans  le 
mouvement  de  Jupiter  et  dans  celui  de  Saturne 
deux  grandes  inégalités  qu'on  avait  en  vain  cherché 
il  expliquer  par  la  théorie ,  parce  qu'on  ne  supposait 
pas- qu'il  put  exister  dans  le  mouvement  des  planètes 
aucune  inégalité  sensible  parmi  les  termes  dépendans 
des  puissances  d^  excentricités  supérieures  à  la  pre- 
mière. Ces  inégalités  sont  affectées  de  signes  con- 
traires, en  sorte  que  si,  par  leur  effist,  le  moyen 
moutement  de  Jupiter  parait  s  accélérer ,  le  moyen 
mouvement  de  Saturne ,  au  contraire ,  parait  être  re* 
tarde  ;  et  vice  versd.  Enfin ,  Laplace  remarqua  en- 
core que  l'accélérai  ion  du  moyen  mouvement  de  la 
première  de  ces  planètes ,  déterminé  par  Halley,  était 
au  ralentissement  du  moyen  mouv<»nent  de  la  seconde, 
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k  très  peu  près  comme  la  masse  de  Saturne,  multipliée 
par  la  racine  carrée  de  son  denii^rand  axe,  est  à  la 
masse  de  Jupiter  multipliée  de  même  par  la  racine  car^ 
rée  de  la  moitié  du  grand  axe  de  son  orbite.  Ces  diverses 
relations  sont  celles  qu'indique  la  théorie  entre  les  iné- 
galités à  longue  période  de  deux  planètes  réagissant 
Tune  sur  Tautre.  Comme  d'ailletirs  les  moyens  mou-^ 
yemens  ne  peuvent  être  soumis  à  aucune  inégalité 
indépendante  de  leur  configuration  mutuelle,  Laplace 
ne  douta  plus  que  les  inégalités  dont  il  s'agit  ne  ré- 
sultassent de  l'action  réciproque  de  Jupiter  et  de  Sa*^ 
turne ,  et  que  ces  inégalités,  rangées  parmi  celles  que 
l'on  ayait  regardées  jusque-là  comme  inappréciables, 
ne  devinssent  sensibles  par  l'effet  de  quelque  circons- 
tance particulière.  En  effet ,  lés  moyens  mouvemens 
de  ces  deux  planètes  approchant  beaucoup  d'être 
conunensurables , .  en  sorte  que  cinq  fois  le  moyeti 
mouvement  de  Jupiter,  moins  deuit  fois  celui  de  Sa- 
turne ,  est  une  très  petite  quantité ,  l'inégalité  à  lon^ 
gue  période  qui  dépend  de  cet  ai^ûment  peut.deye- 
nir  considérable  en  acquérant  cette  petite  quantité 
pour  diviseur,  cpoiqiï'elle  soit  au  moins  du  troisième 
ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinai-^ 
sons.  Le  ddeul  confirma  pleinement  cette  conjecture; 
et  c'est  ainsi  que  cette  découverte ,  l'uiie  des  plus 
belles  de  l'Astronomie  physique,  résulta  d'une  suite 
de  considératioQS  fondées  sur  la  théorie,  sans  que  le 
hasard ,  quelquefois  si  *  favorable  mêftne  aux  géoni^ 
très ,  y  ait  eu  aucune  part. 

Il  en  est  de  même  de  toutes  les  inégalités  de  l'espèce 
de  celles  que  nous  avotts  nommées  inégalités  à  hn*- 
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gués  périodes^'  elles  seront  4^autant  plus  sensibles^ 
que  les  moyens  mouyemens  des  deux  planètes  qui 
réagissent  l'une  sur  l'autre ,  approcheront  davantage 
d'être  commensurables;  et  l'on  voit  que  plus  elles 
croîtront  avec  lenteur^  plus ,  toutes  choaes  égales  d'aîl- 
leui^y.  elles  pourront  devenir  considérables.  Parmi  ces 
inégalités  y  les- plus  importantes  sont  celles  de  Jupiter 
et  de  Saturne  >  à  cause  de  la  grandeur,  de  leurs  coeffi- 
ciens;  et,  par  cette  raison^  on  a  été  forcé  de  porter 
dans  leur  calcul  l'approximation  jusqu'aux  cinquièmes 
puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons  ^  et 
jjUsqu'aux  termes  dépendans  du  carré  des  masses.  On 
verra  que  les  résultats  qu'on  a  ainsi  obtenus  représen- 
tent les  observatipns  avec  une  grande  précision.  Une 
inégalité  à  loQgue  période  existe  encore  dans  le  mouve- 
ment de  la.  planète  Uranus  ;  une  autre  ^  mais  beaucoup 
moins  sensible ,  dans  le  mouvement  de- Mercure  ;  en-» 
fin  ^  on  a  découvert  y  dansées  derniers  temps  ^  dans 
le  mouvement  de  la  Terre  une  inégalité  de  même 
espèce  I  dont  le  coçiHcient  est  peu  considérable^  il  est 
vrai  f  puisqu'il  ne  s'élève  guère  qu'à  deux  secondes^ 
mais  que  cepeadant  les  observatipns  modernes  ren- 
dent sensible ,  et  qui  doit  être  comprise  désormais 
parmi  celles  qui  servent  à  la  construction  .des  ta^ 
blés  du  Soleil. 

La  théorie  des  inégalités  à  longue  période  va  par- 
ticulièrement nous  occuper  dans  ce  chapitre.  Nous 
déterminerons  celles  du  rHjon,  vecteur ,  de  la  lon-^ 
gitude  et  de  la  latitude^  qui  dépendent* d'une  puis- 
sance quelconque  des  excentricités,  en  employant 
la  méthode  fondée  sur.  l'intégration  directe  des  équa- 
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tions  différentielles  du  mouvement  troublé ,  et  ensuite 
le  procédé  de  la  variation  des  constantes  arbitraires. 
Ainsi  que  nous  lavons  fait  dans  le  livre  11^  nous 
montrerons  l'accord  parfait  de  ces  deux  méthodes  ^ 
et  nous  indiquerons  les  avantages  particuliers  à  cha- 
cune d'elles. 

Dans  l'un  des  chapitres  suivans^  nous  réduirons 
ces  formules  en  nombres,  en  y  substituant  les  va- 
leurs relatives  à  chaque  planète.  Ce  grand,  travail 
avait  déjà  été  en  partie  exécuté  par  divers  géomè- 
tres avant  même  Tapparition  de  la  Mécanique  cé-^ 
leste;  cependant  il  n'avait  point  encore  atteint  toute 
la  perfection  désirable  :  de  nouvelles  inégalités  ont 
été  découvertes  depuis  cette  époque,  et  quelques  er- 
reurs inévitables  dans  les  longues  opérations  numé- 
riques ont  été  signalées  dans  plusieurs  résultats  de 
cet  ouvrage.  J'ai  donc  pensé  qu'il  serait  utile  dé  re- 
prendre ici  ce  travail  en  entier,  et  de  profiter  des  re- 
cherchés de  tous  les  géomètres  qui  se  sont  occupés 
des  inégalités  planétaires,  pour  présenter  dans  un 
même  ensemble  le  tableau  des  résultats  les  plus  com- 
plets et  les  plus  exacts  qu'on  ait  obtenus  jusqu'à 
présent  dans  cette  partie  de  la  théorie  du  système  du 
monde,  si  importante  pour  la  précision  des  tables 
astronomiques,  dont  elle  est  la  base. 

>3«'.A6p^c^^>^  la  formule  (5)  du  n°  89  du  livre  II: 
-^+V-VaR-r(5;r)  =  o.    (i) 

Si  l'on  suppose,  comme  daiis  le  n*  48,  r=  a(i-f-M), 
et  qu'on  observe  que  par  les  formules  du  mouvement 
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/ 

elliptique  on  a  -^  =:/?',  on  aura 

<  ■ 

OU  bien 


^ 


En  faisant  donc,  pour  abréger, 

l'ëquation  (i)  deviei^dra  .  - 

D'après  Tcxpressioa  du  rayon  vecteur,  Up  et  par 
c;onsë<pient  F,  sont  des  quantités  de  Tordre  des  ex- 
centricités, il  Suffira  donc,  dans  l'équation  précé- 
dente ,  de  substituer  pour  S^r^  dans  les  ternies  multi- 
pliés pdx  F,  la  yaleur  de  cette  quantité  résultante  des 
approximations  qui  précèdent  celle^que  Ton  consi- 
dère.^Si  donc  on  substitue  pour  u  sa  valeur  dans  F, 
et  pour  ^r  les  valeurs  résultantes  des  premières  ap- 
proximations^ et  qu'on  fasse ,  pour  abréger, 

on  pourra  regarder  P  comme  développé  «n  une  suite 

de  sinus  et  des  cosinus  des  multiples  des  moyens 

^ mou vemens  delà  planète  troublé^  et  de  la  planète 

• 

perturbatrice.  Soit  donc  Q     (fit  +  f)  l'un  quelcon- 
que des  termes  de  cette  suite  |  en  n'ayant  égard  qu'à 
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ce  terme  i  on  aura       ■         . 


et  l'on  satisfera  à  cette  équation  en  faisant 

On  déterminerait  de  la  même  manière  phacun  des^ 
termes  de  la  valeur  de  rj^r  correspondant  au  terme 
que  l'on  aura  considéré  dans  la  fonction  P  ;  et 
d'après  la  théorie  des  équations  linéaires,  la  réunion 
de  tous  ,<:es  termes  formera  la  valeur  complète  de 
la  quantité  ri'r. 

Cela  posé,  considérons  dans  B,  un  terme  de  la 
forme  :    / 

n^kços  [i(n't—  nt  +  e'  —  é)  +  liU-^k^^C], 

En  observant  que  r^=a^  ,  n*  4»  o*»  auw  **" 
lativement  à  ce  teime  : 

et  si  Ton  observe  qu'en  faisant  /t  =  i ,  ce  qui  revient 
à  prendre  pour  unité  de  masse  la  somme  des  masses 
du  Soleil  et  de  la  planète  m,,  on,  a  a^n*  =  i ,  il  est 
aisé  dé  voir  qu^il  en  résultera,  dans  la  valeur  de 

— ^ ,  le  terme  suivant  ï 


«• 
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OÙ  i  peut  prendre  toutes  les  valeurs  positives  ou  né- 
gatives depuis  zéro  jusqu'à  l'infini. 

Le  diviseur  de  cette  expression  étant  la  difierence 
de  deux  carrés,  peut  s'écrire  ainsi 

[i(n'— «)+(/+!)«]  [i(ra'— «)  +  (/—  i)n]  ; 

et  si  l'un  des  deux  facteurs  de  ce  produit  est  une  très 
petite  quantité,  l'inégalité  précédente  pourra^deyenir 
considérable.  . 

Dans  l'impossibilité  où  Ton  est  de  calculer  rigou- 
reusement toutes  les  inégalités  qui  dépendent  du 
carré  et  des  puissances  supérieures  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  a  cause  de  leur  multiplicité,  on 
doit  s'attacher  spécialement  à  celliçs  qui  peuvent  ac- 
quérir quelque  influence  par  l'intégration,  et  l'ex- 
pression (5.)  donne  un  moyen  très  simple  de  les  re- 
connaître a />rR>r{. 

En  effet,  tous  les  termes  du. développement  de  R 
sônf  généralement  insensibles,  loi^qu'on  passe  la  pre- 
mière puissance  des  excentricités  et  des  inclinaisons , 
à  cause  de  la  convergence  de  la  série  ;  et  si  ces  termes 
produisent  ensuite,  dans  l'expression  du  rayon  vec- 
teur, quelque  inégalité  importante ,  cela  provient  né- 
cessairement de  ce  que  Tintégraiion  leur  fait  acqué- 
rir de  très  petits  diviseurs  qui  les  refndent  considé- 
rables. Cette  circonstance  se  présente  toutes  les  fois 
quil  existe  quelque  rapport  de  commensurabilîté 
entre  les  moyens  raouvemens  de  la  planète  troublée 
et  de  la  planète  perturbatrice.  Les  inégalités  qui  en 
résultent  dans  les  mouvemens  de  ces  deux  planètes 
croissent  avec  une  grande  lenteur,  puisque  le  coeŒL- 
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dent  du  temps ,  sous  les  signes  sinus  ou  cosinus  dont 
elles  sont  affectées ,  est  suppose  une  très  petite  quan- 
tité ;  elles  mettent ,  en  général^  plusieurs  siècles  a  pas* 
ser  de  leur  maxintum  au  minimum  de  leurs  valeurs  y 
et ,  par  cette  raison ,  on  les  a  nommées^  comme  nous 
layons  dit ,  inégalités  à  longue  période. 

On  voit ,  par  ce  qui  précède ,  comment  les  inéga- 
lités de  cette  espèce  peuvent  devenir  considérables , 
quand  même  elles  dépendraient  des  puilssances  supé- 
rieures des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

* 

Ainsi  donc^  pour  étudier  complètement  la  théorie 
d'une  planète ,  on  commencera  par  former  tes  trois 
quantités  i  (n'  —  n)  -H  (/  —  ^)n,  i  (n*  -—  /i)  -|-  '^  ^ 
i(n' —  ^)-+'(^+  0^'  ^^"^  lesquelles  /  sera  Texpo- 
sant  de  la  puissance  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons auxquelles  on  s'est  arrêté  (n""  4)  f  ^^  ^  pourra 
prendre  toutes  les  valeurs  positives  et  négatives  pos- 
siblesy  depuis  zéro  jusé[u'à  l'infini.  Si  parmi  ces  va- 
leurs il  en  est  qui  rendent  l'une  des  Irois  quantités 
précédentes  très  petite ,  on  considérera  dans  R  le 
terme  qui  leur  correspond  ,*  et  Ton  déterminera  par 
la  formule  (5)  l'inégalité  qui  en  résulte  dans  l'ex-^ 
pression  du  rayon  vecteur  ;  on  réunira  ensuite  cette 
inégalité  aux  autres  termes  du  i^yon  vecteur  qui  dé- 
pendent du  même  argument^  et  qu'on  déterminera 
de  la  manière  suivante  t 
Nous  avons  supposé, 

—  8m7+9«'- — etc. 
On  a  (n*  5) 
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-; 

d*où  Ton  conclura 

-f-  22-  «5  cof  5  (nf  4-  •  —  •)  +  etc.). 

Soit  niaÎBtentnt 

G  cos  [i(/i'^  —  ni  •+■  é' —  ê)  +  gnt  H-  gé  +  >f)] 

tr 

Ton  des  fermes  de  là  valeur  de  —    dépendant    des 

puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons  d'un 
ordre  inférieur  à  celui  qiie  l'on  coi^idère^  et  déjà  dé« 
terminé  par  les  approximations  précédentes.  lExi  com- 
binant cette  valeur  avec  la  précédente  ^  il  en  résul- 
tera dans. la  fonction  on'.F/r  des  termes  de  cette 
forme 

OÙ  î  est  susceptible  de  toutes  les  valeurs  positives 
et  négatives ,  en  y  comprenant  zéro  ;  et  où  Ton  doit 
supposer  successivement  y=  i,  f=  2,  /*=  5,  etc. 

Si  parmi  ces  termes  on  choisit  ceux  dans  lesquels 
on  a  g[  =i=  y  =  Z^  et  où  le  coefficient  H  est  du  même 
ordre ,  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  indi- 
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misons  f  que  les  inégalité  que  Ton  veut  calculer  ; 
qu^OQ  lés  substitue  dans  TëquatioD  différentielle  .(^)^ 
et  qu^après  l'intégration  on  les  reunisse  aux  termes 
qui  résultent  directement  de  la  fonction  R ,  et  que 
nous  avons  déterminés  plus" haut,  on  aura  toutes 

les  inégalités  de  —  qui .  dépendent  de  l'argument 

i(n't  »^  nt)  r^  Int  f  et  qui  peuveijit^  par  consé- 
quent^ devenir  sensibles  dans  l'expression  du  rayon 
vecteur.  On  trouve  ainsi 

S-  i  /i«XH  co«  [*  (n't  — 111  +  f  '  —  ,)  4.  ^1  +  /f  +  /] 
-*^-^[^^„<'^-''thiK'>r'n,^^'.)+in.^,+ei\  >(4) 

la  caractéristique  Z  devant  comprendre  tous  les  ter^ 
mes  de  la  fonction  FJ^r  qui  dépendent  de  l'argument 
m't  -H  (/  — r  /)  nt ,  et  qui  sont  de  l'ordre  /  par  rap- 
port aux  excentricités  et  aux  inclinaisons.^ 

En  donnant  à  f,  dans  cette  formule ^  toutes  les  va- 
leurs entières  positives  et  négatives,  y  compris .  zéro., 
on  aura  toutes  les  inégalités  du  rayon  vecteur  de  l'or- 
dre l  dans  lesquelles  le  coefficient  de  nt  surpasse  ou 
est  surpassé  par  celui  de  n't  de  /  unités. 

ag.  Déterminons  les  termes  correspondans  de  la 
^  valeur  de  cTi^;  on  a,  par  la  formule  (6)  du  n""  89  du 
livre  II, 


nrd.tr  +  dri'r 


-  an  ^3/fdt.d'K  ^~  %fr  (^)  dT^ 


tv  = ^.Sr! ^= ^     -^,  (5) 


e* 


En  négligeant ,  pour  plus  de  simplicité ,  le  dénomi- 
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nateur  V  r  —  €*,  et  en  ne  coYisidérant  d^abord  que 
la  partie  de  S 9  qui  dépend  de  la  fonction  R^  on   - 
aura  e 

J^ç  =  ^5afndtfd'K—2afr(^yndt}     (6)   ] 
par  conséquent  y  en  vertu  du  ternie 

■ 

fi/k cos  [i{n't  —  nt  +  ê'  —  i)  +  lnt-\-h  +  €], 
que  cette  fonction  renferme ,  on  aura 

/  et  l  étant  susceptibles  de  toutes  les  valeurs  positives 
ou  négatives,  y  compris  zéro.  . 

Si  la  quantité  iÇn' —  n)  -^  In  est  très  petite/ il  en 
résultera  dans  ^v  une  inégalité  d'autant  plus  sen- 
sible, que  le  carré  même  de  cette  quantité  entre 
comme  diviseur  dans  Fexpression  précédente.  Cl^st 
donc  spécialement  au  calcul  des  inégalités  qui  sont 
assujetties  à  cette  condition  qu'il  faut  s'attacher  ;  et 
elles  sont  d'autant  plus  importantes  à  considérer,  que 
le  moyen  mouvement  de  la  planète  m  est  affecté  lui- 
même  des  mêmes  inégalités.  En  effet,  en  faisant 
Z=:/ndi,  on  a  (n*^  45,  livre  II) 

eTÇ  =  —  5ffandt.dK. 

En  n^ayant  donc  égard,  dans  le  développement  de 
la  fonction  R,  qu'au  terme  que  nous  considérons,  on 
aura 

di=  r,fJ/jT?^"^-|,-fl^  «n  [»  (n't  —  ««  +  ,'-,)  H,  Int  +  /•  +  C]. 
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La  partie  de  J^(^  qui.  a  pour  diviseur  le  carré  de 
i(n'^—  ri)  -f-  l^i  est  donc  celle  qui  résulte  de  la  yaria- 
tioa  du  moyen  mouvement  dans  l'expression  de  la 
longitude  moyenne  fit  -}-  g.  Le  second  terme  de  cette 
expression  dépend  de  la  variation  de  Tépoque  ;  mais 
comme  le  premier  est  généralement  beaucoup  plus 
considérable  que  les  autres,  on  pourra ,  sans  erreur 
sensible,  appliquer  au  moyen  mouvement  la  ya«» 
nation  entière  de  ^s^  calculée  par  la  formule  précé*- 
deate. 

Considérons  maintenant  la  partie  —    ,   , ou 

-7-^r de  1  expression  de  &v.  La  quantité  — -^r^" 

s'obtiendra  immédiatement  en  multipliant  le  coeffi- 
cient de  l'expression   précédente  de    —^  par •'.•»• 


œ 


-^  Jii 1 — Z_J  ^  et  en  changeant  ensuite  les  cosinus 

en  sinus.  Pour  plus  de  simplicité,  nous  la  laisâeronâ 
soûs  cette  forme. 

drcT* 

Quant  à  la  quantité  ^-j>  c'est  d'elle  que  résul- 
tent dans  cTf^  les  termes  indépendans  de  R,  qu'on 
calculera    de    la    manière    suivante     :     l'équation 

r=:a(i  +  u)  donne,  en  difierentiant  — ^-sst  •-=-.  En 

vertu  de  la  valeur  de  u  rapportée  plus  haut ,  on  aura 
donc 


Tome  IIL  10 


\ 
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-|-|  e*  sm4  (w^+<  —  a) 
6a5 

Reprenions  par  h  cos /{nt-^i  —  eo)  un  terme 
<|uèlcoQqiit  de  cette  suite  ^  et  considérons  comme 

pràj^eipQï^V  4*W  ^  le  t^rme   • 

G  CQs  [/(n^* -«-1»* -f^  «' -^  1)  4- gii^  •+•  g€  +  »  ]. 

Sii  Von  corol^ine  ç^  terixiQ  ayec  ceux  dont  se  com- 
pose Tç^pF^ssipA  précédente  de  —^ ,  il  en  résultera 

dans  le  produit  — y  .  —  une  suite  de  termes  de  cette 

'^  anal     a 

ferme  : 

s  et  i  étâPt  suspeptiblei^  de  toutes  1^  valeura  posi- 
tives et  négatives,  y  cotnpris  zéro,  et  le  signe  supé- 
vîour  ayi^nt  lieu  quand  /est  pris  positivement  et  le 
signe  inférieur  dans  le  cas  contraire.  On  voit  de  plus, 

par  l'expression  de  —j ,  que  f  est  l'exposant  de  la 
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puissance  la  moins  élevée  de  Texcentricité  e  dans  la 
série  que  h  représente. 

Si  dans  la  suite  de  termes  ainsi  déterminés  on 
choisit  ceux  où  Ton  a  gdbfzzzl^  et  si  on  les  réunit 
aux  termes  qui  résultent  directement  du  développe- 
ment de  Ry  et  dont  l'expression  a  été  donnée  plus 
haut ,  on  aura  alors  tous  les  termes  de  JV  qui  dépen- 
dent de  l'argument  i(n'  —  n)t  +  Int ,  et  que  Tinté- 
grationpeut  rendre  sensibles.  On  trouvera  ainsi  ^ 


i  étant  susceptible  de  toutes  les  valeurs  positives 
ou  négatives  y  y  compris  zéro^  /  étant  le  nombre 
d'unités  dont  le  coefficient  de  n't  surpasse  ou  est 
surpassé  par  le  coefficient  de  nt,  et  le  signe  Z  devant 

comprendre  tous  les  termes  du  produit  — ^  qui  dé- 
pendent de  Targument  i(/i' — n)  t^lnt^  et  qui  sont 
par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  du 
même  ordre  que  K. 

lia  période  des  inégalités  du  rayon  vecteur  et  de 
la  longitude  dont  nous  venons  de  donner  l'expression 
générale  étant  supposée  très  longue ,  les  élémens 
elliptiques  des  orbites  de  m  et  de  m^  changeront  pen«* 
dant  cet  intervalle ,  en  vertu  de  leurs  yariations  sé- 
culaires; et  pour  l'exactitude  des  résultats ,  il  sera  né- 
cessaire d'avoir  égard  à  ces  altérations  dans  les  for- 
mules précédentes.  C'est  à  quoi  Ton  parviendra  très 
simplement  de  la  manière  suivante  : 
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Nous  supposerons  aux  ternies  du  développement 

de  R  qui  dépendent  de  Targument 

iÇfi't ..^nt+i' '^€)^lnt'^U cette  forme  ; 

R  =  mVs\n{i{n't—  nt  +  i^  —^)^lnt  +  &] 
-f-  rn!Vcos[i(n't — nt-^  e  — ,f)  +  ItU  +  U\. 

En  différentiant  par  rappoii  à  nt,' on  aura 

dl\=i'^m'(i^I)ndiPcos{i(n't  —  nt+^-^  e)  +.//i^+  le] 

Si  Ton  intègre  maintenant  cette  expression  par 
parties  en  y  regardant  P  et  P'  comme  des  fonctions 
variables  des  élëmens  desw  orbites  de  tu  et  de  m\ 
on  aura 

rp'+__2^p_ ^'^ 

L         ['  ("'—  ")  +  in^dt       li,(n'—  n)  +  /«]  «A» 

>•    r itdP' 3d'P   

|~L        [/{«'—»)+//»]  rft       [i(«' —  n)  + /#i]>A' 

+  in„'Jn)llnydt>  -'*'■]  <=<«['('»''-'"-H'-.)+/"t+/.]. 

Les  quantités  -^ ,   -^  ,   -y-  ,    etc. ,    décroissant 

avécune  grande  rajSîditë,  vu  la  lenteur  des  variations 
séculaires  des  élémens  elliptiques ,  on  pourra ,  dans 
la  plupart  des  cas,  n'avoir  égard  qu'aux  deux  pre- 
miers termes  des  série3  précédentes. 

On  aura  ensuite,  en  vertu  de  la  valeur  précédente 
deR, 
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Il  est  inutile  d'avoir  égard  aux  variations  des  quan- 
tités P  et  P'  dans  ce  terme ,  qui  est  toujours  très 
petit  relativement  au  précédent;  la  valeur  de  J^u 
deviendra  ainsi 


a 


;^^=p  ^Î.Kâin  li{nft  — nf -f  i'—  i)  +  Int  4.  /t  +  ^] 
l[i(n'-/i)-f.//i]«  L        [t(«'-/ï)H-//i]É/0     i{n''n)'^ln     da  f       ^^  -t-      j-r      -r   . 

On  obtiendrait  relativement  au  rayon  vecteur  une 
expression  semblable ,  en  introduisant  à  la  place  de  R 
sa  valeur  précédente  dans  l'équation  différentielle  (i), 
et  en  l'intégrant  ensuite ,  en  ayant  égard  à  la  varia- 
bilité de  P  et  P';  mais  comme  les  termes  qui  eu  ré- 
sulteraient dans  l'expression  de  —7-  sont ,  à  très  peu 

près  y  insensibles^  nous  nous  dispenserons  de  cette 
opération. 

Pour  déterminer  les  valeurs  de  -^ ,    ^  ,  -^  ^ 

-TT- ,  etc. ,  il  faudrait  dîfférentier  les  quantités  P  et  P' 

par  rapport  aux  élémens  elliptiques  que  ces  quantités 
renferment  y  en  substituant  ensuite ,  au  lieu  des  dif- 
férences de  ces  élémens  y  leurs  valeurs  ordonnées 
par  rapport  aux  puissances  du  temps ,  on  aurait  les 

expressions  «e  ^ ,  -^  ,   ^  ,  -^ ,   etc. ,  develop- 


i5o  THÉORIE  ANALYTIQUE 

pees  de  la  même  manière;  en  s'en  tenant  aux  termes 
multipliés  par  le  carre  du  temps  ^  l'expression  précé* 
dente  de  ^v  prendra  alors  cette  forme  : 

(A  +B^+C^»)sin[i(/i'*— /i^  +  é'— £)-f-Z/i^+&] 

et  cette  expression  pourra  s'étendre  en  général  à  plu- 
sieurs siècles  y  avant  et  après  l'instant  que  l'on  aura 
choisi  pour  époque. 

Mais  dans  les  applications  il  sera  plus  simple  de 

déterminer  les  valeurs  de  ^,  -^,  ^ ,  -^ ,  de  la 

manière  suivante.  L^expression  de  F  au  bout  du 
temps  t  sera  généralement 

P    +    ^    -J-  +  •  -7T    +    etc. 

Cette  expression  ^  en  s^en  tenant  aux  termes  dé- 
pendans  du  carré  du  temps,  pourra  s'étendre  à 
mille  ou  douze  cents  ans  avant  et  après  l'instant  que 
Ton  a  choisi  pour  époque. 

Cela  posé  on  calculera ,  en  ayant  égard  aux  varia- 
tions que  subissent  dans  cet  intervalle  les  élémens  des 
orbites ,  les  valeurs  de  P  pour  deux  nouvelles  époques 
distantes ,  la  première  de  t\  la  seconde  de  i\  de  celle 
d'où  l'on  compte  le  temps  t^  En  noiâmant  P^  et  P^  ces 
valeurs^  on  aura 

*  •         dt      ^      i.a      dt^  ^ 


l5t 
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d'où  l'on  tire 

On  aurait  de  la  même  manière  les  valeurs  d(8  --e- 

dt 

et  de  -^-T. 

I 

Dans  la  plupart  de  ces  cas,  c'est-à-dire  lorsque 
les  inégalités  que  l'on  veut  déterminer  ne  sont  pas 
très  considé/ùbleSy  On  petit ,  MxEiMè  tiOtisi  l'avons  dit 

plub   hàttt  dâtis  restpresdidii  dé  iv,  néghgtt  -^ 

d*iy  I 

et  ^  ;  on  aufft  filoni  ^impletnetit 

dt  '~       t'      ^  dt  ~       i       '  •  : 

t^  déâjguàtlt  îrî  un  iâtervâllé  dé  deux  a  tf<ii§  sikles 
qui  sépare  les  éppques  |>our  lesquelles  les  valeurs 
de  iP,  P, ,  t'  et  ]?^,  ont  été  calculées. 

3o.  .La  fotmule  (8)  ^  lorsqu'on  tié^gd  les  t«F«f 

mes  dépendans  des.  différeûç«  ^  et  '-^  ^  doit-Côfcl<» 

eîdei»  afèc  la  ftjitetilé  (?)•  CÎ'e^i ,  eli  éèéè ,  i» 
dont  ît  e«t  facile  de  â'aâ&tiréf  en  Û^étippïÂ  tëttÈ 
dernière  y  et  en  observant  que  par  la  comparaff^Â 
des  deux  expressions  que  nous  avons  suppèsées  aifm 
tftfraes  de  K   que  nous  considérons  ^  oit  a 
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Réciproquement^  il  est  souvent  utile  dans  la 
théorie  des  perturbations  planétaires  de  réunir  en  un 
seul  terme  les  diverses  parties  d'une  inégalité  dépen- 
dante d'un  argument  déterminé  i'vl  —  in.  pour  cela  y 
on  commencera  par  décomposer  ces  différentes  par- 
ties^ de  manière  à  donner  à  leur  somme  la  forme 
suivante 

Asin(£'/i7 — m^+î'g — iè) +Bcos(zV< — int^it — m). 

Si  l'on  suppose  ensuite  que  l'inégalité,  dont  il  s'agit 
devienne 

li  sin(iW^  — •  m^ -J- iV  — -  î£  4- ô)  ^ 
on  aura  pour  déterminer,  L  et  8  les^  deux  jéquatiohs 

L  =  V/ÂH^S   tang  8:^  ? 

Ces  transformations  nous  seront  très  ^tiles  dans 
la  suite. 

3 1  *  Lorsque  la  valeur  de  —  sej'a  déterminée  *  il  sera 
facile  d'en concturç  celle  de  —.En  effet,  si  l'on  désigne 

par.  -"^  li^  partie    de    ^—  qui  dépend   de  l'angle 

i(n't^-^nt  4-  é'  —  fi)  +  hvt^  k  et  par  •..;.•••. 
2N  cos  [i(7i'/  —  nt  H-  e'  —  i  )  +fnt  + /^  +  X ].  les 
autrçs  termes  dpnt,  cette  quantité  se  compose ,  on 
?iura 

-  4  ■  ■ 


r 
a 


Si  l'oD  substitue  pour  -sa  valeur  i  •^M,etque  dans. 


« 
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Je  produit  uSFcQs[i(nft — nt-^i — ^}'i'f^i'+'fi'\'X]  ? 
on  ne  conserve  que. les  termes  dëpendans  de  l'angle 
î[n'^  —  71^  +  ^  —  «)  +  lnt  +  /ê ,  que  pour  abréger 
on  désignç  ces  termes  par 

7liCOs[i{n!t  —  nt  +  e'  —  é)  +  Z/i^  +  &  +  0], 

réquation  prëcëdénte ,  en  n'ayant  égard  qu'aux 
termes  qui  dépendent  du  même  argument ,  don- 
nera 

• 

5a.  II  nous  reste  à  déterminer  les  inégalités  du 
mouvement  de  la  planète  en  latitude.  On  .pourrait 
employer  pour  cela  la  formule  (7)  du  n°  89,  livre  II. 

d^ .  rts    ,    u  .  r^s  dK  ,   . 

Comme  cette  équation  suppose  que  l'on  prend 
pour  plan  fixe  celui  de  l'orbite  primitive,  après 
avoir  differentié  par  rapport  à  z  la  fonction  R^  on 
fera  z  =  o  dans  le  résultat ,  et  l'on  formera  le  déve- 
loppement de  la  fonction 

-r-  5=;^Z'  \ • 5-  —  -TT 

par  les  mêmes  moyens  que  nous  avons  employés 
pour  le  développement  de  la  fonction  R.  Od  peut 
d'ailleurs  déduire  ces  deux  expressions  l'une  de  l'autre 
au  moyen  des  formules  du  n*  4>  l'équation  (9) 
ayant  même  forme  qiiSe  Féquatîoii  (i)^  s'intégrera 


I 
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ensuite  de  la  même  manière ,  et  dondêra^  par  des 
approximations  successives >  les  inégalités  de  la  lati- 
tude de  tel  ordre  qu'on  voivlra^  par  rapport  hnx 
puissances  et  aux  produits  des  excentricités  tl  des 
inclinaisons. 

Mais  comme  les  inégalités  de  la  latitude  sont  en 
général  très  peu  considérables^  il  suffira  dç  détet^ 
miner  celles  qui  pourraient  deyeair  sensibles  par  les 
très  petits  diviseurs  que  l'intégration  leur  fait  ac- 
quérir. Alors  il  sera  plus  simple  d'employer  à  cette 
détermination  les  formules  relatives  k  la  variation 
des  constantes  qui  fixent  la  position  du  plan  de  Tor- 
bîte.  On  aura^  n'*  86>  livre  H, 

er^=i=«r^sin(<^ — u)  —  j^pcùs(if — II).  (lo) 

Et  pour  déterminer  S'p  et  S'q ,  on  aura ,  n*  4  ?  les^ 
formules 

Si  l'on  se  borne  à  considères  dans  reipY*eiMiion  de 
la  latitude  y  parmi  les  termes  dépendant  d'un  atigu» 
ment  donné  ceux  qui  sont  de  Tordre  le  moins  élevé 
par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinatsens ,  on 
pourra  négliger  les  termes  multipliés  par  e*  et  y*  y 
dans  cea  deux  expressions  1  ce  qui  donne  hvsûnyï 
On.  aura  sinftplei;nent  ainsi 
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Soit  donc 

m'A  X^  cos(iV^  —  m^  +  B  —  agn  ) 

un  terme  quelconque  de  R  dépendant  de  Fangle 
in^t  —  int.  En  n'ayant  égard  qu'à  ce  terme  ^  on 
aura 

^  =  2gm'A\^^  '  cos(iV<  -^  m^  -f-  B  —  ^gll), 

j^  sâ  3g/î»'  Aa'*-'  sin  (t'/ï'<  —  ih*  +  B  —  3gn), 

et  par  conséquent 

cTp  =  _  ?.g^  X»*-  sin  (i'n'e  -  m<  +  B  -  agU) , 

J^^  =  _  ^^  X'*~'  co«  (iV/  —  i/tf  +  B  —  2gn). 

En  substituant  ces  valeurs  dans  ^expression  (lo) , 
on  trouvera 

^s  =  ^^A^-*sin[zV^.m^-.iM-B-(2g-i)n].  (i  i) 

On  aura  donc  ainsi  les  inégalités  de  la  latitude  cor- 
respondantes aux  termes  de  R  qui  dépendent  de 
l'angle  îvlt'^intj  et  que  la  petitesse  du  diviseur 
înl^^-^in  peut  rendre  sensibles.  L'expriession  de  i^s  ne 
renferme,  il  est  vrai,  ce  diviseur  qu'à  la  première 
puissance;  et  90us  ce  rapport,  llnégalité  qui  e& 
résulte  doit  être ,  par  conséquent ,  beaucoup  moinr 
considérable  que  l'inégalité  correspondante  de  la  Ion-- 
gitude  moyenne;  mais,  d'un  autre  côté,  fordre  de 
son  coefficient  se  trouvant  abaiêsé  d'une  unité ,  cette 


i56  THÉORIE  ANALYTIQUE 

circonstance  doit  contribuer  à  augmenter  sa  valeur^ 
Au  reste  ^  toutes  les  inégalités  de  la  latitude  d'un 
ordre  supérieur  au  premi)er  sont  insensibles  dans  les 
xnouvemens  des  planètes^  excepté  relativement  à 
Jupiter  et  à  Saturne  ^  à  cause  du  rapport  de  com- 
mensurabilité  qui  existe  entre  leurs  moyens  mou- 
vemens. 

35.  Si  Ton  veut  rapporter  le  mouvement  de  m  à  un 
plan  fixe  très  peu  incliné  à  celui  de  son  orbite  primi- 
tive ,  qu'on  nomme  (p  l'inclinaison  de  cette  orbite  sur 
ce  plan  ^  9  la  longitude  de  son  nœud  ascendant ,  et 
ç'  la  projection  de  i^  sur  le  plan  fixe ,  en  supposant 
que  m  ne  quitte  pas  le  plan  de  son  orbite  primitive^ 
on  aura^  à  très  peu  près^ 

v'  —  9  =  ^^ — ^  tang* ^ sin  2  ( (^ — 9), 
s  =  tang  ^  sin  (  f'  —  S  )  , 
ou  bien 

i;^ — i  9=  i^ — ^^tang(pcos(  ^ — Ô). 

Si  donc  on  fait  croître  la  latitude  ^  de  cT^,  on  aura 

/ — 9=t=(^ — ^tang*(psin2(i^ — 6) — jJ's\ang(pcos(if — 9). 

On  voit  l  par  conséquent  ^  que  la  variation  de  la 
latitude  introduit  dans  l'expression  de  la  longitude 
rapportée  à  un  plan  fixe  ,  des  inégalités  dépendantes 
des  carrés  et  des  puissances  supérieures  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons;  mais  les  termes  qjai  en. 
résultent  sont  insensibles  même  dans  la  théorie  de 
Jupiter  et  de  Saturne. 

54*  Nous  allons  considérer  en  particulier  les  i  négal  ités 
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dépendantes  du  carré  et  des  produits  des  excentricité 
et  des  inclinaisons.  En  ne  portant  l'approximation  que 
jusqu'aux  termes  dépendans  des  premières  puissances 
des  excentricités  et  des  inclinaisons ,  on  a  trouvé , 
n*  85  du  livre  II , 

Ir      m' 

—  =  — CCOcos  «(/»'£— n^-f-i'—•)-^m'cp(Oco■  [i(/i'l— /it  -f-*'— i)4-ii£-f.|—  ^] 

-f-»«VE(0co8  [« (/l'i  — nf  ^-  1'—  .)  -j.  w«  H-  •  —  »']. 

En  supposant  /  =  2  dans  les  formules  (4)  et  (7)  (^\ 
on  trouve  ainsi  :  • 

-m  /i  .  ^  -|-E(Occ'coi  [i(n'f  —  n£  -|-  •'— ,)  -j.  an  «  -f-  ai  —  «'—  »]     (I 

a*  ^  [r  (/»'—  /i)  -h  3n]  [i  (/i'—  «)  +  n] 

/»;—  ^'^^«^)     '»^.  I     (C<0-f-D(0)c«5in  [i(/i't— ««  +•'—  •)+  anl  H-ai— a»] } 
^■^  a«rtrf«       2     i  4-  ECOec'sin  [i(/i'«  —  /i«  -|-  §'—  i)-f  an<  -|-  a»  —  »'—/»]   / 

{,       «/A    ) 

En  donnant  à  i  toutes  les  valeurs  positives  et  néga- 
tives, en  y  comprenant  zéro,  on  aura  toutes  les 
inégalités  du  second  ordre,  dans  lesquelles  le  coeffi- 
cient de  n!t  surpasse  celui  de  nt  ou  est  surpassé  par 
lui  de  deux  unités. 

Si  la  quantité  in'  +  (2  —  i)n  diffère  peu  de  dbn, 
l'un  des  diviseurs  i{p!  —  w)  -j-  3w  ou  Un'  —  w)  +  ti 

rit" 

étant  peu  considérable ,  l'expression  de —j  peut  ac- 
quérir une  valeur  sensible.  Si  la  quantité  m'+(2 — îpi 
est  très  petite,  les  termes  de  l'expression  de  cTi^  et 

(^)  Les  valeurs  de  F,  pages  i^x^i  i42;  doivent  être  changées 
de  signes. 


i)-f-2»«-#-2«-KJ.> 


(A) 
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tieux  de  la  valeur  de  —  qui  ont  cette  quaiitîté  pour 

diviseur  y  pourront  donner  lieu  à  d^s  inégalités  con- 
sidérables. 

En  désignant  par  —  la  partie  de  —  qui  dépend 

des  carrés  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des 
orbites  et  de  l'angle  ((n't-^-^nt^e^ — g)  H- aw^ -f- ijg , 
on  aura 

—  =  --1.  -I-  ^  (CCO-f-aD(O)c»  cos  [i  (n't  —  /ir  +  •'-  •)  4-  a««  H-  *•  •- 1>#] 

a        «•         4  L(B) 

H f:(<>e«^  cc«  [i  («'«  —  nt  4-  •'  —  «)+  ai»«  +  îM  —»  —  »'] . 

La  fonction  R  renferme  des  termes  de  l'ordrô  du 
carré  des  excentricités  et  des  inclinaisons  qui  dépen- 
dent de  Tangle  i(n't — /i^ -[-/-—  c).  Supposons  qu'en 
n  ayant  égard  qu^à  ces  termes  on  ait 

R  =  m'k'cosliÇn't-^nt  +  e'  —  0+P]- 
En  faisant  /  =  o  dans  les  formules  générales  (4) 

et  (7),  on  aura  pour  les  inégalités  de  —  et  cTi' dé- 
pendantes du  même  argument  » 

3    ^  ,  i     DCOé*c<M  i  {n't  —  m;  -4-  /»-  •)  \ 

^  _!M/(r<>y)   ,  m'f     D<Oô»smi(n'f  — «4 -4^  •'—•).  > 

Si  la  quantité  i{n! — h)  diffère  peu  de  ±  ti  ,  alors 
i*exprc8SÎon  de  -^  peut  acquérir  une  valeur  sensible 
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en  vertu  de  l'un  des  très  petits  divisenrs  i(n'-^  ^)'\^^ 
ou  i{n''-^  ri) — n  qu'elle  renferme  ;  enfin  si  la  quantité 
i{m' ''^n)  est  très  petite^  o'est««ii*dire  si  les  moyens 
mouvemeus  des  deux  pUuètes  différent  peu  l'un  de 
l'autre,  11  en  résultera  des  inégalités  qui  peuvent  de* 
vernir  très  sensibles  dans  l'expression  des  longitudes 
des  deux  planètes. 

En  désignant  par  —  la  partie  de  —  qui  dépend 

de  l'angle  i(n't — nt^  êf — g)  et  qui  est 'de  Tordre 
dcKi  <^rr^  des  excentricités  et  des  inclinaisons ,  on 
aura: 

î^a;;,::^4,!2<aD^o_ccQyeosz(/»'^-^^ 

-+-^EC0ee'cos[i(n'^-7ï^+e'-«)+«-û>'].  l 

i  devant  être  pris  avec  le  signe  +  et  avec  le  signe  '^ 
dans  toutes  ces  formules.  Les  formules  (C)  et  (D)  in- 
troduisent,  comme  on  voit,  dans  Texpression  du 
rayon  vecteur  et  de  la  longitude,  des  termes  du 
second  ordre  par "^  rapport  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons,  qui  dépendent de^  menues  arguniens  que 
les  termes  indépendans  de  ces  deux  élémens. 

Les^  formules  (A),  fB),  (C)  et  (D)  donneront  toutes 
les  inégalités  du  rayon  vecteur  et  de* la  longitude, 
dépendantes  des  carrés  des  excentricités  et  des  incli- 
Baisons  ;  mais  comme  leur  nombrS  est  trop  considé* 
rable  pour*  qu'on  les  puisse  calculer  toutes,  on  se 
bornera  a  déterminer  celles  qui  sont  assujetties  à 
l'une  des  quatre  couditirats  énoncées  plus  haut ,  et 
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qui,  par  cette  raison,  peuvent  acquérir  une  valeur 

sensible. 

Si  Tune  des  inégalités  de  la  longitude  est  suscep-^ 
tible  de  devenir,  considérable  il  sera  nécessaire ,  dans 
l'expression  de  «Ti^ ,  d^avpir  égard  à  la  variabilité  des 
élémens  des  orbites,  on  pourra  recourir  alors  a  la 
formule  générale  (8)  ,  et  elle  donnera  sans  peine  des 
formules  applicables  au  cas  où  l'on  considère  les  iné- 
galités dépendantes  du  carré  des  excentricités  et  des 
inclinaisons. 

35.  Considérons  maintenant  les  inégalités  dépen- 
dantes des  cubes  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 
Comme  ces  inégalités  ne  deviennent  sensibles  que  par 
les  petits  diviseurs  que  l'intégration  leur  fait  acquérir, 
on  peut  se  borner  à  calculer  les  termes  qui  sont 
affectés  de  ces  diviseurs. 

Pour  cela,  supposons  que  par  l'approximation 
précédente  on  ait 

—^  =  h  cos[/(7i'< — w<+  e' ■—  e)  +!mt  +  26+ cT]. 

Le  coefficient  h  étant  affecté  du  très  petit  diviseur 
i{n!  —  n)-|-3/i.  Il  en  résultera  dans  —le  terme 

Acos  \i(n't  —  w^  +  e'  —  g)  +  nnt  +  36+  cT]. 

Et  cette  valeur  de  —  introduira  dans  l'équation 

différentielle  (i)  ties  termes  dépendant  de  l'angle 
i{n't — n^+é' — 6)+ 5/1^+ 36,  et  des  termes  dépen- 
dans  de  l'angle  i(n't  ^^nt  +€^  —  6)  +  n^  +  6,  qui 
auront  pour  diviseur  i{n'  —  /i)  +  3/î,  d'après  ce  que 
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nous  avons  dit  n^  a8;  en  ne   considérant  cpie  ces 
termes,  on  aura 

Mm  2 

3 

Enfaisantdonc/=3dansla  formule  générale  (4)f 
et  en  observant  que  Ton  peut  négliger  i(n!  — n)  +  5/i 
devant  n  dans  les  diviseurs  de  cette  expression ,  on 
aura,  en  ne  considérant  que  les  termes  qui  ont 
i(n  —  7i)+5w  pour  diviseurs. 


~  =  —  -  eh  cosy{n't  —  n£  +  /— t)  +  3«/  +  3i  —  •  4  cf]   . 
-f-  i  cA  C08  [i(/i'/  —  nf  +  /  —  f)  +  n/  +  t+  #  +  ;^] 

En  vertu  de  cette  valeur  et  de  la  précédente 

—;-==  k  cos  [i(n't /î^+ g'  -i— 6)  +  2nt  -f-  2€  -f-  Jj , 

on     aura  pour  la  partie  de  — ^  qui  a  pour  diviseur 

—  =  feeô^f(7i'f  —  7î^  4-  g' —  g)  +  27^r  •+-  ae  -f-  cTf 


—  eh  cos[i(/î*^  —ni  -|-  g' — g)  -f-  3/2<  -|-  5g  — "û>+  S% 
,  +  M  Cô9[£(^n'f  *— i  w^  4"  g'  •^—  g)  4-nif  +  C-+-  û;  -f-  /]  [  W 

Tome  IIL  ii 
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l'équation  (5)  peut  s'écrire  ainsi  -, 

j^»,==?^^^_  5aJ/ndt.dR-afndta'f^. 

En  ne  consîdéi^nf  que  les  termes  qui  dépendent 
de  l'angle  i(n^t  —  711+ é —  g)  -|-  nt-^i,  et  qui  ont  pour 
diviseur  i(n! — /î)+37i,  en  vertu  des  valeurs  précé- 
dentes^ de  -r-  et   *^ ,  oii  trouve 

wi-  ^    1  ■      =  "^ { " f )«««n[«(ii ^— »<+»  — •H-n«4-«-*»«-M j 

La  quantité  i(n^ — /i)+57i  étant  très  petite,  dans  le 
coefficient.de  cette  inégalité  on  peut  supposer,  sans 

erreur  sensible ,  i{nf — w)=— S/i;  la  partie  indépen- 
dante de  R  de  la  formule  (5)  introduira  donc  dans 
l'expression  de  cTf;  le  terme 

En  vertu  de  la  valeur 
le  terme      '  .    introduit  dans  le  cTp  ,  le  suivant  ; 

a'nat 

ou  bien  en  observant  qu'on  a  à  très  peu*  près ..... 
i{n!  —  7i)  +  5/1=?  o ,  le  terme 

-f-  ih  sin  \i^'t — 71^  •-}-  g' — ,0+^'*^'+"2H-'  J^]  ; 

le  terme  —  -^     donnera  celui-ci  : 

■Hw  ^ish  sin  [i(/i'^ — ii^+«' — «)+5w^+ 5e— ■  ar  •+-  cT], 
]p)n   réunissant  donc  les  diffécentes  parties^  de  «Ti/; 
faisaùt  /i=  5  dans*  la  formulé  genéjrttle  (7),   et  en 
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ne  considérant  que  les  termes  qui  ont  i{n!  ^-^n)  +  3n 
pour  diviseur,  on  aura 

^= eh  sin  [«(«'«  —  n«  +  •'  —  •)  +  3/i£  -f-  3t  —  •  -f  /] 

—  %h  sia  [i  {n't  —  /i<  4-  •'  —  •)  +  a/if  +  a«  +  J"] 

5 

^-eh  sin  [i  («'<  —  nt  +  g'  —  i)  -f.    «j  -|.    .  -|-  »  -|.  /]  /    (F) 

Les  formules  (E)  et  (F)  donneront  toutes  les 
inégalités  du  troisième  ordre  croissant  avec  une 
grande  lenteur ,  et  qui  peuvent  devenir  sensibles  en 
acquérant  par  l'intégration  un  très  petit  diviseur. 

36.  On  pourra  donc ,  au  moyen  des  formules  des 
n"*'  28  et  29  f  déterminer  toutes  les  inégalités  de  m 
dépendantes  d'une  puissance  donnée  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  qui  peuvent  avoir  une  valeur  sensi- 
ble. Mais  lorsqu'il  s'agit  seulement,  comme  dans  le  nu- 
méro précédent ,  de  calculer  quelques  inégalités  parti*' 
culières  dépendantes  d'un  argument  déterminé,  il  est 
plus  simple  d'employer  la  méthode  de  lavariatioa  des 
constantes  arbitraires ,  qui  donnera  immédiatement 
toutes  les  inégalités  d'un  ordre  quelconque ,  qui  de- 
viennent sensibles  par  les  petits  diviseurs  que  l'inté- 
gration leur  fait  acquérir,  sans  qu'on  soit  oblige  de 
s'occuper  des  inégalités  d'un  ordre  inférieur. 

En  effet ,  soit 

m'ÀCOS  [/(»7— Wi+€'— é)+//l^+Z6— /ûl— /ûj'— 2/'ri], 

Fun  des  termes  du  développement  de  R.  D'après  la  loi 
de  ce  développement,  n"*  4>  i  et  /  étant  supposés  posi- 
tifs, et  i  plus  grand  que  /,  le  coefficient  m  sera  de  l'ordre 

Al.. 
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/ou  d'un  ordre  supérieur  dé  deux ,  de  quatre ,  etc. , 
unités ,  relativement  aux  excentricités  et  aux  incli- 
naisons ;  en  sorte  que,  si  parmi  les  inégalités  dépen- 
dantes de  Tangle  i(n^t'^nt)-^Int ,  on  n'a  égard  qu'à 
celles  qui  sont  de  l'ordre  le  moins  élevé ,  relativement 
aux  excentricités  et'  aux  inclinaisons,  m  sera  de  la 
forme  e^e'-^'A*-^"A  ,/$/'  et y^' étant  des  nombres  tous 
trois  positifs  liés  par  l'équation  l — / — /'  —  2/"  =  o 
et  A  étant  une  fonction  indépendante  des  excentri- 
cités et  des  inclinaisons  des  orbites.  On  aura  donc 

~  c=  2/Ve<^'A*^"-'A  =  ^^. 
Supposons  maintenant  que  le  terme 

prenne  la  forme  suivante  : 

en  comparant  ces  deux  expressions^  on  aura 
P  =  ^sm(/«+/V+2/'n),   , 

(II) 


'n).  j 


P'  =  kcos  (fcû  +•/'«'  +  a/'n) 
Si  Ton  différentie  par  rapport  à  e ,  â> ,  A ,  et  II  ces 
expressions ,  et  qu'à  la  place  de  ^  et  d  e  ^  on  subs- 
titue  leurs  valeurs  précédentes  ^  on  trouvera 


dP            dF 
dm^^  de  ' 

dp'                dP 
dm—'   ^^  de  ' 

dP            dP' 
rfn  ~"  ^   d)i  ' 

dP'              ,   dP 
dn  —~^  dh' 

Cela  posé,  si  pour  abréger  on  fait  i(nU — /i^-f-é' — ë) 
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^lnt+k=ietf  et  qu'oa  néglige  les  inégalités  qui 
seraient  d'un  ordre  supérieur  à  /,  relativement  aux  ex- 
centricités et  aux  inclinaisons ,  on  trouvera,  n**"  17  (*), 
que  le  terme  précédent  du  développement  de  R ,  in- 
troduit dans  chacun  des  élémens  de  Torbite  de  m  les 
inégalités  correspondantes  qui  suivent  : 

/a  = rn : ;—  (r  sin  «  +  P  cos  «). 

m —  (i  —  i)n  ^  '' 

i/i  —  (1  —  l)n  \de  de  J 

m' an         (dV  ,  dP  \ 

edW=     T-f — J-. yr—  I  -y-  sin  «  —  j-  cos  «  ), 

m'a/isiii>       /dF  .  </P  \ 

P= r^-7 — r: — TT^  l  -r-sinn  — -7—  cos*  1, 

m'flwx  /^rfP  .         .  </P'  \ 

Ces  diverses  inégalités  peuvent  devenir  très  sen^ 
sibles,  si  le  diviseur  zV — (/• — l)n  est  une  très  petite 
quantité  ;  les  plus  considérables  seront  d'abord  celles 
du  moyen  mouvement,  à  raison  du  très  petit  coeffi^ 
cient  dont  elles  ^ont  affectées ,  et  ensuite  celles  de 
l'excentricité  et  de  la  longitude  du  périhélie,  parce 
que  l'ordre  de  ces  inégalités  se  trouvant  abaissé  d'tme 
unité  par  rapport  au  premier  de  ces  élémens,  et  de 
deux  unités  par  rapport  au  second ,  elles  peuvent , 
par  cette  cause,  devenir  très  sensibles  si  Texcen- 
tricité  est  très  petite ,  et  même  surpasser  les  inéga-^ 
lités  correspondantes  du  moyen  mouvement ,  quoi- 

(*)  Lesterines.de  ^a,  ^,  etc.,  donnés- n**  17,  ont  été  pris  jm» 
erreur,  avec  un  signe  contraire. 
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qu'elles  n'aient  pourdîviseur  que  la  première  puîssaii^ce 
de  la  quantité  in! — (i  —  l)n^  comme  la  théorie,  des 
satellites  de  Jupiter  en  offre  un  exemple.  C'est  donc 
principalement  aux  inégalités  de  ces  trois  élémens 
qu'il  faudra  avoir  égard  dans  la  détermination  des 
perturbations  planétaires. 

Il  ne  s'agit  plus  que  d'introduire  ces  variations 
dans  les  formules  du  mouvement  elliptique»  pour 
avoir  les  formules  qui  conviennent  au  mouvement 
troublé.  On  a 

p  zizfndt  -j-  6  +  2C  sin  {fndt  +  6  —  co) 

+  I  e*sin  2  {fndt  •+•  €  —  ût)  -|-  etc. 

Cette  valeur  de  la  longitude  Vraie  étant  celle  que 
Ton  obtient  lorsque  dans  les  formules  de  l'orbite 
elliptique  on  change  le  moyen  mouvement  nt  en 
fndt ,  pour  rendre  ces  formules  applicables  au  mou- 
vement troublé^  conformément  à  ce  que  nous  avons 
dit  n**  45 ,  livre  II. 

Si  l'on  différentie  l'expression  précédente  par  rap^ 
port  à  la  caractéristique  /^  en  observant  que  l'on  a 
fndtz=znt'-{rÇ ,  et  qu'on  peut  supposer  fndtz^nt  dans 
les  termes  qui  sont  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices, 
puisqu'on  néglige  ici  leur^arré ,  en  supprimant  les 
termes  qui  après  la  substitution  des  valeurs  de  Ç,  Jfe , 
J'e,  etc. ,  seraient  d'un  ordre  supérieur  à  l,  on  aura 

A'===Ç+J^^+^^2SÎn(7i^+6— -û>)-f-fesin2(n^-f-€ — a>)'] 
— eJ^û)[2cos(w^-f-€ — û>)+|«cos2(/t^4-«-ft>)]; 

Si  dans  cette  expression  on  substitue  pour  C,  J'e , 
et  eS'oi}  leurs  valeurs  précédentes ,  et  que  pour  abré- 
ger on  fasse 
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m'an  dk         • 


(G) 


(i — l)n  —  in        de 

ct^€  = — f(»  —  f^où'  —  3/^'n  ,  on  trouvera 

p  (/if—  n)  Jh  /«]•  t  —  tfPcos  \}lnH  —  nf  -f-  •'—  t)  4-  fet  4-  /fl  J 

(     a.^sintiV/  —  H*  -I-  •'—  i)  -f-  tnt  +  /•]  ) 
i(r.'-/i)  +  /n  |_^.gcoi[i(i»'(  --  »£  +  /-  •)+*««  +  /•]) 
—  ièfcfinp(n'«—  nt  +  /—  •)  -»-  //rt.+  /t  4-  C] 

3 

-+-  i^h  WD[i(n'«  —  n£  +'  t'—  •)  +  (/  —  i)nt  4-  (/  —  i)t  +  •  +  C] 

5 
-h-ehsïnlUnft  —  ni  4-  •'—  •)  4-  (/  —  a)/»l  4-  (/  —  a)i4-a«i+  Q. 

De  rnéme  pour  le  rayon  vecteur  on  a 

-s=5  1 — ecos(/ndi+€ '^ùf) 

+  ^  e^i  — cos2{fndt  +  € — «)]  +  etc. 
et  en  différentiant  par  rapport  à  J" 

—  Œs f.  e/e  —  /«  [co«  («I  +  f  —  •)  4-  «  cos  »  (m  4-  •  —  «Oî 

^^e/«i  Jjnn  (ni  -f-  •  —  «)  4-  e  «n  afjtl  +  t  — '  •)]. 

En  substituant  pour  ^a,  J^e,  ^a>  leurs  videurs  ,  on 
aura 

£C  —  ay7/(/— Q/»     r      flP  sin  [i(n'l  —  n«  4-  /  —  t)  4-  //»<  4-  /•]  ^^ 
a  *^î(n'— ii)-|.f/i   l  +  nFcoi  [«(//l  —  ni  4-  f'  —  »>.4- //it  4-  ^0 7 

—  cA  co«  (;i(»'l  —  »t  +  f'  —  «)  -f.  /m  -I-.  /i  -j-  C]  ,  y  (H) 

i-f.  ^  cof  li(n^t  —  m  4.  i'  —  «)  -f.  (/_|)itii4.(/^i)c4.  W4-fl 
-|-eAco8  [t(/if^  —  m  4-  •'—  •)  4-(/— a)nf  4-(/— »>4-îMi4<]. 

'  Enfin ,  en  veriu  de  l'équation  (  1 1  )  du  n*  Sa ,  ie  terme 
m^kcos[i{nU—nt+i'—i)+lnt'^h^f^  a/'IÎ] 

de  la  valeur  de  R  produira  dans  Tiexpr^ion  de  J^a  la- 
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titttde  le  suivant  : 

Si  Ton  fait  maintenant  lz=s5  dans  les  expressions^ 
précëdentês  y  en.  observant  qu'on  a  ^  =;:  J^  — «  (v, 
et, que  pourP  et  P'  on  substitue  leurs  valeurs  en 
fonction  de  k  et  de  ^  données  par  les  équations 
(laj'/^on  retrouvera  les  valeurs  de  J'r,  Sv  ^  JV 
que  nous  avons  déduites^  n""  35^  des  formules 
générales  des  n**'  28  et  29.  L'accord  des  deux  pro- 
cédés est  donc  parfaitement  vérifié ,  quel  que  soit  le 
'  degré  d'approximation  que  l'on  veuille  obtenir ,  ainsi 
que  nous  l'avions  déjà  établi  dans  le  n^  91  du  li- 
vre II ,  relativement  aux  termes  dépendans  des  pre- 
mières puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

57. Laméthode  de  la  variation  des élémens de  Torbite 
elliptique  conduit  très  simplement,  comme  on  voit, 
à  la  détermination  des  inégalités  qui  sont  affectées  de 
diviseurs  qui  les  rendent  considérables;  mais  s'il 
s'agissait  de  déterminer  toutes  les  inégalités  d'une 
planète  dépendantes  d'un  argument  déterminé,  la 
multiplicité  des  termes  qu'introduirait  dans  les  ex- 
pressions du  rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de 
la  latitude»  la  variation  des  élémens,  rendrait  ce  pro- 
cédé long  et  pénible  ;  et  dans  ce  cas ,  pour  éviter  des 
réductions  trop  compliquées ,  il  sera  mieux ,  tromme 
nous  l'avons  dit,  n'  88',  livre  II,  de  recourir  aux 
formules  générales  qui  résultent  de  Tintégration 
directe  des]  équations  différentielles  du  mouvement 
troublé. 

Nous  avons  exposé  dans  le  chapitre  II ,  pour  cal- 
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caler  le  coefficient  d'un  terme  quelconque  de  Tex- 
f»*ession  de  R  en  série  ^  relatif  à  un  argument  dé- 
terminé^ un  procédé  qui  est  indépendant  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons  ^  et  qui  dispense  d'effectuer 
le  pénible  développement  de  cette  fonction.  On  aura 
de  cette  manière ,  sans  beaucoup  de  calculs  ^  les  va- 
leurs de  P  et  F  que  Ton  doit  substituer  dans  les  for- 
mules précédentes  ;  jet  ce  procédé,  joint  à  la  méthode 
de  )a  variation  des  constantes  arbitraires ,  est  sans 
contredit  le  plus  siqiple  et  le  plus  sûr  qu'on  puisse 
employer  pour  déterminer  les  inégalités  d'une  planète 
qui  peuvent  devenir  sensibles  quoiqu'elles  soient , 
relativement  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons , 
d'un  ordre  supérieur  au  second. 

38.  Reprenons  les  formules  (G)  ,  (H}  et  (K). 

Le  cas  de  /=  3  mérite  une  attention  particulière , 
parce  que  c'est  de  lui  que  dépendent  les  deux  grandes 
inégalités  que  l'observation  avait  fait  remarquer  de- 
puis long-temps  dans  les  mouvemens  de  Jupiter  et  de 
Saturne,  et  dont  on  avait  vainement  cherché  la 
cause.  En  effet,  en  supposant  que  ti  se  rapporte 
à  Jupiter  et  n^  à  Saturne,  si  dans  i{n' —  /?)  +  in 
on  fait  Z=  5  et  z  =  5  ,  ce  diviseur  devient  5n'  —  2n , 
quantité  très  petite  en  vertu  du  rapport  qui  existe 
entre  les  mojens  mouvemens  de  ces  deux  planètes, 
n®  59,  livre  II  ;  de  sorte  que  les  inégalités  qui  ont  cette 
quantité  pour  diviseur  peuvent  devenir  considérables, 
quoiqu'elles  soient  au  moins  du  troisième  ordre  par 
rapport  aux  excentricités  et  aux.  inclinaisons. 

Comme  ces  inégalités  sont  extrêmement  impor- 
tantes dans  la  théorie  des  mouvemens  planétaires^  nous 
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allons  développer  complètement  les  formules  propres 
k  les  déterminer.  Pour  cela ,  désignons  par  m  la  masse 
de  Japiter  et  par  m!  celle  de  Saturne.  En  ne  consi- 
dérant que  les  termes  du  troisième  ordre  relative^ 
ment  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  qui  dé- 
pendent de  l'angle  5rU —  2ntf  on  a ,  par  le  n"*  4  f 

R  =  M^*V  C08  (57i'i^  —  2ni  +  5^  —  ae  —  3») 
H-  M^' Ve'  cos{5n't — 2nt +Sê'  —  2€  — 20 — û>') 
+  M^*W*cos(5n7 — 2nt+5e'  — 2€ —  a  —  2a>') 
+  M^*V3  cos  (5n't — 2/if +5«'  —  26—  5^0 
4-  N^^^eA^cos  {5n't — ant  -f-  5é'  —  2i — « — sll) 
•+•  N^'Vx*cos(57i7—  anf +5é'— !re— a'— ail). 

Les  valeurs  de  M^*' ,  M^'^ ,  etc. ,  étant  déterminées 
par  les  formules  générales  du  n*  7 ,  dans  lesquelles 
on  fera  {  =  5,  ce  qui  donne ,  en  substituant  en  outre 
à  la  place  de  A^'  et  de  ses  coefEciens  différentiels , 

leurs  valeurs  ea  M*^,  a  -^ — ,  etc.. 


/  dB?  .i-fc?  d^b?\ 

/         dbT     d'b9    a.*r^\ 

«'M0)=    p  (^389i,  +001.  ^+  ,7..  -3ji  +  «.  ^  J . 
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Si  l'on  décompose  l'expression  précédente  de  R  ea 
\  soiQs  et  en  cosinus  de  l'angle  5w'i  — a/rt+Si' —  2$  , 
et  qu'on  lui  suppose  cette  forme  : 

R  =  mT  sin  {5n't  —  ^nt  +  S/^  af) 

-}-  771'FC0S(5/»'^ 2/l<  +  Se' 2ê)  , 

on  aura 

•VF  =  «^Wc^sin 3»  -f-  a'M(»)c*c'sin  (cwi -h </) "f- «'MCOcc'niti  («  -f-  tu»') 
-f-a'M<')c'»8in3a.'-h  fl'N(»)<fX«  sin  («  4-  îin)-f«'NC»)^x«  sin  (o'+an)  ; 

et  la  quantité  m'a'V'  sera  déterminée  par  la  même 
expression  dans  laquelle  on  changera  simplement  les 
sinus  en  cosinus. 

Cela' posé ^  si  Ton  fait  7  =  5  et  £=5  dans  les  va- 
leurs dé  ^s>  et  cTr  du  numéro  précédent,  on  aura, 
relativement  à  Jupiter  ,  pour  les  inégalités  de  la  lon- 
gitude 

5nr — a/i  \5/i — an  da  J 

—  =-7 •(  =-3 aP—  aa»  -;-  )  cos  (Sn't-—  ant  +  5/—  ai) 

oii'  — an  \5»— a»  da  J        ^ 

-f.  aA  sin   (5/i'«  —  3/i«  -4-  5f'  —  3t  +  /) 

eA  sin  (5/i'£  —  ant  -f-  5t'  —  at  —  «  +  /) 

5 

-h  -  c)k  sin  {^nft  —  fyit  -|-  5f'  —  4*  +  •  "*"  ')> 
a 

et  pour  celle  du  rayon  vecteur , 

^'*—  k^'n     r      aP  sin  (5n'«  —  ant  -4-  5f'  —  at)  "j 

a  "^      5»'  —  an'LH-  «Fcos  (5n't  —  a/i£  4-5/—  at)  J 

-f*   ^  cof  (5n'/  —  3iit  +  5f'  —  3t  -h  /)  J^    (L) 

—  eh  cos  (5n'/  —  a/iï  H-  5/  —  ai  —  »  -f-  /) 
4-  «A  cos  (S/i'f  —  ^nt  -H  5/  —  4«  +  •  +  ^)« 

Ea  supposant  i  =  — i  dans  les  formules  (G) 
et  (H) ,  et  en  changeant  tout  ce  qui  est  relatif  à  m 
en  ce  qui  est  relatif  à  nî^  et  h  en  U ^  on  aura  des  for- 


ax 
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^^fcrc  uiadogiies  aux  précédetltes  pour   déterminer 
W  ùwgalitës  du  mouvement  de  Saturne  trouble  par   i 

Oq  trouvera  ainsi 


+  r-; 1  r-7 a  P -f- la' «-r-7  )cos(5/i'/— 2/i«+5t'— af) 

^  5/i — a/i  \^' — an  da  J 

-f-      a//  sio  (4»'<  -.  ant  +  4f'  —  at  +  O  )  ^ 


1 


I 


-  eli'  sin  (5/2'/  —  inl  +  5i'  —  at  —  •'  -f-  ^T') 


a 


5 
.:     H--<»'A'  sin  (3ii'£  —  aiu  +  3i'  —  ai  ^  •'  +  iTO, 

£r^__        \omn'    T      a'P  sin  (5»'«  —  int  -»-  5f'  —  at)  T 
a'  ""     5«'-p  a/i'L+  a'P'cos  (5/i'«  —  a/i£  -»-  5/  —  at)  J 

-f-    K  cos  (4ii'f  —  -xnt  +  4/  —  ai  +  cTO  >    (N) 

—  c'A'cos  (5/i'f  —  a/i«  4-  5t'  —  ai  —  •'  -H  O 

-1-  e'À'cos  (3/i'l  —  an/  +  3t'  —  at  -h  •'  +  /'). 

59.  On  doit  observer  que  les  quantités  P  et  P'  con- 
servent les  mêmes  valeurs ,  soit  que  Ton  considère 
Taction  de  rrî  sur  m,  soit  celle  de  m  sur  ttî',  ce  qui 
résulte  de  ce  que  dans  le  développement  de  la 
fonction 

la  partie  -^3—^ ne   produit  aucun    terme 

de  Tordre  des  cubes  des  excentricités  dépendant  de 
l'argument  5n't  •—  2nt  ^  en  sorte  que  ces  termes  ne 
peuvent  résulter  dans  R  que  du  développement  de 

la  partie  [(a:' — ^Y+ij^ — T'j'+C^' — z)]".*  qui  est 
commune  aux  deux  planètes. 

II  suit  de  là  que  si  Ton  ne  considère  dans  Sif  et  cTt^ 
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que  la  partie  qui  a  pour  diviseur  (S/i'— a/i)* ,  et  qui 
est  la  plus  considérable  de  ces  valeurs ,  on  aura  eiitre 
elles  la  relation 


2771  n^a 


ou  bien  en  observant  qu'en  vertu  du  rapport  qui 
existe  entre  les  moyens  mouvemens  de  Jupiter  et  de 
Saturne ,  5n'  est  à  très  peu  près  égal  k  2n,  et  que 


n'        a* 


crp=-^.crp';   (.5) 

m  y  a 

équation  d'où  l'on  conclura  la  partie  J^i^  qui  a 
(5«' — 2w)*  pour  diviseur  de  la  partie  correspondante 
de  cTi'',  et  réciproquement. 

Cette  équation,  d'ailleurs,  n'est  qu'un  cas  parti«- 
culier  d'une  relation  générale  qui  existe  entre  les 
inégalités  à  longues  périodes  des  moyens  mouvemens 
de  deux  planètes  m  et  m',  troublées  par  leur  action 
mutuelle ,  et  qui  est  fort  utile  dans  la  théorie  des 
perturbations  planétaires ,  parce  qu'elle  peut  servir 
soit  à  déterminer  l'une  par  l'autre  ces  inégalités ,  ce 
qui  abrège  beaucoup  les  opérations  numériques ,  soit 
à  vérifier  leurs  valeurs  lorsqu'on  les  a  calculées  sé- 
parément.. ' 

On  peut  démontrer  à  priori  cette  relation  de  la 
manière  suivante  : 

En  nommant  R'  la  valeur  de  R  relative  à  l'action 
de  m  sur  m',  on  aura,  n®  4^^  livre  II , 
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Ç'  =  —  5i/n'fdtfd'K'.)     ^^  ^ 

les  dîflFérences  ^fR,  rf"R'  se  rapportant  dans  chaque 
formule  uniquement  aux  coordonnées  de  la  planète 
troublée. 

D'ailleurs^  en  faisant  pour  abréger 
on  a 

K'^m    (a  -  ''^-^^±^y 

Si  Ton  multiplie  par  (M+m')m  la  première  de  ces 
valeurs  ,  après  l'avoir  différentiée  par  rapport  à  x , 
^  et  2 ,  que  l'on  multiplie  de  même  par  (M-|-7ii)m', 
la  seconde  différentiée  par  rapport  à  jr/,  y,  z',  qu'en- 
suite on  ajoute  ces  deux  produits,  on  trouvera 


+(M+  m)mm'  (d"A-.  '^-'+r^r'+.^^ 


Si  dans  cette  équation  on  néglige  les  termes  da 
Iroî^ème  ordre  par  rapport  aux  masses  perturba- 

irices ,    ce  qui   permet  de   faire    pr  ==  —    -^  > 
-TT  = TT-  I  ^4 5=  —  "j^  1  etc. ,  on  aura 
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mdK  +  m'd"K'  =  mm'd  .  ^^^d.d.'+djdy+dzdzy 

La  différentielle  du  second  membre  désignant  une 
différentielle  complète.  On  aura  donc  en  intégrant 

m/d^  +  m'fd'K'  =  mm'  Ç^^'+'^rdf+duh'  _^  ^y 

Supposons  maintenant  que  l'on  veuille  déterminer 
les  inégalités  de  ^  et  de  l^'  qui  dépendent  d'un  argu- 
ment donné  i'n't — int,  et  qui  ont  (iW — m)*  pour  divi- 
seur. 11  faudra^  dans  l'équation  précédente^  considérer 
les  termes  qui  dépendent  de  cet  argument,  et  qui  sont 
déjà  divisés  par  i'n' — in,  puisque  ce  sont  les  seuls 
qui  puissent  acquérir  le  carré  dé  cette  quantité  pour 
diviiseur  en  subissant  une  nouvelle  intégration  dans 
les  valeurs  de  Ç  et  de  Ç'.  Or,  il  est  évident  que  le 
second  membre  de  l'équation  précédente  ne  contient 
aucun  terme  semblable ,  tant  qu'on  n'a  égard  qu'aux 
quantités  de  l'ordre  du  carré  des  masses  ;  en  ne  con- 
sidérant donc  que  ces  termes,  on  aura 

mfd'K  +  m'fdlM  =  o. 

Si  Ton  intègre  une  seconde  fois  cette  équation ,  et 
qu'on  substitue  pour  fdtfd'K  et  fdtfd^K'  leurs  va- 
leurs tirées  des  formules  (i3) ,  on  aura 

m'anÇ  -f-  rdcCriXj  =  o, 

ou  bien  en  observant  que  n  =  cT^  et  v!  =  d^ , 

m\/âÇ  -+-  w!  \/c^Ç  ==0, 
d'où  Ton  tirera 
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Lorsqu'on  aura  calculé  les  inégalités  de  ^  qui 
ont  {iri  —  m)*  pour  diviseur ,  cette  équation  donnera 
les  inégalités  correspondantes  de  ICj . 

La  relation  précédente ,  qui  lie  entre  elles  les  iné- 
galités à  longue  période  de  deux  planètes  soumises  à 
leur  action  mutuelle^  est  la  même  que  celle  qui  existe 
en  général  etitre  les  variations  séculaires  des  élémens 
elliptiques  d'un  système  de  planètes  réagissant  les 
unes  sur  les  autres. 

40  .Considérons  enfin  les  inégalités  du  mouvement 
en  latitude  :  l'expression  de  R  contient  les  deux  ter- 
mes suivans  : 

N^°^eA^cos(5«'^  —  int  +  Se'  —  26  —  c?  —  ail), 
N^' Va»cos(57î'^  —  2n^+  5ê'  —  26  —  û)' —  ail). 

En  vertu  de  ces  termes ,  on  aura  pour  les  inégalités 
de  latitude^  n"  56. 

5«^—  a«  L  +  c^NCO  8in  (5«'r  —  Znt  -f  5i'  —  3i  —  a»'—  n)  J' 

En  changeant  dans  la  formule  (K)  tout  ce  qui  se  rap- 
porte à  m  dans  ce  qui  est  relatif  à  m!  et  réciproque- 
ment ,  et  en  observant  que  N'^**^  et  N'^*^  désignant  ce 
que  deviennent  N^'^  et  N^'^  relativement  àw',  on  a 

N'(o)__  ^  NO,  N'^0=—  %  NO)  on  aura  pour 
rinégalité  correspondante  du  mouvement  en  latitude 
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de  w' 

*  ""      5»'  —  a/i'm^  L  4-  c'xNCO  sin  (4/i'<  —  an£  -f-  4i'—  3«  —  •'—  n)  J* 

n  désignant,  comme  dans  ce  qui  précède,  la  longitude 
du  nœud  de  I  orbite  de  m'  sur  l'orbite  de  m. 

Ces  inégalités  peuvent  s'élever  à  4''  à  peu  près  pour 
Jupiter,  et  à  lo''  pour  Sjiturne.  Ce  sont  les  seules 
inégalités  de  la  latitude  dépendantes  du  produit  des 
excentricités  et  des  inclinaisons ,  qui  soient  sensibles 
dans  le  système  planétaire. 

On,  a  vu,  dans  le  n""  53,  que  la  valeur  dé  J's  in- 
troduit  dans  l'expression  de  la  longitude  rapportée  à 
un  plan  fixe  le  terme  —  tang  ^JV  cosTi^, —  ô),  en  sub&- 
tituant  donc  pour  ^s  sa  valeur,  il  en  résultera  un 
terme  dépendant  de  l'angle  5n't — 2ht  qui  devra  être 
ajouté  à  la  grande  inégalité  qui'  afTecte  la  longitude 
de  m;  mais  ce  terme  est  insensible  pour  Jupiter  et 
pour  Saturne. 

41 .  On  déterminera,  au  moyen  des  formules^ précé- 
dentes, toutes'les  inégalités  de  l'ordre  dés  cubes  des 
excentricités  et  des  inclinaisons ,  qui  dépendent  de 
Fangle  5n'<  —  2/1^ ,  et  qui  peuvent  devenir  sensibles 
dans  les  longitudes,  les .4atitudes  ^  les  raisons  vec- 
teurs de  Jupiter  et  dé  Saturne,-  ^1  vertu  déblai  com- 
,  mensurabilifé  approchée  de  leurs  mojenà  nieuve- 
mens.  Gomme  les  iné^lités  du.  monveineht  en 
longitude-sOni  tnès  considérables,  il  sera  néôe^saire , 
dans^^  et  i^vV  d'avoir  égard  aux  variations  aéeulaires 
des  élémens  eUiptiques  de  m  et  de  mf;  pouTtCela, 
dans  les  expressions  de  ces  deux  quantités  ,it  la  place 
de  izT  et  de  a't'p  on  substituera  les  séries 
Tome  lïl.  12 
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p  ^^  !?.ûrfP  3ûJP 


et  l'on  déternilaera   les  différences  -;-  ,  -jx>  jtt  > 

.. al  '     ar      al 

-^2^  y  covAm<i  on  I  ^  explique  â*  29. 

4^2.  D  après  la  théorie  des  perfurbaiiohs  planétafres^ 
lés  ihegialîtés  dépendantes  de  l'angle*  ^n't —  nnt  doi- 
vent se  reproduire  parmi  les  termes  i\x  cîftquième 
ordre  relativement  aux  excentridtéis  et  aux  iacli- 
naisons ,  et  là  petitesse  du  diviseur  5»'  • —  2n  oblige 
d'avoir  égard  à  ces  termes.  H  sera  ifacile  de  les  déter- 
ininér  par  les  formules  précédentes  du  moment  que 
Fon  Aura  effectué  le  développement  des  termes  du 
çînqaîenve'  ordre  de  la  fonction  R  qvii^  dépendent  de 
Fangle  5n't  —  2nt;  pour  cela  il  suffira  de  faire  /=5 
dans  l'expressiqn  de  R  du  n*  16,.  On  aura  ainsi 

R  ^  M^°^  €08  (5n'<  t— 2/2^ + 5*' —  aôH-»' — 4û>) 

+  M^'^  cos  (5»'i — 2/t^-f-5«'-r^-^5w) 
:    4-M^^cas  (5»'*— 3«^4-ô*' — x-^faf^ —  2») 

.     .4^N^*^  cos  (57»'<—  2/iÉ-+r  5ir— .^ai  -**a»  t4-Â)'-rtf  aH) 

4^N^»^coi(5»'^-^2W*+5a''.~2fi;^  ^'~2n) 
'  -f-N^^^  cos  (5w'/— 3/i<-l-5^— 2^4*  fti--aai'-2n) 
-fiN^^)  cos(5»'/— a»^+5^--3«H-  œ[^éfl) 
+N^*>cos(5ii'f— ■2»<+.5a'— 2s-f  » — 411). 
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et  pour  détenoiner  les  «Quantités  M^*^,  M^'^,  etc. ,  on  aura 


•M< 


f 


i 


H 


•*!<•>=< 


,.r-      ,.  .    '  <«?»^       'i'éW        a.tj> 

w:>    d'b^p\    i 


^4^ 


—  3m« 


V    r 


dtt^ 


—  1   1075 


t» 


a»i^: 


«'ML<«)=r<^  )  ,. 


■*;  ^ 


-S5«< 


</«4  a«'  / 


/^   a<      d-jJ^A  /  W;>       a.4n  1 


12.» 
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I 

l    3734861  - 


ai?        à.*?>       _ .. 


oOlKs): 


•'-Âir+-'  -z^ 


«'M(<)==/- 


""7S5"  \^®^*J  «HaaSa  ^     ■  1094»»-^^;^  — 48ai 

mW»  (     .     ..0).....    ^i      .  ^/  *i       ,. 

^35*4-y4 — *'-TrT 
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-^<.)=  '     '* 


^^9*f— ^/ 


I  « 

(S) 

Si  Ton  décompose  les  sinus  et  cosinus  de  Telxpression 
de  R  en  sinus  et  cosinus  de  l'angle  S/i'^— 27î<+5i'-— ^aè^ 
on  donnera  à  cette  fonction  la  forme 

'  m'Q  sin  {Srit  —  ^nt  4-  5f '.  —  21)^ 
4-  m^Q'cos  (Sn't — nnt  +  5f  '  -^  aè) , 

et  pour  déterminer  Q'  on  aura 

m'Q'  «B  a'Vm  co«  (4*  —  «^  -f-  «'BKO  co«  3«  4-  a'MW  cos  (</4-  a*) 
H-  a'MO)  coft  (a«'+  «)  -^  o^O)  cot  3«'-4-  <i^M(0  eos  (4(/  —  •) 
-4-  a'N^)  cou  (in  H-  2Mi— •')-f^'N(0co8(9n-f-*)4-fl'N<»)co8{an-f-*') 

et  Q  sera  donne  par  la  même  équation  dans  laquelle 
ou  changera  les  cosinus,  en  sipus. 
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'' —  m'  -gg-  .  -r  ;  et  quand  oa  considérera  Tactioa 

de  m  sur  m',  il  faudra  faire  A^'^=r-— —  >  ce  qui 

ajoutera  à  la  valeur  de  M^*"^  la  quantité  —  m'  -gg  .  -?;• 

Mais  par  le  rapport  qui  existe  entre  les  mouveniens 
moyens  de  Jupiter  et  de  Saturne ,  on  a ,  à  très  peu 
près, 

5oo  .  —  =  5j25  •  ^* 


En  effet,  -7^  ==  -^ ,  et  comme  5n'  est  à.  fort  peu 
près  égal  à  2n,  on  a  — ^  =  -3^  ;  par  conséquent. 


a'  ^.   a^ 


5ot)  =  5l25  — ;7  =  5*  -7T. 

»  •      ' 

La  valeur  de  M^*)  e^t  donc  la  même ,  soit  que  l'on 
considère  laction  de  m!  sur  m,  soit  que  Yùn  considère 
l'action  de  m  sur  m'.  Les  formules  qui  déterminent 
la  partie  des  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Sa- 
turne, dépendantes  de  la  cinquième  puissance  des 
excentricités ,  deviennent  donc 

j,  ,_         iSmn'^       f     a'Q'sin(5/i7— 272^-f-5f'~2g) 

Et  l'on  pourra  conclure ,  par  conséquent ,  la  valeur 
précédente  de  /p'  de  celle  de  J^ i^,  en  ifiultipliant 

celle-ci  par  -^  — r-r— *  ou  simplement  par ^— =. 
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43.  On  rencontre  dans  la  théorie  de  Mercure  troublé 
par  c  la.  Terre  une  inégalité  du  troisième  ordre  p  à 
laquelle  il  faut  égalen^edt  avoir  égard  ,  parce  que  le 
rapport  qui  existe  entre  les  moyens  mouvemens  ni 
et  n't  de  ces  deux  planètes ,  rend  très  petite  la  quan- 
tité;/i^ —  4^'t f  et  peut  rendre  considérables,  par 
conséquent ,  les  inégalités  dépendantes  de  cet  argu- 
ment. Toutefois,  comme  les  inégalités  de  Mercure 
sont  en  général  de  peu  d'impoi^nce ,  il  suffira  de 
considérer  celles  qui  sont  affectées  du  petit, diviseur 
(  n  — ^n!  y ,  et  qui  sont  introduites  dans  l'expression 
de  la  longitude  par  la  variation  du  moyen  mouve- 
ment. Pour  les  déterminer,  supposons  que  m  et  m' 
désignent  respectivement  les  masses  de  Mercure  et  de 
la  Terre ,  on  aur^ 

Si  dans  le  développement  de  la  fonction  R  on  n'a 
égard  qu'au]|i[  termes  qui  dépendent  de  Fangle  ^n^t — nt 
et  qu'on  suppose 

R  =  m'Psin(4n'f  —  71^  -f-  4é'— «) 
4-  i»T'cos(4n'^  — •  n^  4-  4«'  —  €) ,     ^ 
on  aura 

^  ^=  (4n-ii)*  •  t— àPcOS(47i'«— /l«  4-  4«'— •)!* 

E|i  faisant  /  =  4  ^^^^  ^^  formules  du  n"  7 ,  on 
trouve 


.1  •  •' 
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R  ==  W'Y  cos,(4n'« — nt+4t'  —  «^  5«) 

+  Mf*'eè'»cos(4n'«— 7rf-^4«'— .8— <ï> — 2a>'j    ' 
-f-  M«*?ç'»cos(4»'<  —  nt  -f.'4g'— 8—  5»') 
-|-i>I^»îéA*  cos(4n't  —  nt-}-  4^' — «  —  a»  —  aH) 
-f-]M^'yA»cos(4n'<-^n<-f-4ê'— «'— V—  alT). 

£t  pour  déieroodaer M^''^^  M^*^,  etc.,  oâ  aura 

^Y     (3>     "  ^*''       '''*•*     '^'*'''  ^ 

En  comparant  la  pâleur  précédente  de  R  à  celle 
que  nous  lui  avons  supposée  ,  on  trouvera 

-h«'M(»)c'3sin3û»'+fl'M(«>cx«8in(«  +2n)'rf-«']S<«Vjit«n<»'  -fan), 

et  Ton  aura  pour  déterminer  m'a'P',  la  même 
équation,  dans  laquelle  on  changera  seulement  les 
sinus  en  cosinus. 

En  réduisant  ces  formules  en  nombres ,  et  en  subs- 
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/  titui^nt  ensuite  pû»r  a'f  idt  a'P^  leurs  yaleurs  dans 
1  fexpresswn  de  J^i^y^Qn-  aura  sans  tjiffîcullé  la  pârlie 
/  principale  de  l'inégalité  de  Mercure  produite  par  Tac- 
I  tion  "de  la  "terre.  Cette  inégalité ,  au  reste,  nes'âè#e 
guère  à  plus  d'une  demi-seconde  dans  sa  plus  grande 
valeur;  lès  tennes  que  nousayona  négligés  peuvent 
doD£  fètre  omis  sans,  erreur  sensible* 

» 

44M  existe  dans  la  théorie  de  la  Terre  tremblée  par 
Yémis  une  inégalité  dépendante  de  Taiigle  Snt"^  1 57i% 
et  par  conséquent  du  cinquième  ordre  par  rapport 
aux  excentricités  et  aux  inclinaisons^  à  laquelle  il 
faut  avoir  égard,  parce  que  8n  —  i3>i'  est  une  très 
petite  quantité^  en  vertu  du  rapport  qui  existe  entre  les 
moj?l5ns  mouveniens  de  ces  deux  planètes.  En  effet , 
l'excès  de  huit  fois  le  moyen  mouvement  de  Vénus 
sur  treize  fois  celui  de  la  Terre ,  est  d'environ  la  -^^^ 
partie  du  moyen  mouvetpent  atiDuel  de  la  Terre  ; 
et  cette  circonstance  donne  lieu  à  une  inégalité  dont 
la  période  est  de  2^0  a^s  environ^  et  dont  l'influence 
est  très  sensible  lorsque  l'on  compare  entre  eux  des 
lieux  du  Soleil  observés  ï  de  longs  intervalles.  Pour 
la  déterminer,  supposons  que  m  soit  Vénus  et  mf  la 
Tierce;  cemme  cette  inégalité  est  peu  considérable, 
^  peut  né^iger  les  teroMOsqxd  n'ont  pas  (i  3^  r^^y 
pour  divîsjeurj  alors  si  l'on  suppose  ^^ 

R  =±:mTsin(i5?ïY'^^wf -hiSiT— 8f) 


on  aura 
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■  ■  * 

*"* — ""(i3n'— 8n)'  *  \— <iTco8(  1 3n'«— 8n<H-i3f'-8ï)J  * 

les  valeurs  de  P  et  P'  étant  les  mêmes ,  soit  que  Ton 
considère  Taction  de  m' sur  m,  soit  que  Ton  con- 
sidère Taction  de'  m  sur  ni^  et  1 5/i'  étant  à  très  peu 
près  égal  à  Sti  ,  on  aura  entre  i's^  et  /{/  Téquation 
ordinaire  de  condition 

m'y/  d 

Ei^  ÊdsaDt  2  =  1 3  dans  les  formules  du  n*  g,  on 
aura 

R=MWe»cos(i5n'<— 8/ï<+  i3t'— 8i— 5û)) 
+  M<' Vc'cos(i  3/i'<^  8n<  +  1 3»'  — 8i— 4©— â)')| 
+  MWe»c'*  cos  (  1 3»'< — 8n<  4-  1  Se' — 8é  —  3  a— W) 
H-M»W»cos(i3re'«— 8n/+ 13«'— 8«'— ac7— 3«')  * 
-f-Mf*Jcc'*cos(i3/i'<— r8n<-f-i3É'—8«— « — 4«') 
+  MW«'»cos  (i  3»'< — 8n<  +  1 3/— 8«— 5»') 
H-  Nf'»>e»A»  cos  (  1 3/i'<  — 8/K4-  1 5i'  --  8i  —Sa»— ail)  , 
H-N^' Vc'A»cos(  1 3n'<— 8>ïH-ï  3*'— 8r-afi>'— »'— ail)  ' 
-f-NWee'»A»cos(i3n'<— 8n«H-i3«' — 8i — at — 20 -ail) 
+  N<»V»A'cos(i  5/»'< — 811/  +  1 3«'— 8f—  3»' — aO) 
+  Nf*^eA«cos(i3n'<— 8n<H-i5«' — 8» — «  —  411) 
+ N»Va*  cos  (  1  3/ï'<  —  8n«  h-  1 5  é* — 8  é—  o»'—  40). 

et  Ton  trouyera 
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^r  **i"» 


-^  \  385««9«tr^+98««47--^+975»o««  -^ 

ï  V — 


>>s=     -^   l  4087403  a\  'Vi»433S8«  -J—+io3ae8>«       * 


49aoit*  ■  ^,    H-  ii3«4-    ' 


0=— igr   l  4a«7^*±    +1106867* ->j-4-io9i7a*« -jjl— 


5l47«»— -r^r h    Il6«^ 


4790917(1    +194099&i-^-f'ltl948«>^^il.     ^ 


•"W  V 


+  56a9«*  -gjr"**  '^••^  "w- 


.' , .  ..<..      '«î'      ''<'  •' 


jgj5  \^49>M,5ii  +.311366.-^ +,a875o«.^ 

—  +  «»  — ?-   / 


d'b^^  d*b] 


5870«>-^-7-  +  ia5«4 


2J^i^.a33«4  >+,468.-^+68...^;fH--X^y  . 
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.  __       a4iwV      f   aP'sm(i5n'<— 8«H-*5*'— 8i)j 
**  *'  •"     (i3n'— g;^^*  V-^Pcos(i  5n'<— 8w<-f iSï'i— 80i  * 

jL/_       39m,^'      f  aT^8in(i5n'<— 8n«+i5«'-8«)î 
(i3n'_8n)«  *  (.•— rtTcos(  1 3/i't— 8n«-+-i5«'-8e)  j* 

le» valeurs  de  P  et  P'  étant  les  mêmes,  SQÎt  que  Ton 
considère  Taction  de  ni' sur  m,  soit  que  l'on'con* 
^dère  Inaction  de' m  sur  m'y  et  iZn'  étant  à  très  peu 
près  égal  k%n,  on  aura  entre  J^c  et  /(^  Téquatioa 
ordinaire  de  condition 

Ei^  faisant  /  =s  1 5  dans  les  formules,  du  n*  g^  on 
aura 

R=M;We»cos(i5»'<--8ni+  i5/— 8t— 5a) 
4^  Mf'îe*e'cos(ii3n'<—  8n<-f-  i3t' — 8i— 4û» — a»')) 
4-  MWe*c'»cos(i  S/»'< — 8»*+ 1 5«' — 8ê —  3a— 20') 
-h  MMe*e"cos(  1 3»'<—  8«<+ 1  Si*—  81'—  20— 5a') 
•4- Mf «^ee'*  cos  (  1 3n'<  — r  8/i<  H- 1  5é' — 8«-:- a — 4a') 
+  M»V»cos(i57i'<— 8n<  +  i3f'— 81— 5a') 
,4-  Nf"»VA»  cos  (  1 3n'<  — 8/K4-  1 5»'  —  8«  —5a—  ail) 
H-N«' Ve'A*cos(  1 3n'<— 8hH-i  5/— Sr-W— a'— aO) 
-f-NWee'*A*cos(i3n'<— 8re<4-i5«'— 81 — «>— ao'-all) 
4-  N<»V»A*co<i  3/»'< — 8/i<  + 1 5«'— 8«—  5a'— an) 
+ N«îeA  *cos  (  1 3«;<  -ri  8irt  -f- 1 5«' — 8» — a  —  40) 
H-N»Va*cos(i5»'<— 8n<  +  i5«'— 8é— a'— 4n). 

et  l'on  trouvera 
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/M<»)=  —  îiÏTr  V    3850*9»  *1  '+  98a«47«  -^  +  975ao»«     ^. 
«'M0)=     -^   \^ 4087403  iV'VieéSSM.-J'— +io3ao8.» -J;- 

aT«C)=— ^     l    4187693  *i     +1106867.-^— +I09l7!l»«^-gj^ 

+  5.47.»-3i-+"6^    ^, 


k«  *      Al»  y* 


a'M» 


m'     (  ('•) 


ibV        -»v» 


384     v46«'«953*i    +,,7.695— ^ +ii54i7«« -^ 


sa— -^  V  4r»09>9*i  +«4o9»**-aj-+'»»94«»*'^|^'  •' 


rf.*?^  rf4j»>  ^..<.>N-" 


f  .      ^       ■  I  .      «-it  1 


•"\ 


H-  5870**  ^^j4-  "♦•  ï^*^* 


**f .  «iOv ........ 

L.  4.  -s •.    I 


<*^)   V  «.a.CO   <  /4U.0 


«WO  -    ^  \  »oWi^*|  *  +»468*  ..-^j h68«9 
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r,  if,  s,  aiùsi  calculées, ^^jbtttérôht  l'niie  k  raatre,  en 
vertu  de  ce  que  les  ëquaKidh^  qui  les  déterminent  so«t 
linéaires  y  et  Yqh  aura  pour  lé  ?ayoti  vecteur,  pour  la 
longitude  et  pfour  la  latitude  daiis  Torbite  trou- 
blée ,  -  ... 

où  r,  if,  s,  assignent  le  rajroa^yec^Uir,  la  longitude  et 
la  latitude  dans  Torbité  eUiptiqjje,  t%  J'r-fJ'yj  J's ,  la 
somme  des  inégalitési  dont  C(iî3' trois; expressions  soot 
affectées.'  Ces  trois  derdièiteQ  iqmntit^jseii^pnt  compo- 
sées de  termes  de  cette  forme  ; 


C08 


^'^  ain  t''(^'^  —  /^^  +  «'  -r€)  +  «T^^rf-gC  !+•  À]  , 


sin 


g  étant  uni.'nomlbre  entier  qpelcotiq^;Ou  zéro  ^€;t  k 
uné.fonctioQ  des  eMedtridtés  Ofi  4.e^;)Mielina;L;<»is.de 
Tordre  g^^nour.d'uiiyoildre  supérieur-  de  deux,  de 
quatre'^  eICi,  hxiités»    \     f. 

En  effet ,  il  résulte  dès  loi»  <lu  développement  4e  la 
fonction' ll,t$t  déd  forariuijss  qui  déterminent  les  iné*> 
galités  pkrfétlHneS  ;  ^fM  ^i  ^  *nnê  inégalité  dépendante 
d^n^  MrgtiimènV  '  détepitiii^ ^'présente- pour  la  pren 
miète  fok  panni  >  les  ifèrmeis  '  àe  Voftère  g ,  elle  ine  se 
]f>vésetitéFfeit  '^ùs'  -"ensuite  '--  (CpàJi  '  j^atmi  ksi:  téiroiés  de 

ïùràre  g'^  ùt',  ]^^^4f  '«o;>'î€tâinwd^  suite;  On 
potin^  dxHK^'jugë^faGÎlefneRt  à  quel  oMre  appsirtient 
une  iné^alkë  défendantes  d^un  «rgumen  I  donc».;  : .  < .  v 
Chaude- des  planèt^^  pettttfi»ati4cés «m'^  inf'^  étc^ 
produira'  ées  terttÉes  semMabl^  aux.  précédena  '^'  et 
là  réumcfin'  de  totisr  ces  termes^  leMtnera  la' valeur 'ctom^ 
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plètc  du  rayon  vecteur  de  m  et  des  inégalités  de 
son  mouvement  ^  soit  en  longitude ,  soit  en  la- 
titude. 

Dans  l'un  des  chapitres  suivans  nous  donnerons 
les  résultats  de  la  réduction  en  nombres  des  for- 
mules précédentes^  relativement  aux  sept  planètes 
principales^  et  nous  présenterons,  avec  une  exactitude 
suffisiante,  la  détermination  de  leur$  principes  iné- 
galités. 


7: 


Tome  III.  i3 


t04  THÉORIE  AlfâLIfTIQUE 


■Bstssasss^taoBaBa^EcsaBSeefa 


CHAPITRÉ  rV. 


'«^^U^M^^itrfM^ 


trégàUtè^  dép^rtdanie^  du  ùattê  de^  fotcès 

perturbatrices. 

46.  On  est  quelquefois  oblige ,  dans  la  théorie  des 
perturbations  planétaires ,  de  porter  les  approxima- 
tions plus  loin  que  nous  ne  lavons  fait  jusqu'ici ,  et 
de  considérer  les  inégalités  dépendantes  du  carré  des 
forces  perturbatrices.  La  méthode  la  plus  simple  que 
Ton  puisse  employer  pour  les  déterminer,  est  celle  de 
la  variation  des  constantes  arbitraires  dans  les  for*- 
mules  du  mouvement  elliptique.  Il  est  toujours  fa- 
cile, en  eflfet,  d'obtenir  par  ce  moyen  les  inégalités 
du  rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude 
d'une  planète,  lorsque  l'on  connaît  les  inégalités  cor- 
respondantes de  chacun  des  élémens  de  son  orbite; 
on  n'aura  pas  même  à  craindre  ici  que  la  compli- 
cation des  formules  nuise  à  leur  usage ,  parce  que  les 
considératiohs  qui  obligeront  à  avoir  égard  à  quel- 
ques-unes des  inégalités  du  second  ordre,  permet- 
tront toujours  d'en  négliger  le  plus  gt*and  nombre , 
comme  absolument  insensibles. 

Nous  avons  présenté,  dans  le  n®  61  du  livre  II , 
des  formules  qui  donnent  les  variations  du  grand 


f 
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axe  tt  du  moyen  mouveineat  ;  en  ayant  ^ard  aux 
termes  dëpendans  du  carré  des  forces  perturbatrices , 
déterminons  de  la  même  manière  les  variations  cor* 
res^ndantes  des  autres  élémens  de  l'orbite  ellip- 
tique. Pour  cela ,  en  indiquant  par  ^  les  variations 
dépendantes  de  la  première  puissance  des  masses /il 
faudra  y  dans  les  formules  qui  donnent  les  variatioDS 
des  élémens  de  l'orbite  de  m  (n^  4^  f  ^'^^  U)»  snbsti*- 
tuer  à  la  place, des  élémens  que  ces  formules  redfer* 
ment  leurs  valeurs  augmentées  de  leurs  variations 
^^f  Çf  J^^f  6tc. ,  et  R+  cTR  k  la  place  de  R,  en 
nommant  ^R  la  variation  de  la  fonction  perturba- 
trice correspondante  à  celle  des  élémens  de  Torbite 
elliptique  que  cette  fonction  renferme ,  et  dépendante 
nooplement  de  la  seconde  puissance  des  forces  peh^ 
turbatrices  ^  en  sorte  qu'on  a 

Nous  avons  désigné  par  ^OR.  la  dlfTérentielle  de 
la  fonction  R  prise  par  rapport  aux  coordonnées  de 
la  planète  troublée  ^  et  sans  faire  varier  celles  de  la 
planète  perturbatrice  ;  lors  donc  qu'on  aura  substitué 
à  la  place  dés  coordonnées  de  m  et  de  m' leurs  valeurs 
en  fonction  du  temps  et  des  élémens  de  leurs  orbites, 
augmentées  de  leurs  variations ,  on  aura  la  différen- 
tielle d'(K  +  J^R)  de  la  fonction  résultante ,  en  dîffé- 
renttant^  par  rapport  au  tenlps  introduit^  par  les 
CDQordonaeeU.d^  là  planète  tiouUée  et  par  Unré  m^ 
nations.^  sans  faire  varier  le  temps  dépendaM  dis 

i5.. 
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coordonnées  de  la:planàte  perturbatrice  ou  de  leurs 
variations  y  conforiûément  à  ce  qui  a  été  dit  n®  60 
livre  II.  Quant  aux  différences  partielles  de  la  fonc^ 
tionR  +  ^ï^  relatives  aux  élémens  de  l'orbite  ellip-- 
tique ,  qui  entreront  dans  les  formules  qui  détermi- 
nent les  variations  de  ces  élémens,  pour  moûtrer 
coniment  on  les  obtiendra^  désignons  pour  un  mo- 
ment par  R  cette  fonction ,  et  par  «a  =  a  +  ^<^  ^^^^ 
quelconque   des   élémens  de   l'orbite    de    m    aug- 

.    ,       ^'  .  ,  '      ,. 

mente  de   sa  variation.-^   sera    la  quantité   qu'il 

faudra   substituer   à   la  place  de  -r-   dans  les  for- 

mules  du  n^  4^'^"  livre  II ,  lorsqu'oil  aura  égard 
aux  termes  dépendiaus  du  carré  des  masses,  mais 

il  est  clair  que  la  valeur  de  —r  est  égale  à  celle  de 

•^ ,  dans  laquelle  on  substituerait ,  à  la  place  des  élé- 
mens de  l'orbite ,  leurs  valeurs  augmentées  de  leurs 
variations;  en  sorte  qu'on  aura 

dlk      '  ■  é/R    ^      •    d^ 
da         da'^      '  da   ■ 

Or,  d'après  la  valeur  précédente  de  cTR,  il  est  aisé 
de  voir  que  l'on  a 


>>] 


i\  dï^L        d,iK 

I  0^..^^    __     _ 

da  da 


la  différentielle  de  eTR  relative  à  a  devant  être  prise 
en  faisant  varier  la  constante  a  introduite  par  la 
«ubirtitutîon  des  valeurs  des  coordonnées  elliptiques 
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de  m^  et  en  regardant  comme  constante  celle  qu*in- 
trodutsent  les  variations  dé  ces  coordonnées,  ainsi 
qu€^  celles  des  coordonnées  de  la  planète  pertur- 
batrice m^. 

n  faudra  donc,  pour  avoir  égard  aux  termes  dé- 
pendans  du  carré  des  masses ,  substituer  dans  les  for* 
mules  du  n"  ^2  y  livre  II,  à  la  place  des  élémens  de 
l'orbite  de  m,  que  nous  supposerons  corrigés  de  leurs 
variations  séculaires,  leurs  valeurs  elliptiques  aug- 
mentées de  leurs  variations  périodiques,  que  nous 
désignerons  par  la  caractéristique  ^\  et  mettre  ensuite 

R  +  cTR  à  la  place  de  R,  ^  H — ^   à  la  place  de 

-p  ,  et  de  même  pour  les  différences  partielles  rela- 
tives aux  autfres  élémens;  ou  bien,  ce  qui  revient  au 
même,  on  dîfférentiera ,  par  rapport  à  la  caractéris- 
tique «r,  les  formules  du  numéro  cilé ,  en  observant 
que  dans  les  différences  partielles  de  la  fonction  JK , 
relatives  aux  élémens  de  Torbite  elliptique  de  ?n,  on 
doit  regarder  comme  constantes  les  variations  S'a , 
Ç,  J^a\  etc.,  qui  entrent  dans  l'expression  de  «TR, 
ainsi  que  les  quantités  qui  en  dépendent. 

Cela  posé,  en  observant  que  -^=2—,  on  trout* 
vera 
da=  2a\d't^K  +  4ad'Rfd'R) ,  (i) 
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^  ~  —  "^"^^^  (,_  \/^[Zr^)  (d'SSi—'ad'Kfd'KJ 

— ; — {-Te — «*/^'R)  ,,,. 


da. 


Enfin ,  la  formule  (4)  du  n*  61  du  lîvre  II,  en  ob- 
servant que  Ton  a' 

donnera ,  pour  la  variation  du  moyen  mouvement , 
dZz=z^Zandtfd^J'K  +  la*ndt{fd'K)\      (7) 

Dans  les  formules  précédentes ,  il  faudra  substituer 
à  la  place  de  J'e  sa  valeur  déterminée  par  l'équa-* 
tîon  (3)  du  n®  4^  du  livre  II;  et  en  intégrant  ensuite 
ces  formules,  on  aura  les  variations  finies  des  élémens 
de  l'orbite  elliptique,,  dépendantes  du  carré  des 
masses.  Nous  n^avons  pas  effectué  ici  cette  substitu- 
tion, qui  ne  présente  d'ailleurs  aucune  difficulté, 
afin  de  ne  pas  trop  compliquer  les  formules. 

47.  Si  de  même,  dans  la  vakur  (a)  de  J^R,  on  rem^f- 
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place  les  Tariatiôns  finies  des  éléraens  des  orbites  de 
01  et  de  »'  par  leurs  i»Ieurs  docinées  psir  la  premièpc 
approximation^  on  pourra  dëvelqpper  lexpresu^on 
résultante  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  d'angles 
proportionnels  aux  moyens  mouyemens  des  deux  jua- 
nètes,  de  la  même  manière  qu'on  a  déyeloppé  la  fenci- 
tion  R  dépendante  de  la  première  puissance  des  masses; 
mais,  dans  certains  cas,  il  s^ra  préférable  d.ç  dé- 
terminer la  variation  cTR  de  la  manière  suivante. 

Au  lieu  de  regarder  R  comme  une  fbnction  des 
élémens  des  qrbites  de  m  et  de  m^  et  d|i  temps  t^on 
peut  considérer  cette  quantité  dans  Fétat  où  elle  est 
donnée  par  les  formules  du  mouvement  troublé, 
c'est-à^ire  comme  fonction  des  ooordonnéesi  de  lu 
planète  troublée  et  de  la  planète  perturbatrice.  9i 
Ton  désigne  doue  respectivement  par  r,  (i>  s,  le  rajoa 
vecteur,  la  longitude  et  la  latitude  de  m  dans  son  or- 
bite elliptique,  et  par  /r,  ^¥  et  ^s  les  parties  de  ces 
coordonnées  dues  à  Faction  des  forces  perturbatrices, 
et  dépendantes  de  la  première  puissance  de  ces  force»» 
qu'on  désigne  par  les  niémesi  lettres  accentuées,  les 
quantités  correspondantes  relatives  à  m',  on  aura 

La  première  approximation  par  les  formules  àé^ 
veloppéos  soit  dans  le  livre  II ,  soif  dans  les  chapitres 
précédens,  fera  connaître  les  valeurs  de  J^r,  J^c/,  ^s^ 
exprimées  en  suites  de  sinus  et  de  cosinus  des  moyens 
mouvemens  de  m  et  de  m\  ordonnées  par  rapport 
aux  puissances  et  aux  produits  des  esu:entficitéi  ^ 
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des  inclinaisons  de  leurs  orbites.  Nous  ayons^  donné  • 

dans  le   10!"^^  le  moyen .  d'obtenir  les  valeurs  des 

dinerences  partielles  t-  9  ^ ,  -^  ^  exprimées  de  la 

même  manière;  on  pourra  donc  déterminer  sans 
peine  les  termes  de  cTR  correspondans  aux  termes 
que  l'on  aura  considérés  dans  chacun  des  facteurs  des 

produits  T- JV,  zr^^f'j-^^y  ^W  cette  fonction 
renferme.  Il  en  serait  de  même  relativement  aux 

produits  ^cTr',  j-7<J^^'>  T'^^'^    ^*  '^  ^^^^  facile, 

par  conséquent ,  de  distinguer  tous  les  termes  de  «TR 
qui  dépendent  d'un  argument  donné ,  et  de  tel  ordre 
qu'on  voudra  par  rapport  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons. 

'  On  aura  les  termes  correspondans  de  t/VR  en 
différentianl  par  rapport  au  temps  t  ^  introduit  par 
les  coordonnées  de  la  planète  troublée  et  par  leurs 
variations  ir  p  J^s^ ,  J's ,  et  en  regardant  comme 
constant  celui  qui  dépend  des  .coordonnées  de  la 
planète  perturbatrice  et  des  variations  J^r',  J^<^'  et 
^s^ ;  enfin,  on  obtiendra  les  termes  correspondans 
des  difiërences  partielles  de  cTR  relatives  aux  élé- 
mens  du  mouvement  elliptique  ^  en  différentiant , 
par  rapport  à  ces  élémens,  Texpression  {b),  sans 
faire  varier  ceux  qui  se  trouveraient  renfermés  dans 
les  valeurs  des  variations  J^r,  JV,  cTi^,  etc.,  confor- 
mément à  ce  que  nous  avons  dit  précédemment. 

48.  On  déterminera  donc  de  cette  manière  les  iné-* 
galités  des  élémens  de  l'orbite  de  m ,  dépendantes  de 
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la  seconde  puissance  •  dés  forces  perturbatrices  ;  et 
en  introduisant  .ces  élémens  corrigés  .de  leurs  ya^ 
nations  ainsi  obtenues  ^  dans  les  formules  du  mou^* 
yicment  elliptique  >  on  aura  les  inégalités  correspond- 
dantes  du  rayon  vecteur  ^  de  la  longitude  et  de  la 
latitude  :  toutefois  ,  comme  les  termes  dépendans  du 
carré  des  masses  sont  en  général  très  peu  considé^ 
râbles ,  on  n'aura  besoin  d  avoir  égard  qu  a  ceux 
qui ,  par  l'effet  de  quelque  circonstance  particulière, 
peuvent  devenir  sensibles^  Si,  par  exemple,  il  existe 
entre  les  moyens  mouvemens  de  m  et  de  m'  un  rap^ 
port  tel  que  i'n'  —  in  soit  une  très  petite  quantité , 
i  et  i'  représentant  deux  nombres  entiers  quelcon- 
ques ,  les  inégalités  les  plus  considérables  parmi 
celles  qui  dépendent  du  carré  des  masses,  dans  les 
mouvemens  réciproques  de  ces  deux  planètes  f  se- 
ront ,  toutes  choses  égales  d'ailleurs ,  les  inégalités 
qui  auront  pour  diviseurs  les  plus  hautes  puissances 
de  cette  quantité. 

-  Or,  les  valeurs  de  Ç  et  de  Ç'  renferment  des 
termes  dépendans  de  l'angle  i^n't — m^,  et  qui  ont 
(i V  —  in)*  pour  diviseur  ;    en  les  combinant  avec 

les  termes  des  différences  ^  ^^  jF?9  ^"^  dépendent 

du  même  argument,  il  en  résultera  dans  cT^  des 
termes  dépendans  de  l'argument  ^(i'n't'^int) ,  et 
qui ,  à  cause  de  la  double  intégration ,  seront  af- 
fectés du  diviseur  {i'n'  —  m)*,  et  dans  les  variations 
des  autres  élémens  des  termes  périodiques  dépen- 
dans du  même  angle,  mais  afibetés  seulement  du  di- 
viseur (i'/i' — 1/^)^  Ces  derniers  termes,  quoique,  sous 
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ce  rapport  mcims  considârables  que  left  premiers  ,  peur 
Tent  cspendant  produire,  dans  les  expressions  des  ex- 
eentridlés  et  des  longitudes  des^pépîheliesy  des  înéga- 
litës tràs sensibles,  etquimèniesurpasserontceUefldu 
moyen  mouvement,  si  les  exeenlrîcitÀ  de  ut  et  de  n' 
sont  très  petites ,  parce  que  leurs  coefHciesisserootd^uu 
tMxire  moins  élevé  relativement  aux  excsntricités  et 
aux  inclinaisons.  Cett^  remarque  est  analogue  à  celle 
que  nous  avons  fisiite  n"*  36  par  rapport  aux  in^ég^^ 
lités  dépendantes  de  la  première  puissances  des  forces 
perturbatrices. 

Les  expressions  de  d'à,  Jle,  etc. ,  renferment  des 
termes  dépendans  de  l'argument  tioli-y-^ini^  et  affec-» 
%&%  du  diviseur  iW  ^^  m;  en  les  combinant  donc  avqe 

les  ternies  à^  -izt  yrf  ^^^9  dépendans  du  même  an- 
gle, il  en  résultera,  dans  l'expression  du  moyen 
mouvement,  des  termes  dépendans,  comme  les  pré-^ 
cédens,  de  l'argument  2  (J!n't  —  int)^,  et  qui  ai^root 
{Vn'^-^inf  pour  diviseur,  et  dans  l'expression  des 
autres  élémeus  de  l'orbite  de  m,  des  termes  relatifs 
au  même  angle,  mais  affectés  seulement  dq  diviseur 
(ïV —  w)*;  cependant,  il  faudra  encore  avoir  égard 
à  CCS  termes,  principalement  dans  les  expressions 
des  variations  des  excentricités  et  des  périhélies ,  par 
la  même  raison  que  précédemment. 

Enfin,  si  l'on  considère  les  termes  de  la  fono 
tion  ij^R  qui  dépendent  simplement  de  l'argument 
VîJt"^  inùf  il  est  aisé  de  voir  qu*il  en  résultera  dans 
J"^  y  par  la  double  intégration  que  ces  termes  subis* 
sent ,  des  iqégalités  qui  n'auront ,  il  est  vrai ,  poiur 
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diTÎàeur  que  lu  quantité  (iV-^vi)*,  mais  tua»  qui 
serobt  simplement  de  l'ordre  î'«««- 1  relativenpieot  attk 
«centricitës  et  aux  ioclioaiaoïis  ^  tandis  qu^  les 
inégalités  rela tires  à  Tangle  ^  (i'n't-^  int)^  qvi  sont 
affectées  du  diviseur  (<V-*—î/i)S  seront  de  l'ordre 

Lorsqu'oQ  u'a  égard  qu'à  la  première  puissance  des 
forces  perturbatrices ,  l'expression  du  moyen  mouve^ 
ment  est  la  seule  qui  contienne  des  inégalités  dépen«« 
dautes  y  comme  les  précédentes^  de  Tangle  fn't-^mt^ 
et  ayant  {Vn'^-^inY  pour  diviseur  ;  et  c'c»t  eUelf  par 
conséquent,  qui  fournit  alors  la  principale  partie  de 
la  variation  de  la  longitude  moyenne;  mais  tous 
les  élémens  de  Torbite  pourront  contenir  des  ioé» 
galités  semblables  parmi  celles  qui  sont  de  Tordre 
du  carré  de  la  force  perturbatrice.  En  effet,  pour 
les  obtenir,  il  suffira  de  combiner  dans  «TR  les 
termes  des  variations  de  cTa,  cTe,  etc«,  qui  dé^ 
pendent  de  l'angle  VrJt  -^  2>ï^  ,  et  qui  sont  divisa 
par  i'n  -^iUf  avec  les  parties  constantes  des  diffé- 
rences -j-  9  -jZ'i  c*c.  ;  il  en  résultera  évidemment , 

par  l'intégration  dans  ^Ufi'e,  etc* ,  dei  inégalités  re* 
îatives  au  m^m^  angle ,  et  qui  auront  {i[n'  —  Uif 
pour  diviseur.  Ces  termes  seront  donc  comparables  # 
sous  tous  les  rapports,  à  ceux  qui  leur  correspondent 
dans  l'expression  du  moyen  mouvement  ;  et  il  ne 
sera  pas  permis  de  les  négliger,  du  moment  qu'on 
aura  reconnu  la  nécessité  d'avoir  ^ard  à  css  derniers 
termes. 
Les  difiërentes  inégalités  que  nous  venons  d'in^ 
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diquer  sont  celles  qui  résultent  >  dans  les  expressions^ 
des  variations 'des  ëlémens  de  l'orbite  de  m  dépen- 
dantes du  carré  de  la  force  perturbatrice  de  la  fonc- 
tion ^R  et  de  ses  différences  ;  mais  il  est  clair  que  les 
autres  termes  des  expressions  différentielles  de  ces 
quantités  introduiraient  de  même  dans  leurs  valeurs 
finies  des  inégalités  dépendantes  de  Tangle  i'n't — int^ 
et  ayant  pour  diviseur  (i  V  —  m)*>  et  des  inégalités 
dépendantes  du  double  de  cet  angle ^  et  divisées  par 
(^V — 'inY,{Vri  —  m)*  ou  (iV — in).  Pour  les  dé- 
terminer, il  suffirait  d'examiner  avec  soin  les  différen- 
tes parties  des  fo)*mules  générales  (i)^  (2)  etc.  ;  mais 
comme  t:es  inégalités  ne  deviennent  assez  considéra- 
bles pour  qu'on  en  tienne  compte ,  que  dans  la 
théorie  de  quelques  planètes  ^  il  sera  plus  simple  de 
les  développer  ^  dans  chaque  cas  particulier  ^  selon 
l'importance  qu'il  p^ésentera  :  les  circonstances  qui 
auront  rendu  leur  considération  nécessaire  contri- 
bueront toujours  à  faciliter  ce  développement. 

49*  C'est  principalement  dans  la  théorie  de  Jupiter 
et  de  Saturne  que  la  grandeur  des  deux  inégalités  qui 
affectent  leurs  mouvemens  réciproques  oblige  à  te- 
nir compte  dis  termes  qui  dépendent  du  carré  des 
Forces  perturbatrices.  Nous  allons  donc  appliquer 
aux  inégalités  de  cette  espèce  ,  qui  peuvent  deve- 
nir sensibles  par  le  rapport  -  qui  existe  entre  les 
moyens  mouvemens  de  ces  deux  planètes ,- les  con- 
sidérations précédentes. 

Occupons-nous  d'abord ,  parce  que  ce  sont  les  plus 
faciles  à  déterminer,  des  inégalités  relatives  au  dou- 
ble de  l'argument  de  la  grande  inégalité ,  et  qui 
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ayant  pour  diviseur  la  très  petite  quantité  (5»' — 3fn)*, 
peuvent  acquérir ,  par  cette .  raison ,  une  yaleur  sen- 
sible,  quoiqu'elles  soient ,  comme  on  le  verra: ,  du 
second,  ordre  par  rapport  à  la  force  perturbatrice', 
et  du  sixième  a  Tégard.de^  excentricités  et. des  in- 
clinaisons. Les  inégalités,  de  ce  genre  ne  /peu^vent 
exister  que  dans  l'expression  du  moyen  mouvement* 
Reprenons  donc  la  formule  (7)  ^  et  supposons  que 
m  représente  Jupiter,  m'  Saturne,  et  que  toutes  les 
quantités  relatives  à  m ,  marquées  d'un  accent ,  dé- 
signent les  mêmes  quaiitités  relatives  à  Ai',  en  in  té* 
grant,onaura 

eTÇ  =  —  Zanfdtfd'^K  -f-  ^-^fdt  {fdl\)\ 

Considérons  d'abord  le  premier  terme  de  cette 
expression.  En  n^ayant  égard  qu'aux  inégalités  dont 
nous  nous  occupons,  on  peut  supposer,  d'après  et 
qui  précède,  ■ 

ndt   ^  ndl  ^ 

En  ne  considérant  que  les  termes  du  déyeloppe- 
ment  de  R  qui  dépendent  de  Tangle  5n^t  —  2nt , 
soit  ' 

R  =  toT  «in  Çynft  —  ant  -+•  5/—  •)  -+•  m'Fcos  {5nU  —  a/it  +  5i'—  ai)  5 

d'où  ton  tire 

--J-  =  -^.  WPcos  (5y ;  —  îvi«  +  5f'—  ai)  +  amT'sin  (Sj/i't— a/ie+S/— ai)], 

/lut  '.ti.j         i-J.,1  .«..  ■•->;.' 

-^  ==*     Sw'Pco»  (5n't  —  int  -f  5i'—  ai)—  Sm'Fsin  (S/ifr— a/it-fS/— ai)] , 

et  par  suite 

^K^  i»'(5{:'—  a{)[Pco8  (5/i't  — a/it4.5i'—  at)— Fsîn  (5/i'£— inf4-Î5i'—  a«)] . 
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Four  avoir  la  dtffër^titieUe  d'tf'K,  il  &ut  faire  va^ 
lier  danft  cette  expiessioû  Cet  ni;  imis on  peut  reje* 
ter  d'abord  la  |yartie  dépendante  de  la  diffiéreutielle 
de  Ç,  parce  qu'il  n'en  resultera  dans  eT^  que  des  ter^ 
mes  relatife  à  l'angle  ^(5n't  -^  ant),  ayant  {Snf-^  %ny 
pour  diviseur;  on  trouvera  ainsi 

On  a  d'ailleurs  (n*  56) 

et  au  moyen  de  l'équation  }^=z — IH/^tj.Ç^  on  en 
conclut 

En  aiibslituant  ces  valeurs  dans  l'expression  précé- 
dente p  on  trouve 

ndt  "    (5/»'-.art)«\         m'V/«'         /l— aPP'co»a(5a'£— anl-h5t'— at).  J 

bn  a^ra  donc,  en  vertu  dé  ce  terme , 

_  9w"»/t<a^   /5mV/^4-amVâAf     (P'«-.P«}8ina(5n'l— a/if+Si'-ai)  1 
^^""     îi(5/»'— a/i)*  \        toV^  yl— aPFcoM(5/i'«— anf+5i'— at).     I 

Cette  inégalité    doit   être   ajoutée   à   la   longitude 
moyenne  de  m  dans  l'expression   elliptique  de  la 

iongitiMe  vraie.  En  la  multipliant  par  —  -^tt^  f  ^ 

fit  Y  a' 

faisant  a  =  -7 ,  on  en  conclura  pour  la  valeur  cor- 

'il 

respoodante  de  J'Z', 
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5o.  Considérons  maintenant  rinégalité  de  /^relative 
à  l'angle  2(5/ï'^  —  2/1^),  et  qui  a  (5n' —  a/i)*  pbuf  di- 
viseur. Les  termes  qui  la  produisent  peuvent  résulter, 
i"".  de  la  partie  de  J'Ii  que  nous  venons  de  considé- 
rer, :i*.  du  deuxième  terme  de  la  formule  (7)}  5*.  de 
la  partie  de  /R  qui  dépend  de  la  variation  des  élé- 
mens  a^a^  e,  etc.  ^  des  orbites  d«  m  et  de  m\  Détail 
minons  successivement  les  différentes  parties  de  cettf 
inégalité. 

L'expression  de  J1^.  donne  ^  en  difTérentiant  par 
rapport  kÇ , 

(t.^K  =:  2m' dl^  [P'sin  (S/i'ï  —  a««  -f- 5/—  ai)— P  cos  (5/i'£— anl+St'—  2i)], 

et  en  substituant  pour  dÇ  sa  valeur. 


ndt 


=    ^'*^^    /     (P'"  —  P«)»m  a(5»'<  —  !iJi£  -f- Sf' —  ai)  ^ 
~  (5/i'  —  a/i)' i  —  aPP*  cof  a  (5n't  —  a/ir  -h  5f'  —  ai).  I 

et  par  suite 

Qm'*n^a*    i      (P»  ^  P»)Mn  a(5/i'£  —  a/it  4.5i'— ai)    i 
'*^*'  a(5«  — a/i)^  t  ~  aPP'çof  a  (BnU  —  a»r  +  5/  —  ai;.  I 

Supposons  maintenant 

la  valeur  précédente  de  R  donne,  en  la  difféi^en- 
tiant , 

et  f  par  conséquent , 
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En  élevant  cette  valeur  au  carré ^  et  en  rejetant  les 
termes- non  périodiques,  on  trouve     ^ 


et  par  suite 

-•'    '•        .  ■   •  . 

.  ^  ^  u(5/i'—  2/i)î  l  —  ;iPP'  C08  a  (5»'t  —  a/i 1 4-  S*'  —  at).  / 

■       .  ■    '  •  I  '  ■         ■ 

Cette  inégalité,  jointe  à  la  précédente ,  donne  la  sui-' 
vante  j  -      . 


t'i#i3/ïl 


;    ^'^!ï(S^'^an)»*l— aPFco»  a (5/i't  —  an*  4- Si' —  at).  J 

On  trouverait  pour  l'inégalité  correspondante  rela- 
tive à  ni  y 

j*^  —     75yra*w^'g'*    f      (F»  —  P»)  sin  a(5/i'«  —  a/i«  H-  5»'—  at)  î 
'^  ""  a  (5/i'  —  an)'  l  -  aPP'  cos  a(5/i'«  —  int  4-  Si'  —  t ).  / 

Ces  deux  inégalités^  comme  celles  que  nous  avons 
précédemment  déterminées,  sont  du  sixième  ordre , 
par  rapport  aux  excentricités  et  ^ux  inclinaisons, 
puisque  P  et  P'  sont  au  moins  du  troisième;  mais 
ces  dernières  inégalités  n'ayant  pour  diviseur  que  le 
cube  de  S/i' —  2/^ ,  tandis 'que  les  autres  sont  divisées 
par  la  quatrième  puissance  de  cette  quantité,  elles 
sont  nécessairement'  beaucoup  moins  considérables , 
et  Ton  s'est  dispensé,  jusqu'à  présent,  d*y  avoir  égard, 
les  inégalités  affectées  du  diviseur  (5n' —  mf  devant 
fournir ,  en  effet ,  la  principale  partie  de  la  va- 
riation de  la  longitude  moyenne  relative  à  l'angle 
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5f  •  Supposons  maintenant 

en  faisant  abstraction  des  termes  de   J^R  qui  sont 
relatifs  à  la  variation  des  élémens  de  l'orbite  de  m\ 

Les  différences  partielles  ^  dans  cette  expression , 

ainsi  que  dans  celle  de  Se,  doivent  être  prises  en  te» 
gardant  n  comme  constant  (n^  ^5 ,  livre  II). 

Si  l'on  substitue  pour  ^a ,  J'f,  J'e  et  J^a ,  leurs 
valeurs  données  par  l'intégration  des  formules  du 

n°  4^  f  ïîvre  II,  en  observant  que  -j-  ==  -^,  et  pour 

j->    —,  «Tp,  «Tj,  leurs  valeurs  données  n^  4^  ^^ 
trouvera 

,  ax        /dK  f%  j^  dK       dK  ^    ».  dK\ 

Supposons ,  comme  précédemment , 

K  =  m'P  sin  {5nft  —  ant  +  5/—  at)  -h  to'F  cos  (5/i'x  —  a/i<  +  St'  —  ai). 

En  faisant,  pour  abréger,  5/î'^— 3n^+5fi'— 2€=a, 
l'expression  de  SR  prendra  cette  forme  : 
Tome  IlL  i4 
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,    ,  ,       I  -ï—  sïn  «  +  -7-  cos  a  \  (P.sm  «  -f-  P,  cos  «)| 

^m*a*n  1       \jda  da  j.  ^  I 


/R  =  — 


5/»'  '—  2» 


.   (     [Peo«i 


'-^*  — 8in*-t~-COSA 


-;-  [P'  8in  «  •—  P  COS  atj  {  T—  OOi  at  —  -7—  »»"  *  ) 

-V— ^^  .   1     rPeo««-P8m«]( -r-co8«— ~5— fin*) 

tlcPsina-f-P'cos*)' 

rifP .      ,  rfP^       i/TdP  dw  .    \ 

rJP  .         rfF        T/c/P  €/F   .     N 


(5o'— îMi)e 


ni'*  an 


m'*an\ 


(5n'_„>i/J^-)_g.i„.+fco..](gco.-f.in<.)' 

[p  cos  a —  P'sin  «]  (-^T  '^^  *""  "ST****   y 


m**anx 


Si  Ton  opère ^  dans  cette  expression^ les  multiplica- 
tions indiquées ,  ou  verra  que  le  second  membre  se 
réduit  à  une  quantité  constante ,  de  sorte  que  la  fonc- 
tion J^R  ne  contient  aucun  terme  périodique  dépen- 
dant de  l'angle  a  (Sn't  —  2nt)  introduit  par  la  yaria- 
tion  des  six  élémens  de  l'orbite  de  la  planète  troublée  ; 
le  même  résultat  aurait  lieu  relativement  aux  élé- 
mens de  l'orbite  de  m%  ce  qui  tient  à  ce  que  tous  les 
termes  de  la  valeur  de  /R  peuvent  prendre ,  dans  les 
deux  cas ,  la  forme  générale  K  (MjUidt  —  lUfMdt)  , 
K  étant  un  coefficient  constant. 

Pour  avoir  la  différentielle  de  €f /R ,  il  faut  diffé- 
rentier   l'expression  précédente    par    raf)|iort   aux 
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seules  quantités  relatives  à  la  planète  m  y  c'est^--dire 
d  après  la  forme  que  nous  lui  avons  donnée ,  qu'il 
faudra  ne  faire  varier  le  temps  t  dans  les  facteurs 
compris  entre  les  crochets  [  ]  qu'autant  qu'il  est 
multiplié  par  n^  'et  différentier  complètement  les 
{acteurs  compris  entre  les  parenthèses  (  ) ,  et  qui 
sont  introduits  par  la  variation  des  élémens  de  la 
planète  troublée.  Dans  les  deux  cas,  Cette  expression 
devient  identiquement  nulle ,  en  sorte  que  les  varia- 
tions du  grand  axe,  de  Texcenlrieité,  de  l'inclinai- 
son ,  des  longitudes  de  l'époque ,  du  périhélie  et  du 
namd  de  l'orbite  de  la  planète  troublée,  n^introdui- 
sent  dans  la  fonction  rf  J^R  aucun  terme  constant ,  ni 
aucun  terme  relatif  à  l'argument  2(5n't — 2nt).  Il 
serait  facile  de  s'assurer  que  le  même  résultat  a  lieu 
relativement  aux  variations  des  élémens  de  la  planète 
perturbatrice.  U  en  résulte  que  le  moyen  mouvement 
de  m,  de  même  que  celui  de  m\  ne  sont  assujettis,  en 
vertu  des  mêmes  variations,  à  aucune  inégalité  crois- 
sante comme  le  carré  du  temps,  ni  à  aucune  inégalité 
à  longue  période  dépendante  de  l'angle  2(5n't-T'2nt); 
ce  qui  confirme^  relativement  aux  grandes  inégalités 
de  Jupiter  et  de  Saturne ,  le  beau  théorème  de  VUwa- 
fiabilité  des  grands  axes  et  des  moyens  mouvemens 
planétaires,  en  ayant  même  égard  au  carré  de  la 
force  perturbatrice ,  que  nous  devons  à  M.  Poisson , 
et  dont  nous  avons  donné  une  démonstration  géné- 
rale dans  le  n°  60  du  livre  ir(*)* 

(*)  M.   Poissob  avait  conclu  {Mémoires   de  Y  Académie  ^ 
tome  r**  )  que  le  même  résultat  subsiste  encore  en  portant 

i4** 
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Les  expressions  de  «TÇ^  et  de  «TÇ'  ne  renferment 
donc  aucune  autre  inégalité  dépendante  de  langle 
n  (5n't  —  2nt)^  et  ayant  pour  diviseur  (5/^'  —  27^)*, 
que  celles  que  nous  avons  déterminées  n**  5o.    Les 
grands  axes  et  les  longitudes  des  ^époques  renferme- 
ront des  inégalités  semblables ,  et  qu'il  sera  facile  de 
développer  d'après  l'analyse  précédente.  Mais,  comme 
on  peut  s'en  assurer ,  ces  inégalités  seraient  absolu-^ 
Hjent  du  même  ordre  que  les  inégalités  correspon- 
.dantes  du  moyen  mouvement,  c'est-à-dire  du  second 
ordre  par  rapport  à  la  force  perturbatrice ,  et  du 
sixième  relativement  aux  exceniricités  et  aux  incli- 
naisons des  orbites;   et  l'on  pourra   les  négliger, 
comme  nous  l'avons  dit,  devant  les  inégalités  du 
même  ordre ,  et  relatives  au  même  argument ,  qui 
ont  (5/^' — '2ny  pour  diviseur.  Nous  nous  dispen- 
serons, par  cette  raison,  d'en  effectuer  ici  le  déve- 
loppement. 

52  «Considérons  les  variations  des  excentricités  et  des 
longitudes,  des  périhélies  relatives  au  même  argu- 
ment. Pour  simplifier  les  formules,  nous  n'aurons 


rapproxtmation  jusqu'aux  termes  du  troisième  ordre ,  par 
rapport  aux  forces  perturbatrices,  mais  il  a  reconnu  depuis 
qu'il  avait  donné  trop  d*extension  à  son  analyse.  L'expression 
diiFe'rentielle  du  demi-grand  axe  peut  donc  renfermer  des  termes 
constans  du  troisième  ordre,  relativement  à  ces  forces.,  et  le 
demi-grand  axe  en  peut  contenir  qui  soient  seulement  del'ordre 
de  leur  carré  ;  en  sorte  que  le  théorème  sur  l'invariabilité  des 
grands  axes  n'a  plus  lieu  au-delà  de  la  première  puissance  de 
la  force  pei^turbatrice  :  nous  en  verrons  un  exemple  dans  la 
diéorie  de  la  Lune.  {Mémoires  de  V Académie,  tome  XIII.) 
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égard  qu'à  la  partie  de  ceâ  variations  qui  est  de  l'or- 
dre le  moins  élevé  possible  y  relativement  aux  excen^ 
tricités  et  aux  inclinaisons.  Dans  ce  cas,  on  peut  sup- 
poser simplement 

,  andt  /d.^R ^e  dK\ 

e  \  dêt  e*  dm  J  ^ 

,  _^       <^^^  /d.i'K         i'e  dK\ 

""^         e  \  de  e*  de  / 


{o) 


Déterminons  d'abord  les  inégalités  relatives  à  l'an^ 
gle  2  {^ri!t  —  in€) ,  et  qui  ont  (5/i'  —  !inf  pour  di- 
viseur. Elles  résultent^  comme  on  Fa  vu  précédem- 
ment, de  la  partie  de  J^R  qui  dépend  de  la  variation, 
des  moyens  mouvemens  de  m  et  de  w!\  en  ne  consi^ 
dérant  que  ces  termes,  on  peut  supposer  fn"  49) 

^^=  1^:=^\ ^vTlT )  •  t  P'«°«  -  P<^«»*3  (Fain-  -Pcc*)  ,, 

les  quantités  P  et  P'  ne  devant  plus  s'étendre  ici 
qu'aux  termes  de  la  fonction  R  relatifs  à  l'angle 
5nU  —  ^nt ,  qui  dépendent  deç  cubes  et  des  pro- 
duits de  trois  dimensions  des  excentricités  et  des  in.- 
clibaisons  des  orbites. 

Pour  avoir  les  différences  partielles  -^—  et  -^ — ,  ïl 

faudra,  d'après xe  que  nous  avons  dit  n*46^  diiféren- 
tier  l'expression  précédente  par  rapport  à  o  et  par 
rapport  à  e,  sans  faire  varier  les  constantes  intro- 
duites dans  J^R  par  les  yariations  des  moyens  mou- 
vemens nt  et  n't.  Pour  cela,  d'après  la  forme  de  cette 
expression ,  il  suffira  de  différentier ,  relativement  à 
ces  constantes,  les  facteurs  entre  les  crochets,  enre^ 
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gardaat  oomme  invariables  les  facteur^  compris  entre 

parentKèses.  £q  observant  qu'on  a,  par  le^n®  56  ^ 

dV__    dP^       ^'__    ^ 

du  """      de  ^        dm  de  * 


on  trouvera  ainsi 


de  de 


et/a»       (5/1— 2/»)«V,  to'V/«'  /    i      ^       ^'^  *^^J 

él.Vïl      3m'»fln*    /5m  i/â4-aw' l/û'N    )      /rv^'P        n/ ^'P' ^ 
dm       (5«'— a«)»V^         w'|/«'         /    I     A    ^  ''e  ;/ 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  {c)  y 
et  en  intégrant  ensuite ,  on  aura  les  inégalités  corres- 
pondantes de  ê'e  et  de  ^ts. 

Considérons  maintenant  la  partie  de  cTR  qui  ré- 
sulte des  variations  des  autres  élémens  des  orbites 
de  m  et  de  rH.  En  n'ayant  égard  qu'aux  inéga- 
lités dont  nous  nous  occupons ,  on  peut  faire  ^  =  X , 
et  en  observant  qu'on  a 


dV-         dV 

dm—^~S^* 

dp'  d9 
dm               ^  de' 

d9        j  dV 
du"-*^  dé  > 

dV  ,dP 
dm'  ^       ^  de" 

df             dV 
dtl  '^'^  dv  * 

df-  dP 
dn  """       »  </y  ' 

w 


on  peut  supposer  simplement 
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,^  m'^an       if    dP'    .  dP  1  /^//P'    .  dP  \ 

(5/i'— i/»)c  IL    ^e  ««  J\  de    '  de  J 

,     mm'a!n'     frdP'   .  rfP  "j  f  dV   .  rfP  N 

ntim'an-^ma'n')    t  fdP^  .  dP  "1  /i/P  dP'  .      \ 

^r~f '  \\  -T-**"* —  -T— C08*|  I  -j— C08* ^j— 8in«t  1 

on'— a/i  lL«>  dy  J  \«>  dy         J 

Pour  obtenir  les  différences  -fr—  et  -^  ,  il  fau- 

dm  de     ' 

dra^  comme  précédemnient,  difierentier  cette  ex- 
pression ;  en  faisant  varier  les  facteurs  entre  les  cro  - 
cbets  y  et  en  regardant  comme  constans  ceux  qui  sont 
compris  entre  parenthèses.  En  obseryant  que,  d'après 
les  équations  (d),  on  a 


• 


dedtê          de  "^      rfe*    '  Je  J*»  "^  é/e               Je*  ^ 

J'P    _         d'V  dl?'  ^  d'V 

dydei  "^       dedy  ^  àydm  ""^  dedy  ^ 

d'P  ._  d?'             £P'  J'F   _  <fP            ^ 


JyJn         dy*^^  dy*  '     J>Jn  Jj.        ^  dy 

et  en  substituant  pour  J^e  sa  valeur  (n*  36) , 
on  trouvera ,  toute  réduction  faite , 
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dé    de*        de     de* 


'<r.JR     (TcdRN      /  I      dP  dP' 


d»         e  dm.)' 


ede  de 

fP  rf«F  

5//—  an  WAîcf</      ^3F'dede'J 


mmWn'e  (d^  d*V        dP'    d*P  \ 


-*" 


/(mVn+wi«^w>  •ffl»  d*P*       <fF    <f«P\ 
5/»' —  a/i  \£jy  cfe<f>       €/7f    dedy)  ' 


dP  <i«P        aF   a>F 
de    dé*         de     de* 

m'^an    !         dP    rfP'    . 

5/1— tan  1         «de    ae 


mmVi»"  /^  d*P         dF    a«F 


C08  aet 


) 


TT^ijn'an'^ma'n')  fdP    d*P        d^  d*^  N 
5/i'— a/i  \€/>    dedy       dy    dedyj* 

^Si  l'oa  substitue  ces  valeurs  dans  les  formules  (c) , 
et  qu'après  avoir  intégré  on  joigne  les  inégalités  ré- 
sultantes à  celles  que  nous  avons  déterminées  précé- 
demment^ on  trouvera,  en  n'ayant  dgard  qu'aux  par- 
ties non  périodiques , 

m"«fl«nn  r  <£F  <^«P       rfP  rf'P^       <fF  d*P       d9   d*P"\ 
5nf — an  [^  de     de*        de  de*         dy   dedy      dy    dedy  J 

l'aafnn'trdP'     d^P       dP  d*P'         dP"  ^*P        dP  d*P' ^ 
nf—'^n     \_de'    dede'      de'  dedtf       dy   dedy       dydedy^ 

■+"  (S^Z.^n)e  i^de    de*  '^^  de    de*  "*"  dy    dedy  "*"  </>     «ioc^vJ 


,   mm 


mm'aa'nn't  T^  d*P  dF    jrf^       ^P    <^«P         rfF  rf'P^  "l 

■*"'^V"iran)«  Ue' cfccfo'"*"  </c'    €/çJc'"^3îr  rf«rf>"*"  dy    dedyX 


C5«' 
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Ces  ternies  croissant  proportionnellement  au 
temps  tf  introduisent  dans  les  expressions  des  varia- 
tions séculaires  de  l'excentricité  et  de  la  longitude  du 
périhélie,  des  inégalités  dépendantes  du  carré  des 
forces  perturbatrices  I  qui  deviennent  très  sensibles 
dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

En  considérant  ensuite  les  termes  périodiques ,  on 
aara 


f-F^j8iD!i(5ii'£-!iitl+5*'-af) 

d9\ 
T- — P  T-  Jcofa(5/i'£— ant+5/— ai) 


m'*a*n*      ^       de    de        ^  * 


4(5n'— aii)*c  1  ^  rfdS^\^     (^^ 


[(©■-(s)>'<5„',.«.4^.'.a.)' 


3m'.«.„.    /5mV/2r+ai»'l^?\5     (pf-^'f^) "■"»<*»''-»»* "^5.'- «) 


»(5»'-,«)3«V        ;„Vâ'  >')+Cpf+p^\«„,(5„.,_„t4^/_,.) 


m'«a*/i» 


[(f)"-©>"<'^'-«'-"'i 


3(5/1*— a«)»c*    ]       €fP  ciF       ,.  ,  ^  .  V       N 

^  '        (""^T  ■j-co«a(5/i'/-artr4-5f'— at). 

• 

Ces  formules  détermineront  les  variations  pério- 
diques de  l'excentricité  et  du  périhélie  de  Torbîte 
de  m,  dues  au  carré  des  forces  perturbatrices,  et  re- 
latives au  double  de  l'argument  de  la  gi^ande  inéga- 
lité ;  ces  variations  introduisent  dans  l'expression  de 
la  longitude  vraie  une  inégalité  à  longue  période , 
qui  acquiert  une  valeur  sensible  dans  la  théorie  de 
Jupiter  et  de  Saturne. 

55.  Pour  la  déterminer,  en  nommant  s^  la  longi- 
tude de  772  dansj^on  orbite  elliptique,  et  en  ne  consi- 
dérant que  le  premier  terme  de  l'équation  du  cen- 
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tre  ^  on  a 

if  r=^fndt  '^î  +  26  sin  (fndt  +  e —  â»). 

• 

DësignoDs,  comme  précédemment  ^  par  la  carac- 
téristique /  les  variations  dépendantes  de  la  première 
puissance  des  forces  perturbatrices ,  et  par  la  caracté- 
ristique J"'  celles  qui  sont  dues  au  carré  de  (^  forces. 
Si  dans  l'expression  précédente  on  augmente 'les  élé- 
mens  de  l'orbite  de  m  considérée  comme  une  ellipse 
variable  de  leurs 'variations ,  on  aura  dan^  Torbite 
troublée 

la  partie  de  cette  valeur  qui  dépend  siipplement  des 
masses  m,  m\  etc.,  est  celle  que  nous  avons  examinée 
dans  la  première  approximation. 

Si  Ton  développe  donc  Texpression  précédente ,  en 
n'ayant  égard  qu'aux  inégalités  de  Tordre  du  carré 
de  la  force  perturbatrice ,  qu'on  observe  que  les  iné- 
galités de  J^'e  et  (cTfi)*,  dépendantes  de  l'angle 
2[5n!t — 27z^+5fc' — 2i),  sont  insensibles,  n*^  5o,  qu'on 
a  d'ailleurs  dans  l'orbite  troublée  y>2ûfe=/î^+Ç-|-/Ç, 
en  sorte  que  les  inégalités  dépendantes  du  même  an- 
gle, introduites  par  la  variation  du  moyen  mouve- 
ment, s'obtiennent  en  augmentant  dans  la  partie  el- 
liptique, comme  nous  l'avons  dit  n**  49  j  l'^^^gle  nt 
de  Ç  +  cTC  f  la  quantité  «T^  étant  déterminée  par  la 
formule  du  même  numéro ,  on  aura 

—  [ac<r'«  -K  i^e  /a»  —  aÇ/c]  cos  (n«  4- 1  —  »). 

Cette  expression  devrait  contenir  encore   les  deux 
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termes  '^2eS'iJ'œ  et  +a<r€J^e;  mais  ces  termes, 
comme  il  est  aisé  de  s  en  convaincre  »  ne  donneraient 
que  des  inégalités  insensibles  relativement  à  celles 
que  nous  considérons. 

Si'  au  lieu  de  J'e  on  substitue  dans  cette  expression 
S2^  valeur  donnée  n^  52 ,  et  au  lieu  de  Ç  et  de  J'cû 
leurs  valeurs  déterminées  par  les  formules 

f =7^3"^.  t^"**  (^'*'^-"  ^"^  +5f'—  af>-P  cos  (5/i'r~a/i£+5«'—  at)], 

• 

qu'on  remplace  ensuite  J^e  et  J^'eo  par  la  partie  pério- 
dique de  leurs  valeurs  donnée  par  les  formules  pré- 
cédentes;  on  verra  que  les  inégalités  qui  ont  {5n^ — 2ny 
pour  diviseur  disparaissent  d'elles-mêmes  ;  et  en  né- 
glijçeant  les  inégalités  dépendantes  de  l'angle  72^ -|-€, 
parce  qu'elles  peuvent  être  supposées  comprises  dans 
l'équation  du  centre ,  on  trouvera 

Î/    dP'       tiP\ 
-(P  ^P-f )cos(io.'|.5«*4.io.'.5H.-)' 

Par  une  analyse  semblable ,  on  trouverait  pour  1^ 
variations  séculaires  de  l'excentricité  et  de  la  longi- 
tude du  périhélie  de  mf,  dues  au  carré  de  la  force 
perturbatrice, 

(5«'-  a/»)>a'  V         ;;n7î  ;  Vdef      "^  tde'  J 

m*a'*nfHrd9'   a«P       dP  d»V      dP'    d^V       dP    rf»P  n 

mmfaa'nn't  P  rfP":  c^«P         rfP    </«F        <n>'    <f«P         e/P  J'P^n 
■*"     5n'— a»      L^e    <#c<f«'      48  itorfis' "^  dy    dé'dy       dy  âefdyy 


z3o  THÉORIE  ANALYTIQUE 

et  69 ,  livre  II ,  augmenter  les  quantités'  -yjf-r.f  ^tc.  ^ 

-^1  ^  y  etc.,  de  leurs  variations  séculaires  relatives  à  la 

seconde  approximation ,  et  déterminées  par  les  formu- 
les précédentes.  Ces  é(|uations  alors  ne  sont  plus  li* 
néaires  y  cependant  on  peut  encore  les  intégrer  par  les 
méthodes  ordinaires  d'approximation.  En  effet;  sup- 
posons  d'abord  qu'on  ait  égard  aux  quantités  d'un 
ordre  quelconque  par  rapport  aux  masses  m,  m'y 
vfi\  etc.  f  mais  qu'on  néglige  dans  les  équations  ci- 
tées tous  les  termes  qui  dépendent  des  puissances 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  supérieures  à  la 
première.  Les  équations  qui  en  résulteront  seront 
encore  linéaires  et  à  coefficiens  constans  ;  en  les  trai- 
tant comme  on  a  traité  les  équations  primitives  (P) 
et  (c)  y.  on  en  déduira  une  équation  de  la  forme 

X  -f-.X,  -f-  X.  +  «te.  =  Oy         (a) 

qui  remplacera  Féquation  X  =:  o  ^  et  dans  laquelle 
le  premier  terme  sera' cette  même  quantité  X  de 
Fordré  des  masses^  m ,  m',  etc.  ;  X.  désignera  une 
quantité  du.  seooiidi  ordre  par  rapport  à  ces  masses, 
X^'une  quantité  dn  troisième  ordre,  et  ainsi  de 
atiite.  Or,,  les  racines  de  l'équation  (à)  se  déduiront 
de  eeUes  de  l'équation  X  =5  o  par  le.  procédé  ordi<> 
naire  des  substitutions  successives^  et  diaprés  les 
{urincipes  de!  cette  méthode  si  les  racines  de  cette 
équation  sont  toutes»réëlles  et  inégales,  il  en  sera 
de  même  des  racines  de  l'équation  (et) ,  qui  se  trou- 
veront exprimées  en  séries  ordonnées  par  rapport 
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la  première  approximation.  En  effet  ^^  si  Ton  repré- 
sente par  K  sin  {Sn't  —  Znt  +  Se'  —  5i  +  B)  Tîné- 
galité  de  m  dépendante  de  Tangle  5^'^ — Znt-^-St' — 5i, 
et  par  H  sin  (Sn't  —  ant  +  5f '  —  2«  +  A)  la  grande 

inégalité,  ou   celle  qui  dépend   de   Tangle 

Sn't—  mt+  5«' —  26,  rinégalité  de  /^,  qui  dé- 
pend de  l'angle  lon't — 5n^H-  io«'  —  5ê  pourra  se 
mettre  sous  cette  forme  : 

Soit  de  même  K'sîn(4/i'^  —  2/1^+4/'— 2«+B'),  l'iné- 
galité de  m' dépendante  de  l'angle  ^nH — 2n^-|-4^ — ^h 
et  —  H'  sin  (  ^n!t  —  2nt  +  5g'  —  2f  +  A')]  la  grande 
)  inégalité  de  m',  l'inégalité  précédente  de  J^/  pourra 
prendre  cette  forme  : 

4  mV/« 

54- Déterminons  maintenant  les  inégalités  des  incli- 
naisons et  des  longitudes  des  nœuds,  correspondantes 

{*)  Il  suffit,  pour  s'en  couvaincre,  d'observer  que  parles 

n-35et36onaB=i.  +  C,  A  =  ff,   K  =  — ^-î^^.^, 

on — 271  de 

H=  T^-; -.  Si  l'on  développe  l'expression  pre'cédeute, 

et  qu'à  la  place  de  k  sin  C,  A:  cos  ff,  j-  sin  C,  —  cos  ff,   on 

substitue  leurs  valeurs  en  fonction  de  P  et  P',  n®  3o,  on  re- 
trouvera identi(|uement  l'inégalité  de  i'v  déterminée  piiu 
haut. 


222  THÉORIE  ANALYTIQUE 

aux  précédentes.  Pour  cela  nous  observerons  qne  ^ 
et  ç'  étant,  comme  précédemment,  lés  inclinaisons 
des  orbites  de  m  et  de  m' sur  un  plan  fixe ,  et  a  et  <»' 
les  longitudes  de  leurs  nœuds  asce^^dans ,  si  l'on 
nomme  7  lenr  inclinaison  mutuelle,  et  II  la  longi- 
tude dyi  nœud  ascendant  de  m^  compté  sur  Torlnte 
de  nij  et  qu'on  considère  le  triangle  sphérique  com- 
pris entre  ces  trois  plans ,  on.  aura 

sin  y  sin (Il  —  a)  =  sin  (p' sin  (a'  —  a), 

sin  y  cos  (Il  —  a)  =  sin9'cos9cos(ee' — a) — sincpcos^'. 

Si  l'on  suppose  do^c  ' 

P^rsssin^/ sinn,     Q^=sin3/C0sn, 

et,  comme  précédemment ^ 

/)  =  sin  ^  sin  a ,    p'  i:^  sin  ^'  sin  a', 
q  =  sin  9  cos  a ,     9'  =  sin  ^'  cos  a^, 

en  multipliant  par  siii^  les  deux  équations  précé- 
dentes ,  on  aura 

Si  de  ces  équations  on  tire  les  valeurs  de  P^  et  Q^,  en 
.  observant  qu'on  a 

i+V/i— p»  — ^ 
ou  trouvera 
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Si^  comme  nous  1^  faisons^  on  prend  pour  plan 
fixe  celui  de  l'orbite  de  m  à  une  époque  donnée ,  p 
et  q  seront  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices,  et  Ton 
aura  y  aux  quantités  près  de  Fordre  du  carré  de  ces 
forces 

On  a  d ailleurs  y/i — />'•— ç'^scos  7^;  en  négli- 
geant donc  les  quantités  de  l'ordre  du  carré  des 
iac^jnaisons  mutuelles  des  orbites, 

Ces  valeurs  sont  conformes  à  celles  que  nous  ayons 
trouvées  n^  86,  livre  II;  mais  l'aoalyse  précédente 
montre  de  quel  ordre  sont  les  quantités  négligées. 

Si  Ton  différentie  par  rapport  à  la  caractéristique  cT, 
en  observant  qu'en  prenant  pour  l'origine  d'où  les 
longitudes  $ont  comptées,  l'intersection  commune 
des  deux  orbites,  ce  qui  suppose  n=:o,  on  a 
cTP^  =  y  Su ,  cTQ^  =  cTj. ,  et  que  les  inégalités  de  J'p  et 
cTp',  de  J'q  et  «Tç',  sont  liées  d'ailleurs  par  les  équa- 
tions ordinaires. 


/^yT^^ 
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pn  aura 

Maintenant,  en  n'ayant •  égard  qu'aux  termes  que 
nous  considérons ,  en  vertu  des  formules  du  n*  4  ^ 
on  a 

En  différentiant,  par  rapport  à  ^  et  à  n,  les  deux 
parties  de  la  valeur  de  cTR  donnée  plus  haut  y  n*  52  ^ 
et  ne  conservant  que  la  partie  constante  de  cette 
différentielle,  on  aura 

dy    -{5n'^iin)\  ^^y/-,  jKdy^^  dy)       , 

5/»'— a»  V</c    dedy        de    ded'^J 
mm'a'n'  /"dP    d*P         dP^  d^V  N 
-    "*■  5/i'— a/»  \de'  de'dy'^  de'  de'dyj 

m' {m' an  -4-  ma'n')  fdP  rf»P        ^  </»P^N 
5»'—  a/i  \rf>  </>*         </>    ày"^  y 

</./R_    3m^'fln«     /5mV/g+ am^V/7"\    /p  f[P'  ..p^fJPN 
7.<m  ■"  (5/i'— a/i)«  \  m'V/«'  /    V.     <'>  <i>y 

m^'g/i     /^   ^»F        </P^    </«P  N 
5»'  —  an  Vrf«    rfc Jy.        de    dedy  J 

■*"  5/i'—  ah  V^£/e'  rfc'</>       ^/e'  dt/dy)' 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  les  expressions  de 
dp  et  dq,  qu'on  intègre,  et  qu'on  remplace  ensuite 
J'p  et  Sq  par  leurs  valciurs  dans  les  expressions  de  J^ 
et  de  j/cTn,.  on  trouvera     • 
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^-(5n'-an)»  V,"       ^.j/"        A         m'V/7  ^  W>         dy  J 

,  _  m'^a*n*t/m  [/"^-hm'  j/âS  /'dP   d^P'  __  dF    d^  \ 
5/»'  — a/i\        jff'V/ï         J\de    dedy        de    dedy) 

ym^è!^^^  ('!!LV^t2V^\  /5mi/^.m-V^  ^  £fP       rfp;v 

)dP  d*P  dP"  d^V 
de  dedy  de  dedy 
<3^.y   i/^»*  dy    dy* 

ÎdP    d*P        dP"    d^P*       j 
;     de'  de'dy   '^  de'    dt^dy      I 
.dPâ^       rfp;  d^      ( 

On  déterminera ,  au  moyen  de  ces  expressions , 
les  valeurs  de  J'y  et  de  yjTi;  on  en  conclura^  en 
yertu  des  formules  (e)  et  (/*),  celles  des  quantité 
J^p,  cTp',  cT/)  et  cTj'',  et  par  suite  les  valeurs  des  quan^ 
tités  J^ ,  Jetf  Jç',  Jk',  qui  déterminent  les  varia- 
tions des  orbites  de  m  et  de  ni\  résultantes  de  leur 
action  réciproque  ef  relatives  à  un  plan  fixe  quel- 
conque. 

Les  quantités  Jy  et  yjn,  comme  les  valeurs  de 
Jcj  Jcùf  etc.^  ^ont  encore  affectées  d'inégalités  pé- 
riodiques dépendantes  de  l'angle  aÇSn't-^ant);  mais 
comme  elles  sont  absolument  insensibles,  nous  n'au- 
rons égard  ici  qu'aux  inégalités  séculaires. 

55.  Nous  avons  vu^  dans  le  n^  78  du  livre  II,  que 
les  inégalités  de  cette  espèce,  dépendantes  de  la  se- 
conde puissance  des  forces  perturbatrices,  comme 
celles  qui  dépendent  de  la  première  approximation  ^ 
Tome  III.  i5 
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dé    de*        de     île* 

~    «in  a« 


V  d»         «  d».J' 


m'*ane    )      i  f/^/FX*  _  Z'^^*!   îll 


5»' —  a/i  Vrfy  </06f>        rf^    dedyj  * 

de    de*  de     de* 

,  ,    m^an    l         dP    dP"    . 
I      5/2— lan  I         ede    de 

.  mmWr/  ^dP   d*P     ,    liF    ii«F\ 
■*"  Su'— a/i  *  W  de<f«      •  'Se'    5i^J 

m\m'an^ma'f^)  rdP    d^P        dP^  d»F  N 
5/i'—  in         \dy    dedy       dy    dedyj  * 

Si  l'oa  substitue  ces  Taleurs  dans  les  fonnules  (c) , 
et  qu'après  avoir  intégré  on  joigne  les  inégalités  ré- 
sultantes à  celles  que  nous  ayons  déterminées  précé- 
demment, on  trouvera,  en  n'ayant  égard  qu'aux  par- 
ties non  périodiques , 

m'*a*nHrdP'  d*P       dP  <f'F       dP'   d*P       dP    d*P"\ 
5nf — a/1  t.  de     de*        de  de*         dy   dedy      dy    dedy  J 

mm'aa'nn't  TdP'     d*P       dP  d*P'        dP"  ^*P        dP  d*P"\ 
5nf-^in     X^de'    dede'      de'  dedtt       dy  dedy       dydedy\^ 

m'*a*n*t    f^^    .  ^^  .   ^  f[l?  j.  J^  ^*P' "] 

mm'aa'nn't  TdP  rf«P         ^  i[!El    .  £!L   ^*P         dP*  d*P' ^ 
+  (5»'  —  a/i}«  L<'«'  <'»«'«'        <'«'    *'^^<*'      ''O'    ^'««'y        ^>    d«</>i' 


Jb: 
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Ces  termes  croissant  proportionnellement  au 
temps  ty  introduisent  dans  les  expressions  des  varia- 
tions séculaires  de  l'excentricité  et  de  la  longitude  du 
périhélie  ;  des  inégalités  dépendantes  du  carré  des 
forces  perturbatrices,  qui  deviennent  très  sensibles 
dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

En  considérant  ensuite  les  termes  périodiques  ^  on 
aara 


>(5»'-^)'  \        „'  »/â'        >' /+(b^P  ^)co«(5„'.-«»i+V-aO 


m  *fl*/t*      \       de    de        ^  * 


4(57i'— an)*c  \Si^\^     /^V 


[(S'-œy]-'^^-''-^''-)' 


m'*a*n* 


i^T  ^<^o*^{5'» '-»'»'+5i  — ai). 

• 

Ces  formules  détermineront  les  variations  pério- 
diques de  l'excentricité  et  du  périhélie  de  Torbîte 
de  m,  dues  au  carré  des  forces  perturbatrices,  et  re- 
latives au  double  de  l'argument  de  la  grande  inéga- 
lité ;  ces  variations  introduisent  dans  l'expression  de 
la  longitude  vraie  une  inégalité  à  longue  période , 
qui  acquiert  une  valeur  sensible  dans  la  théorie  de 
Jupiter  et  de  Saturne. 

53.  Pour  la  déterminer,  en  nommant  v  la  longi- 
tude de  m  dans^on  orbite  elliptique ,  et  en  ne  consi- 
dérant que  le  premier  terme  de  l'équation  du  cen- 
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et  par  conséquent 

En  prenant  la  différentielle  f/'eTR  ^  on  ne  doit  faire 
varier  dans  cette  équation  qi^e  les  coordpni^é^  de  m, 
c'est-à-dire  qu'il  faut  différçntier  V^^cpresçion  précé- 
disnte  par  rapport  à  ^o  e^  regardant  «T/coniiiie  ccms- 
tant.  On  aura  ainsi 

ndt    ""  a    '        da  '  andt 

Supposons  qu'en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  du 
troisième  ordre  par  rapport  aux  excentricités  qui 
dépendent  de  l'angle  5rii  *—  2nt  on  ait 

^  =  Fcos(5/i'^ — 2/i^-f-5fi'— 26  4-/);       * 

F  étant  déterminé  par  la  première  approximation  et 
^4  étant  afiecté  du  très  petit  diviseur  5n'  —  2n.  En  vertu 

de  cette  valeur  on  aura  , 

,  .    •     .     ■  "  '       ". 

ndt  211  da  ^  ^  ' 

Et  en  multipliant  cette  expression  par  jkt^ — rr* — »» 

€n  supposant  9  comme  dans  le  n^  18,   tt  =  -r^  pn 

aura  la  partie  cprrespondfintç  de  ^C  réduit^  en  se- 
condes. 

On  doit  observer  ici  que  la  différeatiation  rétive  à 
la  caractéristique  d' introduisant  dans  ^'R  le  muld- 
plioiteur  Sn! — 2/1 ,  la  valeur  de  cTÇ"  ne  semble  af- 


i 
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fectée ,  après  la  double  mtegratioa ,  que  du  diviseur 
5»'  —  2n  ;  mais  comme  la  quantité  F  renferme  im- 
plici terrien t  le  même  diviseur  >  il  en  résulte  que  Ti- 
nëgalité  correspondante  est  réellement  affectée  du 
très  petit  diviseur  (5»'— a/i)*,  et  qu'elle  es^  de  Tordre 
des  quantités  que  nous  conçidàronç^  Il  n'est  donc  pas 
permis  de  la  négliger ,  comme  le  suppose  Laplace, 
[Mécanique  céleste ,  n*  16,  livre  VI)  >  et  Ton  verra 
qu'en  effet  cette  inégalité  s'élève  à  plus  de  8"  sexagé- 
simales relativement  à  Saturne.  On  peut,  pour  plus 
d'exactitude,  subsfituer  dans  les  équations  précé- 


m 


dentés ,  à  la  place  de  —  A^*^,  1^  partie  ppn  pérîo-' 

dique  de  R,  exactejusqu'aux  quantités  du  quatrième 
ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaî- 
naisonsy  et  que  nous  avons  désignée  par  F  dans 
le  n*  17. 

Supposons  réciproquement  qu'en  ne  eonsidéraat 
que  les  termes  dépendans  des  cubes  et  des  produits 
de  trois  dimensions  des  excentricités  et  dès  inclinai-^ 
sons ,  on  ait 

Il  faudra  combiner  avec  cette  valeur  de  R  celles 
qui  proviennent  des  parties  constantes  de  ^r  et  de 
S'r  ;  nommons  a¥  et  aT'  ces  parties ,  en  sorte  qu'on 

ait  •    ': 

^  -!•  p  ili  — F' 

a  ^  a  ' 

il  en  résultera 
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#R  =  m<  fd  -~  F+a'  ^F*)  8in(5/i'<  —  2/«  +  5i'—  21) 

+  m' r  û  ^  F  +  a  ^  F'Jcos  {5Wt  —  a/i/  +  5i'  —  21  ) , 

d'où  en  dîffërentiant  par  rapport  knt ,  en  regardant 
n^t  comme  constant ,  on  tirera 

^^^£S=^aw»'^a«':^F-H»'-  j^  F^  ces  (6n'£  ^  ant  +  5t'—  în) 

aa'^F-ha'«^  FM  sin  (5/i't  -  îwt  +  5/—  ai). 

En  multipliant  cette  expression  par  j^-r^ — tt- — »  ; 

on  aura  la  partie  correspondante  de  el^. 

^    Considérons  maintenant  le  second  teUne  de  la 
même  formule.  Supposons^  comme  précédeoiment, 

d'où  en  difTérentîant  par  rapport  à  /z^,  et  en  intégrant 
ensuite ,  on  tire 


am  n 


fd^=m's—  F-t •  [P»in(5ii't— a/ii4^i'— ai+Fco8(5«'£— aiil+5f'— ai)], 

^  étant  une  constante  arbitraire. 

En  ne  considérant  donc  que  les  termes  dépendans 
de  l'argument  5n't  —  2nt  ^  on  aura 

(/rfR;*=-.|~^ .  [Pfin  (5n'£— anr-fr.5f'— aiH-Fcof  (5ii'«— a/i«+5i'-af)]. 

On  a  d'ailleurs  ,  n**  92 ,  livre  II , 

I    rfAC«) 

La  première  des  formules  (o)  donnera  donc^  en 
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en  vertu  du  terme  précédent ,  \,^  ^^ 

(5«— an)*  </a  j^  ^V\4- 

En  réunissant  cette  inégalité  aux  deiiic  iiiéglalités 
déterminées  précédemment ,  on  aura  ISa^^àlé^i^  ë6m-> 
plète  de  cT^,  résultante  de  la  combinaison  des  al*gti-*- 
mens  zéro  et  5n!t  —  uni. 

59.  Pour  avoir  la  partie  de  cTÇ'  correspondante  à 
celle  de  cTÇ  que  nous  venons  de  déterminer ,  repre- 
nons la  seconde  des  formules  (o)    , , 

i  . .  çATié:  —  Za'n'fdtjd' .  cTR'  +  ^^fdi(fd!^Yy^  » 

Eh  'suîV;ant  l'analyse  du  numéro  précédent ,  et  en 
supposant'  ' 

^  =  F' cos  (  5/i'«  +  2/2^  +  5g' —  2H-/) 

k 

i 

on  trouvera 

et  en  multipliant  cette  expression  par   -  ,^'     ,-^ — «  , 

on  aura  l'inégalité  que  le  terme  précédent  introduit 
dans  la  valeur  de  cTÇ"'.  >    - 

Réciproquement  y  soit     * 

R'='  mP  «in  {Sn't-^  a/iH-  5/—  ai)  -|*  mFcos  (5/i'«  —  a/i«  -f.  5/—  a«) , 

et  supposons  ^  comme  plus  haut, 

_  —  F         —  =sF' 

on  trouvera 

Tome  IIL  i6 


^  JWifmii  AifâiTTIQUB 

a'^¥+a'^ryx>s{5n'ï^2nt+5î''^2î). 


^  4ifiër«n1iant  cette  yakor  par  rapport  à*  filif  on 
mon 

Les  quantités  P,  P',  F,  F'  ayant  îcî  les  mêmes  va- 
leurs €(ti6  dai;^  le  n**  58 ,  comme  on  a  à  très  peu  près 
5n' = 2n,  îl  est  aisé  de  conclure  que  Finégalité  de  «TÇ' 
dépendante  de  la  partie  précédente  de  J'W  est  liée 
à  l'inégalité  correspondante  de  cTÇ  par  l'équation  or- 
dinaire; de  Gonditicm 


Par  l'analjrse  du  n"  58  on  Terra  que  te  second  terme 
de  l'expression  de  J<^'  produit  le  terme  suivant  : 

En  réunissant  cette  dernière  inégalité  aux  deux 
précédentes  9  on  aura  la  \%ileor  complète  4e  la  partie 
de  Ji'^'f  dépendante  de  la  combinaison  des  ai^gomens 
zéro  et  5n't — nt. 

Calcul  des  termes  de  eTÇ  et  de  cTÇ'  qui  résultent  de  la 
combinaison  des  argumens  3tt't — nt  et  2n't — nt. 

6o.  Le  dernier  terme  de  chacune  ded  fbmtutes 
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(o)  ne  saiiniH  )>fcii|iiire  daqsr  les  y^Qra  de  Jf^ 
et  de  J'C  aucune  *  inégalité  4^p4cj4#ii:t9  de  Faugle 
5n!t — 2nt  et  du.  troisième  ordj?e  rélatiVeioaent  aux 


•*•  A. 


exceutricités ,  fof^^  Fou  fait  ab^f^^  la  com- 

binaison des  arguiaens  o  et  5r£t.^Jjj^$t  IL  bous  suf- 
fira donc  de  supposer  dé^^nais*  ' 

éTÇ  =  —  5anfdtfd'.tfR, 

Parmi  le  nombre  m^^^  qui 

peuvent  donner  dan$  i^  et  <P('  dé^Vei^me^  de  là' nature 
de  ceux  que  nous  considérons ,  nous  n'auroûs  égard 
qu^à  ceux  qui  proViennétit  de  la  double  combinaison 
des  argumens  5/i'*r-»et  2ri — n,  parce  que  ce  sont 
eux  qui  fournissent  la  principale  partie  des  deux 
grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne  dépen- 
dantes du  carré  des  forces  perturbatrices.  II  sera  facile 
d'ailleurs  d^étendre  la  même  analyse  au  développe- 
ment des  tertxies  résultant  de  Tune  quelconque  des 
combinaisons  énumérées  h®  5j  ;  c'est  ce  que  j  ai  fait 
dans  un  mémoire  imprimé  'dans  le  recueil  des  Savans 
étrangers  (i),  je  me  contenterai  doncd^en  rapporter 
les  résultats  numériques  ^  lorsque  nous  nous  occupe- 
rons de  réduire  en  nombres  les  formules  relatives 
il -la  théorie  des  inégalités  planétaires. 

Considérons  d'abord  la  valeur  de  cT^. 

En  n'ayant  égard  qu'aux   termes  dépendans   de 


(i)  Mémoires  de  rAcadémie  9  Sas^ans  étrangers ,  i834. 
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Tangle  3IhUH^  tint  et  du  carré  et  des  produits  des  ex-^ 

centriciiés  et  des  inclinaijions ,  soit 

y  R  =  M^*>6'  cos  {Zn't  —  nf  +  Sg'  —  é— 2r,>') 
>      +  M^*Wcos(5n'^-— n^+5É^— É— û>— 6>') 
-f  M^'V*  cos  l5n't — /i^.  4-58'  — «—  3û>') 
+  M^^A'cos  (S/i'^  —  7i^+5g'— 6— an)  ; 

d'où  résulte 

/R=(A'-A^)C3M(«)c»5m(3ii't-i»£H-3i'-i-a»)4<>M<0ey8*m(3ii'£-/it+3f'-t-»-«»'}  i 

-f.  MWc'»  fin  {^nft  —  «t  -f- 3/—  i  —  ad»')] 
-HA'  —  3A/)JVH»)\»  sin  (3ii't  —  nt  -f.  3/—  •  —  oH)  ! 

_^  r  dfW^  c.coi(3ii'«-iï«+3/-«-îM»)  +a  5!^^c'co8(3«'«-ii«-f3t'-«-»0 

4^î[^e'«co<3/i'«-/tt+3i'-i-a«')+fl  ^^x.co8(3/i'«-/i«-f.3i'-t-2n)  1 
«a  da  J 

^.^.1  a'_-y-  e*co8(3R  t-/i/-|-3r-f-îai)  -ha'-T-;-c«'co8(3/i7-/i«-f.3i  -i-fl»-*»^ 

Si  Ton  différentie  cette  expression  en  faisant  yarier 
les  troiâ  quantités  nt,  tf'sf,  JV,  et  en  regardant  comme 
constantes  \qs  trois  quantités  n^t,  ^u'  et  J^r^,  on  aura 

tLlir2^jv'-<r«/)[3M(»)e»co8(3n'i-nt+3i'-i-a»)+aM(Oce'co»(8nY-/i/4^-f-^^ 

+  M(*)c'«  C08  (3»'t  —  ««  +  3i'—  •  —  ai/)] 
-4-(3«r>/-—  JV)M(3)x«  cos  (3/ï'«  —  n«  +  3i'—  t  —  an) 

-fi:^'.  [3M(o)c»8in(3/i'l— /if4-3t'-t-2«)+2M(0ce'8in  (3/»'/-«t+3/-i-a»-a,') 
liât  ' 

-f-  M(»>e'*sin(3/i'l-/i«+3i'-i-aa04- M(3)x»siii  (3ii't  — nt+St'— i-aU] 
H ;t  •   ^"j — *   co8(3/î'«-/it-f-3/-i-a»  )+a  -^ — cecos(3/i'£-/i«-+.3i'-f-»-i/) 

•+•«  -^ —  ^ ' cos(3/i'f -«/■4-3/-«-a«0-f^  -t —  x»co8(3«'£-/it-fi3i-*f-an)  | 

iTr    r  </IVÏ(«)  <iM(0 

■*"  T  *    ''~^^*  sin(3fi'«-««+3«'-«-2a.  )-f-a  ^^ce'sin(3n'<-«£-h3f'-i-»-») 

-l-fl-T — c'»sin(3/i'f-«£+3f'-i-a»')-f-a  -t — x»siii(3/i't-/i£-t-3i'-i-an)  | 

4-  ^-  U'  -^^«*  »'"  (3n'£-/i«+3«'-i-a«»)+a'-^cc'sm  (3/i'«-«l+3i'-f.ai-a,') 

+a'  ^^/'«n  (3/i'£-/i«4^i'-i-aai')-|-a'^^A».iii(3/i't-/i<+3i'-f-an)]. 
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Supposons  qu'en  ne  considérant  que  les  termes  dé- 
pendant de  l'argument  an't — nt,  et  qui  sont  de 
l'ordre  des  excentricités  et  des  inclinaisons ,  on  ait 

—  =  cF  cos  (a/i'£  —  ut  +  ai'—  i  —  a»)  +  e^G  coê  (an't  —  nt-h  ai'— «—•')» 

// 

-j.  =  eF'  cos  (a/i't  —  /i£  4-  a«'—  «  —  »)  H-e'G'cos  (an'l  —  »f+  at'— •—»'), 

a 

JV  =  cH  sin  (an't  —  /it+  at'—  •  —  »)  -f.e'R  sîn  (an'/  — ««+  ai'— •—•'), 
/i/=  eH'8iii(a7i't— ni+a/— •  — «)-f-e^'8m(an'£— n(  +  a/— «— «0/ 

Et  en  différentiant  les  valeurs  dé — et  J^(^  on  a 

a 

djr_^  (2!î^i:^.  [cFsinran't— nt+at'— •-•)-f^G8ÎnCa/i'£-n«-+.a/-i-a.')L 
andt  n 

L^  as     i2!Ùz2l,  [cHco8(W/— nr+2i'— f-«)-fe'Kcos(an'«-»£-f-a/-t-«  )]  » 
/la/  1 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  Texpressiou  de 
-^-j- ,  et  qu'on  ne  conserve  que  les  termes  qui  dépen- 
dent de  l'argument  Sn't  —  antj  en  faisant  pour 
abréger 

1  da  n  a  a  da  n  da    j 

a     da  n  da       ^  da'  n  aa  J 

La  n  a     aa'     n  da  J 

p<.)=  «3  |lH'«'Mc.)+?(l--')H«T«(»H.iF'«'.i5î^'-^2:::2)Fay ^n 

La  n  'i  da'  n  da    J 

La  A         a     da  n  da   J 

L*        'i        a    irfa',    o      i/a  J 
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Ôiitroiivera 

nut 

+  P(0  sin  (5«'«  —  a/it  +  5i'  —  at  -  aa»  —    «O 
4-  P(«)  «in  (Wt  —  aux  H-  5i'  —  at  —  3»') 
4-  P(3)  sin  (5n'£  —  a«t  +  5i'  —  ai  —  S») 
,  .  .,  4-  P(4)  «in  (Wt  —  aiiXH-  5i'  —  at  —  «•'  —  an) 

y^   ^  p(5)  gin  (5;,/^  ^  ant  -4»  5/  —  ai  —  »    -  an)j 

expression  qili  en  faisant 

A  =  P<<»)co8  (»+  a»0-»-**^>co»  (î^^^  •')  +P<'>co8  3»'  +  P(»)cos  3/» 
4-  P(4)co8  (»+  an)  -HPCOcoà  (  »  H-  an)  ; 

et  en  nommant  B  ce  que  devient  «cette  expi*ession 
quand  on  y  change  les  cosinus  en  sinus >  pourra 
prendre  cette  forme  : 

î!î^^  sa  A  sb  f S/Zi  <- iii« + 5i'— ai) -- B  CD8  (5i/t  —  !mf -f.  5i' -- Bi) . 
ndt 

Pour  réduire  cette  expression  en  nombres^  on 
formera  d'abord  les  valeurs  des  quantités  M^*^,  M^*^, 
]\I(0^  M^^^,  et  de  leurs  différences  tant  par  rapport  à  a 
que  par  rapport  à  a'^  au  moyen  des  formules  du 
n**  6,  dans  lesquelles  on  fera  f  =  5.  Qoant  aux 
quantités  F,  G,  H^  etc. , elles  seront  données  par  les 
approximations  dépendantes  de  la  première  puissance 
des  masses; 

6i  •  Considérons  réciproquement  les  termes  de  ^R 
dépendans  de  l'angle  Sn't — 2ntf  qui  résultent  de  la 
partie  de  R  relative  à  l'argument  2n!t  —  nt  eombi** 
née  avec  les  parties  de  J'r^J'if^  etc. ,  relatives  à  l'ar- 
gument 3n'^-— n^.  Cette  partie  de  R  est  de  l'ordre  des 
excentricités  ;  on  peut  donc  supposer 

^  M<^)c  cos  (a«'t  —  nt  -f  a»'—  #— 4»)  +M(«>«!'co8  (an'l— ni-^a^r-  #—•'), 
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ce  qui  donne 

1  a  -T — cco§(a/r«-#i£-f  îf -•-•»)-Hi-T — «  cpi(v»  t-»H-i« -•-•0  1 
-f— 7'|  fl^-^— eco8(a/i  2w»XH"9t  -f-»)+a  -^-*r^# cp8(3n^t<-jiC-f* ié'-f-«  )  !• 

Si  l'on  diffërentîe  cette  valeur  en  faisant  varier  nt^ 
^sf  et  cTr  et  en  regardant  n't^  J^i^,  ^r'  et  comme  cons- 
tans  y  on  aura 

4- —  .la  — ^ — csin(a/i'£-/ii4-ar -f-flj+fl —j — «'siiB(a/ilwit-#-af-f-«)  I 

H .1  a—-; — cco8(a/i'£-/iH-af -f-«à-+-fl — - — crco8(a/i  t-nf-f-at-f-aO  l« 

a/idt  L      aa  da  'J 

Il  faut  y  dans  cette  expression^  substituer  pour  J^f^, 
é'r^S'i^'  et  jy,  les  parties  de  ces  valeurs  qui  dépendent 
de  l'argument  5n^t-^nt  et  des  secondes  puissances 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  ;  en  n'ayant  égard 
qu'à  ces  termes,  soit 

—  =  F  C08  (3n'«  —  nt4-3f'—  «+/),     <IV  =  G  8in  (3/»'«  —  /i«+3f'—  •  +^), 

d'où  Von  tire 

iS  =  --^-^  «n  <S«^.  -  n.  +  a/  -  .  ^/). 

d.Jïf  3/1 —/i  ^^         *«  /  .    •»  #  .      \ 

-_ n,       ■  j..  ■  .  iQ coi  ^'*  •—  «£  -f*  ?•    -^  «  Hf'  é> 
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En  faisant  pour  abréger  ,  ;   -.  '/> 

Q(«)=  «G'alWW,    Q<0  =  I«'G'«<M('),    Q<'>  =  îî!l2?.eGaTMW, 


Q<.,=    ^.^G^o>,  QO,=ieP^.£^>.  Q(.,=  VfV.^\ 


^  a»  da   '  ^  a»  </fl   ' 

Texprëssion  précédente  de  -^—  deviendra 

— j— -  =  Q(«)  sin  (5n'«  —  a/it  -f-  5f'  —  ai  — -  »  -f-  5^) 

-f-  Q(»)  sin  (5n<t  i-ànf  +  5f'  —  at  —  •'+  ^) 
-f-  Q<0  sin  (5/i't  -r  a/it  -f  5t'  —  at  —  •  -f-  g') 
+  Q(3)  sin  (5/i't  —  a/it  +  5t'  —  at  ll'»'HL-g|) 
■=1-  Q(4)sin  (5«'«  —  2nt  -f-  5t'  ^  ai  -^,(»  ■i-/'). 
-f-  QW  sin  (5/i'«  ~  anf  4-  5f'  —  at  — *  •'+/') 
+  Q(«)  sin  (5^'t  -^  ant  +  5f'  —  at  —  a»  -+- /) 
+  Q<7)  sin  (5ii'«  —  a/i«  4-  5i'  —  at  —  #'-+-/), 

OU  bien  en  faisant 

Aj=z  Q(o)co8  (»'-.^)+Q(Oco8  (a/— .^H-Q<*>cos  (»— yç'H-QWcosCai'— ^) 
+  QCOcos  {»  — /0+QC*)cos  (a»'— /'H-QC«)cos  (a»  —  /)+Q(7)cos  (»'— /)^ 

et  nommant  B^  ce  que  devient  cette  expression  quand 
on  y  change  les  cosinus  en  sinus 

— ~  =  A^  sin  (5n't  —  a/it  H-  Si'  —  ai)  —  B^  cos  (5/i't  —  a««  -f-  5«'  —  at), 

Les  valeurs  des  quantités  M^*^  et  M^*^  et  de  leurs 
différences ,  se  détermineront  au  moyen  des  formules 
du  n^  8 1 ,  livre  II ,  dans  lesquelles  on  fera  z  =  :2 ,  les 
valeurs  des  quantités  désignées  par  F,  G,  F',  G'  dé- 
pendront de  la  première  approximation, 

62.  Proposons-nous  de  déterminer  les  inégalités  du 
TOoyen  mouvement  de  Saturne ,  corrçspondap^es  aujç 
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deux  inégalités  du  moyen  mouvement  de  Jupiter 
dont  nous  venons  de  nous  occuper,  c'est-à-dire  la 
partie  de  la  grande  inégalité  di^l^gtiirne  da  second 
ordre  par  rapport  aux  forces  pertacjjjijijriçç?  ^.et  qui 
résulte  de  la  double  combinaison  des-^  aMumens 
5n'f—antet  an^—Ti^.Siron  désigne  parP'^*^,  P'^*V^-i 
ce  nue  deviennent  P^**\  P^*^,  etc. ,  relativement  k  cette 
dernière  plàhèté ,  on  aura 

an'  da'. ,     a  T       rfa     ,     î^/jJ      -^      rfa'      a  da   J^ 

an'               <ia'  a            rfa  an'  •rfa'        î^            da  J 

'  L        an'                       a                     an'  da^     .a  da    j 

Lan'  a  an^        '    dar    •   s ^rf^  J' 

Lan                        a                    an'  </a'       a     •      </»  J 

[^    2     n                        a                    an  aa'       a  da    J 

De  même  en  nommant  Q'^**^ ,  Q'^*^,  etc.,  ce  que 
deviennent  Q^*^ ,  Q^*^,  etc.,  relativement  à  m\  on 
trouvera 

„=_  5îî:;-V.'.^.  q'(.)=-  '-^  Fv  ^. 

an   .  da      ^  an'  aa' 

^=~  Fan'  -^  ,  Q'(7)=-Fnn'-^  ; 

.  Et  en  nommant  ensuite  A'^  et  B'^  ce  que  deviennent 
A.^  P,  Â^ ,  6^,  relativement  km' ,  on  aura 
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îïi^==(A'+A>n(5ii'«-<i«c+5/-îii)~(B'+B^)cot^^^^ 

Remartiuoi»  mrintenaiit  ^e  par  la  natufe  dé  h 
fooctîoQ  perturbatrice ,  les  valeurs  des  quantités  M^^, 
m^^ ,  etc.,  relatives  à  1  action  de  m' sur  m ,  sont  égales 
à  celles  des  quantités  correspondantes  W^^,  MS^^,  etc., 

relatives  à  Faction  de  m!  sur  m ,  multipliées  par  — p 

autant  que  Ton  fait  abstraction  des  termes  qui  ren- 
ferment la  quantité  A^*^ ,  parce  qu*elles  se  rapporteat 
alors  au  développement  de  la  partie  commune  aux 
dèu!»  Soiiiçtibns  K  et^^^R^  Quant  à  celles  de  ces  quan- 
tités qui  renferment  Â^^,  dans  le  cas  de  mouvement 
de  m  troublé  par  m\    il  faut  supposer  (n*   24) 

dhP'^zszb,^  —  «9  et  dans  le  cas  de  m' troublé  par  m^ 
il  faut  faire  a' A^'^=:^^  — — î  ^n  faisant  donc  simple- 
ment dans  les  deux  cas a'A,  -ss^b,    — *  a,  les»  valeurs 

de  IVP'*^  M^'^ ,  etc. ,  lorsqu'on  considérera  les  pertur- 
bations de  m  y  seront  aux  valeurs  des  mêmes  quan- 
tités relatives  aus^  perturbations  de  m!  dans  le  rap- 
port de  m  à  m'.  Cela  posé ,  si  l'on  compare  respec^ 
tivement  entre  elles  les  valeurs  des  quantités  P^°^, 
F«^  F»^  etc.,  et  P'W,  p'O)^  FCO^  etc.,  en  id^servant 
que  5n'  —  un  étant  une  très  petite  quantité ,  on  peut, 
dans  ces  valeurs,  supposer  sans  erreur  sensible  5n'=:2n, 
onaura  mwP^^^+w  VP'^*>=o,  7WïP^*>4-/n  VP^»V:=:o,etc„ 
les  quantités  Q^*>,  Q^'>,  etc. ,  Q'^*>,  Q'^'^  etc.,  seront 
Uées  entre  elles  par  des  équations  semMables,  en 
sorte  que  relativement  à  cette  partie  de  «TR^,  on  aura 
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mdt     *~        mfdt  * 

Soît  maintenaat  iK'  Faugmentatton  de  la  fonction 
dTR  lorsqu'on  fait  croître  la  valeur  précédente  de 

a'A^'^  de  a  — "-7 ,  on  aura  évidemment 


!^  J^R'sr  — cTR—cTR"; 


.     .  m 

et  en  ne  considérant  que  la  seconde  partie  de  la  va- 
leur  de  d  n ,  on  trouvera  encore  — r—  ==  —  ■   èj,    ; 

mat  tn  ai 

on  aura  donc  généralement 

^.JR^ d' .  /R       d'.rSM' 

mdt  m'dt  m'dt  ' 

£t  cette  relation  fort  simple  donnera  très  aisément  Im 

valeur  de --^ —  lorsque  celle  de  -^  sera  déterminée, 

on  n^aura  à  calculer  que  la  valeur  de  JK^,  qui  sera 
toujours  très  peu  compliquée.  Si  les  quantités  M^*"^^ 
M^'^^  etc.  f  qui  dépendent  du  développement  de  la 
fonction  R  ne  renfermaient  pas  la  quantité  Â^'^ ,  on 
aurait  simplement 

jT./n' d'.^R 

mdt    "^^         mfdt* 

Dans  ce  cas  les  inégalités  correspondantes  des  moyens 
mouvemens  de  Jupiter  et  de  Saturne  sont  liées 
entre  elles  par  la  même  relation  que  les  inégalités 
correspondantes  dépendantes  de  la  première  puis^ 
sance  des  masses;  c'est-à-dire  qu'en  n'ayant  égard 
ejvHk  ces  parties  des  valeurs  de  S^  et  de    ^%  on  a 
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En  effet ,  ces  inégalités  sont  alors  déterminées  par  jai 
les  équations 


crr=4-^^/^K-erR, 


d'où  résulte  la  relation  précédente.    ..., 
Dans  le  cas  général  on  aura 

On  y  représente  une  quantité  peu  considérable  détermi- 
née parréquation^===---7~,— yZ/iÇ/i/'.tTR''.  Les  mêmes 

relations  existeront  entre  les  inégalités  qui  résultent 
des  diverses  combinaisons  énumérées  n^  57.  et  en  ce- 
néral  entre,  les .  parties  correspondantes  des  inégalités 
2i  Ippgû^'  période  deVdeux  |datiètes  m  et  ni  troublées 
par.  leur  actiOa  mutuelle,.  <rui  dépendent  du  carre 
•^ft  ^çes,  perturbajinçesr  cela  tient  .e^^  a  la 

forfaie'àés  dïflerens  terttaes  aes'  expressions  de  rf'eTR 
et  d'SK. 

63.  Au  reste  ^  il  existe  généralement  entre  les  va- 
leurs complètes  des  deux  quantités  cTÇ  et  cTÇ'  une 
équation  de  condition  que  l'on  peut  démontrer  à 
priori^  et  qui  n'est  qu'une  extension  aux  inégalités 
du  second  ordre  de  l'équation  qui  lie  entre  elles  les 
inégalités ,  dépendantes  de  la  première  puissance  de 
la  force  perturbatrice,  des  moyens  mouvemens 
de  deux  planètes  m  et  m'  qui  réagissent  l'une  sur 
l'autre,  équation  que  nous  avons  démontrée  n""  5^. 
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Cette  relation  devient  ici  d'autant  plus  importante  ^ 
:]ue  les  calculs  qu'elle  doit  servir  à  vérifier  sont  plus 
longs  et  plus  compliqués. 

^  Reprenons  l'équation  (i4)  du  n*  39. 

-f(M4.m  w  (^•^-f±:±^^:±^)  ^^^^ 

Les  caractéristiques  d  et  d^  désignant  respective- 
ment des  différentielles  prises  par  rapport  aux  coor- 
données de  772  et  de  772',  et  en  supposant  pour  abréger 


A=5 


ï/(x'-^r  +  (y — ^)*+ (^  -  «)'• 


Pour  déterminer  le  mouvement  autour  de  M  de 
la  planète  m  troublée  par  l'action  de  m',  on  a  par 
le  n*  8  du  second  livre, 

d'x    ,     (M  4-  nC\x     ,    m'x'  ,  db. 

d'z         (M  +  m)z  m'z'  ^^  ^^  _  ^ 

Le  mouvement  de  tti'  troublé  par  l'action  de  771 
sera  déterminé  par  les  mêmes  équations,  dans  les- 
quelles on  changera  ce  qui  est  relatif  à  771  en  ce  qui 
est  relatif  à  771' ,  et  réciproquement. 

Si  l'on  tire  de  ces  équations  les  valeurs  des  six 

...  /    (M4-m)a:     (M-f-»»)ar'       .  >^    1  ^      u^ 

quantités  ^ —   3   ^    ,         r^^      >  ^*^'  '  ^  ^    ^   subs- 
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tîtuè  dân9  Téquation  (f  ) ,  quW  infègre  ensuite  le- 
quatîon  résultante ,  en  observant  que 

xdx-^df+zcbssssjdr,    x'daf-^ydy+z'dz'zizir'dji^ , 

et  que  par  la  nature  de  la  fonction  A  on  a 

^^j^i  ^^w^.  ^^^^    ^^j       ^^j       ^^j 

dà,     ,    <fA  .     .     dA.        dA.,       </a  .  ,       dù^  , 

é^-^di-^y-^  is^''  -  di^-  ^y-  7?"'^=  -  '"^ 

i 

ORtrouTera 

(M+ wOrn/ZR  +  (M  +  m)  m'fd^K*  =  consi.  -f-  mm'  (?  -f-  y\ 

df 

Nouis  ne  cpnfiidéreron&  dans  les  deux  membres  de  cidte 
équation  que  les  lennes  qui  dépendent  de  l'ai^miaent 
5/i'^—  antf  et  qui  ayant  pour  diviseur  âii'~-:2n ,  sont 
du  troisième  ordre  relativement  aux  excentricités  et 
aux  inclinaisons  y  ce&  termes ,  en  effiet ,  étant  les  seuls 
de  cet  ordre  qui  puissent  acquérir  par  une  seconde 
intégration  la  quantité  (5w' —  2/1)*  pour  diviseur  dans 
les  valeurs  de  «TÇ  et  de  cTÇ'.  Observons  d'abord  que 
les  fonctions 


_wtîfiîf±i^^::±:^'-(M+«+mOwI     "  ^  ^' 


,  dxdx'  +  djdy  4"  ^àz 
dl' 


mm j-^ f 


(  M  4-  m  +  m')minf 

et  ■***    *' ■    «^  I  î  '  ;  ■  '  r-^ . ,    ,    ;  ;  ;  1  —    -j-j^^       ■■'■■■# 

■f 

ne  renferment  aucun  terme  de  cette  esp^  lors- 
qu'on y  substitue  pour  Xy  y,  etc.  ^  leurs  valeurs 
elliptiques ,  n**  60 ,  livre  IL 
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Si  ToD  considère  àonit  simplement  les  termes  de 
Tordre  m*  duns  rëquatioti  (B),  on  aura 

mfifK + m'fa'W  ^  o     (p). 

Cest  Féquatiôn  à  laqnelté  nous  sommes  par- 
venus n^  59  y  et  qui  nous  a  donne  la  relation  très 
simple  qui  existe  entre  les  in^alitës  de  J^  et  de  J^, 
dépendantes  de  la  première  puissance  des  forces  per- 
turbatrices. 

Considérons  maintenant  les  termes  du  troisième 
ordre  par  rapport  aux  masses  dans  le  second  niembre 

de  réquatîon  (P).  la  fonction  mm^  Ç —  +  -7- J  étant 

déjà  du  troisième  ordre,  il  suffit  d'y  substituer  pour  r 
et  /  leurs  valeurs  elliptiques;  elle  ne  peut  donc 
donner  aucun  terme  du  genre  de  ceux  que  nous  cpn-« 
sidérons.  Quant  à  la  fonction 

^rnm  eT .[- j^ y 

Il  est  facile  de  s^assurer  qu'elle  n'en  donnera  pas  non 
plus  de  semblables.  En  effet ,  soit  Acos(iV^*f-//ii^-f-l^ 
l'un  quelconque  des  termes  dans  lesquels  se  dévelop^ 
pera  le  produit  da:dxff  par  exemple  /  lorsqu'on  y 
substituera  pour  x  et  af  leurs  valeurs  elliptiques ,  i 
et  i  poAivant  avoir  toutes  les  valeurs  possibles ,  là 
valeur  aéro  exceptée,  et  A^étant  une  fonctioti  des 
élémens  des  orbites  de  m  et  de  m^  Si  Ycm  augmente 
ces  éléokens  de  leurs  variations  dues  à  Faction  réci- 
proque de  m  et  de  m!  ^  et  qu'on  observe  que  les  seub 
termes  de  ces  variaftums  qui  aient  5n'-^  sn  pour  di^ 
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seur  sont  ceux  qui  dépendent  de  rargument  Sn't^^^ntf 
on  verra  que  la  Variation  de  A  co&(iW^  +  /n^-(r-B)nc 
saurait  être  aucun  terme  de  ce  genre  relatif  au  même 
argument,  c*est-à-dîré  aucun  terme  qui  puisse  par 
une  upuYelle intégration  acqi^érir  le  très  petit  divi- 

^  Quant ^jd^ni€tt[teiw.e  de  réq^ation(P)y  on  peut 
^  "^   " uijreVw  suivjaiitj::  : 


»     •-    -• 


Puisque  la  partie  de  ce  teraaQ  :qu)  ;e8|b  ^du  troisième 
ordre  ne  peut  donner  aucun  terme  ^jfant  nour.  Ç^i*gu- 
ment  5n't  —  ant  et  pour  diviseur  5»'  — ^.2 w.- 

Il  faut ,  dans  le  terme  précédent  /  substituer  à  la 
place  dé  p ,  sa  valeur  dépendante  des  foixrès  pertur- 
batrices. Or,  si  l'on  regardé  A  comme  une  fonction 
des  six  variables  r,  p^  s,  r^,  i>',  s\  ou  des  coordon- 
nées polaires  des  planètes  m  et  m!f  en  remplaçant  ces 
coordonnées  par  leurs  valeurs^  augmentées  des  par- 
ties dues  aux  forces  perturbatrices ,  on  aura 

D'après  cette  expression,  il  est  évident  que  les  seuls 
termes  do^  cT  A  dépendans  de  Targument  5n^t — ^nt 
qui  puissent  avoir.  5/i' — 2n  pour  diviseur,  sont  ceux 
qui  résultent  de  la  substitution  des  valeurs  de  JV, 
cTf^  j  etc. ,  qui  ont  déjà  pour  argument  Sn't  —  372/  ; 
combinés  avec  la  partie  non  périodique  de  À.  J£n 
faisant  donc  pour  le  moment  abstraction  de  ces 
termes,  on  peut  regarder  comme  nul  le  second 
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membre  de  l'équation  ÇP),  et  ea  dëugnant  par  JK 
et  cTR'  les  fonctions  de  R  et  de  R^  qui  dépendent  da 
carré  des  forcer  perturbatrices ,  cette  équadon ,  en 
supposant  M  =  i^  donnera 

mfd'J'K+mY€r.M'+mm*(fdK+/d'R')=o  (q). 

Si  l'on  ne  considère ,  au  contraire ,  dans  l'équa- 
tion (P)  que  les  parties  qui  sont  dues  à  la  combi- 
naison des  argumens  zéro  et  5n't  —  ant,   on  aura 

mfd .  J'K  +  m'/cf' .  cf  R'=  —  /nm'cT'A . 
Or  ^  la  valeur  de  R  donne 


/iî'A=:  — R+w'(^ — ^y,    ■    y 

Nous  ne  considérons  dans  cTâ  que  )es  termes  qui 
résultent  de  la  combinaison  de  la  partie  non  pério- 
dique de  A  avec  Ceux  de  J^r,  J"*^,  ^s,  «le. ,  qui  dé- 
pendent de  l'argument  Sn'tr^untj  or,  la  dernière 
partie  de  Téquation  précédente  ne  fournit  pas  de 
termes  semblables ,  n*  €o,  livre  II.  On  aura  donc 
simplement ,  dans  ce  cas ,  m'A  =  —  R ,  et  par  conr 
séquent 

jn'crA=— cTR. 

L'équation  (P)^  en  n'ajant  égard  qu'à  ces  teraies^ 
donnera  donc 

mfd.^K  H-  m'/d!'.^R'  --  mcTR  =0. 

En  vertu  de  l*équation  (p)  on  pçut  donner  à  l'é- 
quation (q)  cette  forme  : 

Tome  IlL  17 
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Si  ron  considère  uniquement  les  parties  de  «TÇ  ëf 
de  ^'Cj  qui  sont  indépendantes  de  la  partie  constante 
de  la  fonction  R>  en  vertu  des  formules  (o),  on 
aura  simplement 

J^^'  =  —  Za'n!fdtfd!' .  J^R'. 

On  a  y  de  plus,  par  la  formule  (8)^  livre  11^ 

Ç'=  -  5a^n'fdtfd!*K\ 

L'équation  (r) ,  en  la  multipliant  par  dt  et  en  l'in-^ 
tégrant  ensuite  ,  en  vertu  dé  ces  valeurs  donnera 

m'J^Ç'4.^  mJ'Ç  +  (m  —  m'  )m't;  —  o. 

m 

tfaillèùi^y  aui   quantités  prës  dé  Tordre  m,  On 

a  n*a'=  n'^c^^^  ce  qui  donne  -^=t=i/^;  réquation 
précédente  deviendra  doiic 

m  v/â.cTC+m'  \/à'.SCM^—^')^'  N/ià'Ç'=o,  (M) 

équatioik  de  condition  à  Laquelle  devront  satisfaire  les 
parties  de  cT^  et  de  «TÇ'  qui  dépendent  du  carré  des 
forces  perturbatrices  j(  et  qui  résultent  de  toutes  les 
éombinaisons  qu'on  peut  faire  des  différehs  argutiiehs 
de  chacun  des  facteurs  de  la  fonction  J^R,  éiqùrtint 
été  énumérée^  n"*  5j  ,  la  combinaison  des  argumens 
5n't  —  ^^^  et  zéro  étant  seule  exceptée.  Quant  aux 
parties  qui  dépendent  de  cette  combinaison ,  en  les 
désignant  par  S'X  ^*  ^/C'  ^^  ^^^^  etitre  elles  Té-* 
quation  de  condition 
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i  .  .... 

i 

m  \Ja .  ^X  +  ^'  V/^-  J'.C'  —  S/îî/cflW^  w  ou  (N) 

Les  équations  (M)  et  (N)  serviront  à  déterminer  la 
valeur  de  J^Ç  lorsque  celle  de  J^^'  sera  connue^  et 
réciproquement^  ou  bien  elles  serviront  à  vérifier  ces 
valeurs,  si  elles  ont  été  calculées  séparément. 

Il  faut  toutefois  remarquer  que  s'il  arrivait, 
comme  cela  a  lieu  en  effet ,  qu'une  partie  des  va- 
leurs de  iTf  et  de  i"^  fût' liée  par  Inéquation  de  con- 
dition       ..  ^  ..../.. ' 

m\/a.^i:  +  m'  \Q.^z=,6\    (li) 

toutes  les  inégalités  qui  satisferaient  à  cette  équa<- 
tion  n'ajouteraient  rien  aux  équations  (M)  et  (N),  en 
sorte  qu'on  pourrait  en  faire  abstraction  sans  nuire 
à  leur  exactitude.  D'ailleurs  >  le  dernier  terme  de 
l'équation  (M)  étant  une  très  petite  quantité ,  d'après 
ce  que  nous  avons  dit  n^  62,  chaque  couple  d'i- 
négalités correspondantes  de  J^^  et  de  J^^'  satisfera 
toujours  en  général,  a  très  peu  près ^  à  l'équation  (L). 
Il  ne  suffit  donc  pas  que  les  valeurs  que  l'on  a  trou- 
vées pour  J^^  et  cTÇ'  vérifient  l'équation  (M) ,  pour 
qu'on  puisse  en  conclure  que  ces  valeurs  sont  les 
expressions  complètes  de  ces  quantités  ;  il  &ut  qu'on 
se  soit ,  de  plus ,  assuré ,  par  le  calcul  ^fecf ,  que 
l'on  n'a  omis  aucune  des  parties  de  ces  iriJjgalités  qui 
peuvent  acquérir  une  valeur  sensible. 

64*  Déterminons  maintenant  les  inégalités  de  la 
longitude  de  Tépoque  correspondante  aux  précé- 
dentes. Ces  inégalitéa  devront  être  ajoutées  à  celles 

17.. 
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da  moyen  mouvement  dans  l'expression  des  longi- 
tudes moyennes. 

Reprenons  la  formtde  (3)  du  n""  4^,  qui  déter- 
mine la  variation  de  c.  Cette  formule ,  en  intégrant 
et  en  négligeant  les  cubes  des  excentricités ,  donnera 

En  changeant  dans  cette  expression  tout  ce  qui  est 
relatif  à  tu  en  ce  qui  se  rapporte  à  mf,  R  en  R^^  on 
aura  Texpressioii  de  J^t\ 

Examinons  successivement  les  difierens  termes  de 
cette  formule.  Le  premier  ne  peut  donner  dans  ^c 
de  termes  divisés  par  (5ra^-~2in)*  qu'autant  qu'on  con* 
sidérera  dans  /R  les  termes  qiii  ont  =déja  pour  divi*-* 
seurs  5n''^^  2ni  si  l'on  se  borne  donc  a  ces  termes  f 
la  valeur  de  cTR  rapportée  n*  58,  donnera  sim- 
plement 

Sr  et  J^r'  désignant  les  variations  des  rayons  ellip- 
tiques des  deux  planètes  dépendantes  de  l'argument 

Sn't  ^^  2ht  ',  et  —  A^"^  étant  la  partie  non  périodique 

du  développement  de  R.  Nous  réduisons,  comme 
on  voit ,  cette  partie  a  son  premier  terme  ;  elle  ren- 
ferme ,  de  plus ,  des  termes  dépendans  des  carrés  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  ;  mais  ces  tenues  ne 
donneraient  qtie  des  quantités  de  Tordre  de  celles  que 
nous  négligeons,  puisque  J^ret  JV  sont  déjà  de  Tordre 
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des  cube»  de  ces  mêmes  élémens  ;  od  peut  dont,  ne 
pas  y  avoir  égard. 

Cette  valeur  difiërentiëe  par  rapport  aa,  en  regar* 
dant  comme  coastantes  les  variations  J^r  et  J'r,  don- 
nera 

rf.*R         m'      rf'ACO     K^  ,   m'     rf'ACO   ,.  , 
da  9.         da^  '     ^      dadaf 

Supposons  aux  valeurs  de  J^r  et  de  Sr^  cette  forme  : 

^  =     a/[Ptiii{5ii'l-.aii<H.5«'— aO-f-PcoiCSi/t— in«-l*5/— t*d, 
y^  =—  a/'[P  sin  (Sii't  —  an*  4-  5é'—  at)  4-  P'  coi  (5«'«  -  dn<  H-  5/—  a*)l, 

on  aura 

''^^rs  a»  ™2/[P,i„(5n'<--^/it-f5t'-at)-l-P'cos(5#i'f--aii«+5f'— af)J, 


7n 


t 

Nous  avons  trouve ,  n*  38 , 

/>  2771  na  f  j-f  Smn  ii 

•^  5n— -an'       -^  5r  —  ait 

On  aura  donc,  en  ne  considérant  que  le  premier 
terme  de  la  formule  (ij) 

^^^>^»n'it>^,^^d[fA(g  i;a'p,in(5/i'«.2n«+5t'-it).4«'Pcoi(5ii'l-îiii£+5f'-af] 
(5/1 — a/i)»  aa*  .  . 


lomm  /i/i 


/--/  éf«A 


^^r  7       :>fl^a«-HV  •  [û'P'«in(W«-a»t-h5«'-»i)-tf'Pcoi(ôi/l-9/i£-h5f'.  at  ] 
(5/1 — a/î)*         dada  ■  *  ' 

Considérons  le  second  terme  de  la  même  formule. 
Les  seuls  termes  divisés  par  (5w'  — ^  an)*  qui  puissent 
en  résulter  dans  «Te,  sont||pux  qui  dans  la  valeur  de 
/if  R  ont  dëjjii  5n' —  an  pour  diviseur. 
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Si  l'on  sappose  donc 

R  =  i»'P  *in  (Sn't  —  nnt  +5»'—  a»)  +  w'P'co»  (Sn't  —  anf  +  5»'  —  a») } 

4'bù  l'on  tire 


im'n 


Il  faudta  cpcpbiner  dans  cPé  la  valeur  précédente  de 
fd^  avec  celle  de  j-  q«i  résulte  de  la  partie  nqn  pé- 
riodique de  R  ;  c'est-à-dire  qu'en  ne  considérant  que 
le  second  ternie  de  la  formule  (a)  on  aura 

(5/t-a»)*        da  f  \  /-• 

Si  l'on  ajoute  cette  partie  de  la  valeur  de  Je  à  la 
précédente  ^  en  observant  que 

,  .  <i»AW  .  rfACO)  ,      ,  d'Aï?) 

pn  trouvera ,  en  vertu  des  deux  premiers  termes  de 
la  formule  (2)  ^ 

•"^•-j 5«'— a/i)«  A  *''*    da   '^^^^*  da'    ^1— a'Pcos(5/i'/-a«/-4-5t'-aOJ 
jnmm'nnU  f     ^</A(o)         ,  ^^A(?>\  i  a'P'sinCSn'l— a«£-f-5f'— ai)  î 
'(5yi'  — a«)«A         Ai   "^  "* ''    dû»    ^  (— tfTcof(5«'(r<ïit«+5/-ai)|* 

et  par  une  analyse  semblable  pour  I4  partie  corres- 
pondante de  J^€%  on  aura 

5m«n"«    /     ,,<^A<o)  ,      ,^^^\S   «'P'^in(5n'f— anf4-5/— at)  | 
^--"~(5/i'-a/i)«  V  "*  da'  dfl'*  >/)*-aTcos(5/i'f-a/i«-h5i'— ai)/ 

-(S^^:^^."  V'''' 'dJ""'"''  ^^"50^ ; t -aTco«(5n'i-a/it-f5i'-ai) }* 

Le  troi$ième  terme  ^  l'expression  (a)  ne  peut 
donner  aucun  terme  de  l'espèce  4e  ceiiit  que  npi^s 
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considérons  lorsqu'on*  néglige  les  quantités  dépens 
dantes  des  puissanoos  des  excentricités  supérieures 
à  la  troisiètne.^En  ^ffet,  pour  avoir  ces  termes,  il 
suffit  de  suppose.?  -.  ' 

Cette  expression,  différentiée  par  rapport  à  e ,  sans 
faire  varier  /r  et  JV,  se  réduit  h  zéro. 

Passons  au  calcul  du  dernier  terme  de  la  valeur 
de  Je.  En  n'ayant  égard  qu'à  ce  terme,  on  aura 

Il  est  clair  qile  les  seuls  termes  qui  puissent  avoir 
(Sn'—  2ny  pour  diviseur  sont  ceux  de  J^a  et  de  J'e 
qui  dépendent  de  l'argument  5/î'^ — 2nt ,  combinés 

avec  les  termes  non  périodiques  de  e  ^  et  de   7- .  # 

Or ,  fi  -j-  est  une  fonction  du  second  ordre  par  rap-r, 

port  aux  excentricités  y  et  les  termes  de  J^a  dont  il 
s'agit  sont  déjà  du  troisième  ordre;  il  ne  résulterait 
donc  de  cette  combinaison  que  des  termes  du  cin- 
quième ordre  relativement  aux  excentricités,  quai^- 
tités  que  nous  négligeons.  Tenons-nous-en  donc  à 
considérer  les  termes  de  cTe  qui  naissent  de  \aL  substi- 
tution de  la  valeur  de  cTe.  On  a  pour  la  variation 
de  Texcentricité ,  n**  42 ,  livre  II , 


dez= aed^K  — •  <indt 


dR 


a  edti' 

La  première  partie  de  cette  expre^ssioanepisut  don.-. 
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aer  dans  €^£  aucun  terme  du  genre  de  ceux  dont  it 
s'agit  >  par  la  même  raison  qne  prëcëdemmenf  ;  p 
Suffira  done  de  considérer  }a  seconde*  En  n'ayant 
égard  qu  aax  termes  qui  dépendent  de  )  argument 
5n't — nnt ^  on  a,  n*  36, 

On  aura  donc  par  la  substitution  de  cette  valeur 

^•=77=-, r«  -7-  I  a'-r-«n(5'»  '-a«ï+5i  -ai)— a'-r-co*(5/i  /-i/ii-+-5f-ai)  t» 

4(5«'-?w;"     de\^     de      ^  ^        de       ^  ^J 

et  en  changeant  tout  ce  qui  est  relatif  à  m'  c^n  ce  qui 
est  relatif  à  m^  et  réciproquement ,  on  aura  pour  la 
partie  correspondante  de  J"/, 

'• =;^s^-ï- d?i'3?""^^'* '"^'"^^^^ 

F  et  F'  désignant  respectivement  les  parties  cons-* 
tantes  du  développement  de  R  et  R'.  Si  l'on  n'a  égard 
'qti*aux  termes  dépendans  des  carrés  des  excentricités 
et  des  inclinaisons^  on  a 

'  F=— AC<»)+~H(e»+e'*)  +— ee'H'co$(#'— .)^^ûa'BC»  V , 

^ 

OÙ  Ton  faif  pour  abréger. 

da  2,         do"    ' 

et  en  multipliant  par  —  l'expression  de  F  ^  on  aura 
l'expression  de  F'. 
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64.  li  est  aîsé  de  s'assurer  cfoe  tes  yariatidQS  des  exceri* 
tricitës  et  des  longitudes  des  périhéUes  ne  contiemieat 
aucune  inégalité  de  l'espèce  de  celles  que  nous  venons 
de  considérer  ici ,  ô'est-à-diife  aucun  terme  dépen-». 
dant  de  largument  de  la  grande  inégalité  du  second 
ordre  par  rapport  à  la  force  perturbatrice ,  et  qui 
ait  pour  diviseur  la  très  petite  quantité  (Sti' -*- 2n)*^ 
dit  moins  tant  qu'on  n'a  égard  qu'aux  termes  dépeû-* 
dans  des  troisièmes  puissapcea  des  excentricités  et 
des  inclinaisons;  il  n'en  saurait  donc  résulter  dans  lios 
expressions  des  longitudes  vraies  de  m  et  de  m'  que 
des  inégalités  insensibles.  En  réunissant  par  consQ- 
cpient  les  diverses  inégalités  des  moyens  mouvemens 
de  m  et  de  m^  qui  résultent  des  combinaisons  énu*- 
mérées  n^  5j ,  et  celles  des  longitudes  des  époques 
que  nous  venons  de  déterminer^  et  en  désignant 
par  cPC  f  ^Cf  <^^  y  ^^  ^^  ^^  sommes ,  pour  déterminer 
les  inégalités  correspondantes  du  mouvement  en  Ion-* 
gitude  de  m  et  àernl,  on  aura 

J^^  =  cfÇ  +  cr6,       eTi^' =  cTÇ' +  J^é'. 

Ces  équations  donneront  les  parties  les  plus  sen« 
sibles  des  deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de 
Saturne  dépendantes  du  carré  des  forces  perturba- 
trices. 

65.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  parmi  les 
termes  de  cet  ordre  que  ceux  qui  sont  relatifs  à  l'ar- 
gument de  la  grande  inégalité;  mais  on  peut  tenir 
compte  des  principales  inégalités  de  Jupiter  et  de  Sa- 
turne ^  dépendantes  de  la  seconde  puissance  de  la 
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force  pertndbatrice  »  £t  relatives  à  un  argument  quel-^ 
conque  ile  la  manière  suivante. 

Soit  H  cos  (inY  —  int  +  A)  un  terme  du  dévelop- 
pement de  R ,  et  soit  K  sin  {fntf  —  int  -f-  B)  l'inéga- 
lité qui  en  résulte  dans  le  mouvement  de  m.  L'ex- 
pression de  K,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  n*  28  i 
aura  pour  diviseur  l'une  des  trois  quantités  (i'n'-'^iny, 
(fn' —  in)  ou  {i!n' — iri) db  n.  Maintenant,  si  l'on  veut 
avoir  égard  aux  termes  dépendans  du  carré  de  là 
force  perturbatrice,  il  faudra,  à  la  place  de  n't  et  de 
nt ,  substituer  fnd't  ûX  fndt ,  et  faire  croître  dans  H 
et  A  les  élémens  de  Torbite  dliptique  de  leurs  varia- 
tions. Mais  on  a  fn'dt  =  n'^  •+•  Ç*  et  fndt  z=znt^Ç; 
il  faudra  donc  dans  le  terme  H  cos  (iW^  —  iTif -(- A) 
augmenter  les  longitudes  n't  et  nt  de  Ç  et  de  Ç',  et  en 
n'ayaiit  égard  dans  les  valeurs  de  ces  quantités  qu'aux 
termes  relatifs  à  la  grande  inégalité  :.  il  en  résultera 
dans  K  un  terme  du  second  ordre  de  la  forme 
A:H  cos  [i'n't  —int  dz(Srit  —  mt)  4.  A  4-  C] ,  et  l'iné- 
galité correspondante  de.  m  aura  pour  diviseur 
[iW  —  in  zh  (5n'  —  un)  ]%  i'n^  —  in  rfc  (5/î'  —  an) , 
Vn' — in  rfc:  (5n' —  2/2) ±/î.  Si  i'n' —  in  ou  Un' — indzn 
ne  sont  pas  de  très  petites  quantités  de  l'ordre  5n' — b/i, 
on  peut,  dans  ces  diviseurs,  négliger  5n'  —  2/ï  de- 
vàn  t  i'n'  —  in  et  i'n'  —  indbn;  en  soite  qife  Fine- 
galité  correspondante  à 

ka  cos  [i'n'  —  int  ±  {Sn't  —  2nt)  +  A  +  C] 

sera 

AK  sin  [i'r^t  —  int  =fc  {5n't  —  2nt) + B  -f-  C] , 
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quantité  qui  est  l'expression  de  lai  Viriation  de 
K  sin  {ïvl  — •  int  +  B)  lorsqu'on  augmente  v!i  et  ni 
de  leurs  grandes  inégalités.  Ainsi  donc,  dans  les  iné- 
galités de  Jupiter  et  de  Saturne ,  qui  ne  dépendent 
pas  de  Targument  ^rJt  —  :mty  ou  dans  lesquels  le 
coefficient  de  t  rie  diffère  pas  de  la  quantité  5n' —  an 
du  coefficient  n  pour  Jupiter,  ou  du  coefficient  vl  pour 
Saturne,  on  aura  égard  aux  termes  du  second  ordre , 
en  augmentant  v!t  et  nt  de  leurs  grandes  inégalité 
dépendantes  de  l'angle  Svlt  —  tjiU 

Quant  aux  inégalités  résultantes  des  variations  re- 
latives à  l'angle  Sr^t  —  int  des  autres  élémens  de 
l'orbite  elliptique,  c6mme  ces  variations  sont  tour 
jours  très  peu  considérables  par  rapport  à  celles  du 
moyen  mouvement,  on  pourra  les  regarder  comme 
tout-à-fait  insensibles. 

Ç^.  Lorsqu'on  aura  déterminé  toutes  les  inégalités 
du  mouvement  d'une  planète ,  dépendantes  d'un 
même  argument ,  oh  en  fera  la  somme ,  et  on  les 
réunira  ensuite  en  un  seul  terme ,  comme  on  Ta  dit 
n°  3o.  Soit 

K  sin  (iVf  —  int  +  H ^U^k) 

l'inégalité  qu'on  obtiendra  de  cette  manière  ;  K  et  A 
étant  des  fonctions  des  élémens  des  orbites,  leurs  va- 
riations séculaires  peuvent  avoir  de  l'influence  sur 
les  valeurs  de  ces  quantités.  &  Ton  juge  l'inégalité 
assez  considérable  pour  y  avoir  égard,  on  pourra  le 
faire  par  la  méthode  du  n^  2g.  On  calculera  la  même 
inégalité  pour  une  époque  éloignée  de  deux  cents 
ans  de  la  première ,  soient  A'  et  B'  ce  que  deviennei|t 
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alort  A  et  B  ;  on  aura  ' 

dK        K'-  K      dA        A'  — A 


dt  200  dt  2QO 

On  aura  donc  pour  nu  temps  t  quelconque  compté 
en  années  juliennes  ^  à  partir  de  l'époque  qu'on  a 
choisie^ 

^K+^J)sin(iV^--m^+/V-^K+A-f-<^)î 

et^  sous  cette  forme  ^  cette  valeur  pourra  s'étendre  à 
plusieurs  siècles^  sans  erreur  sensible. 

La  détermination  des  deux  grandes  inégalités  de 
Jupiter  et  de  Saturne  exige  qu*on  ait  égard  aux  ter- 
mes dépendaus  du  carré  du  temps  dans  la  partie  qui 
a  pour  diviseur  (5n' —  3/î)S  et  qui  est;  par  cette  rai- 
son,  très  considérable.  En  ne  considérant  que  ces 
termes,  on  a,  n*  4^  * 


Les  valeurs  de  P^  P'  et  de  leurs  différences  se  rap- 
portent à  un  instant  quelconque.  Si ,  pour  fixer  les 
idées  f  on  prend  pour  époque  l'année  1 8bo  ;  que  pour 
abréger  on  fasse 

n_p  ^dV  M-V 

^  {M  —  ^n)dt        (Su'  —  271)' J£»  ' 

"'"  (5/1'—  iin)dt        (Sn!  —  Mfdt^ ' 

P,  F  et  leurs  différences  se  rapportant  ici  à  l'époque 


6m' n*  a 
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de  1800,  on.  aura  pour  un  temp«  qpielcomqiw  4,  en 
négligeant  les  puissances  de  t  supérieures  à  la  a«« 
conde , 

Les  valeurs  de  Q  ^  Q'  et  de  leurs  différences  $'ob* 
tiendront  sans  peine  lorsque  celles  des  quantités  P  et 
P'et  de  leurs  différences  seront  connues  3  on  pourra  j^ 
dans  ces  valeurs,  n'avoir  égard  qu'aupc  premièrea  et 
secondes  différences  de  P  et  de  P^  et  ces  quatntités  $e 
déterniineront  comme  on  l'a  vu  n^  39. 

Si  l'on  veut  réduire  k  un  seul  terme  l'inégalité  préT 
cédente,  on  la  calculera  pour  les  troif  époques  de 
rSoo^^Sooet  :2Soo,  éloignées  de  5po  ans  i'une  dg 
l'autre^  Soit  h  sin  (5n!t  —^  2nt  -i- 5%'  ^^  M  -h,  C)  c^tte 
inégalité  réduite  à  un  seul  terme  pour  iSq^^^t  et  soient 
L',  C^,  h" 9  ^'^  ce  que  devicnuent  h  e}  C  m^  époqu^ 
de  :25oo  et  de  2^890,  c'est-^-rdire  lorsqu^on  fstit  re9^ 
pectivement  t:=^6oo^  et  ^^ssriooo  dans  lu  videur  d|e 
cTi^^  on  aura  pour  un  temps  quelconque  t^  compté 
de  1800, 

les  différences  de  L  et  C  se  rapportant  à  l'époque 
de  1 800  f  et  étant  déterminées  par  la  méthode  du 
n^  29.  On  aura  ainsi 

àL        4L'  — 3L  — L"  rf*L        L"— aL'+L 

dt  1000  *  dt*  aSoooo        * 

dK  _4f -3g  — g^  d<  ^r— af+C. 

di  "^  1000         '  dt^  aSoooo      ' 
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on  donneM  dé  même  à  la  grande  inégalité  dé  m!  ht 

forme 

(A  +  Bf  H-  Ct")  sin  (5»'<  —  tint  +  5«'  —  ai) 
-f  ^A'+  B'«  +  C<»)co8  [Sn't  —  nnt  +  5«'  —  iH) , 

I 

et  l'on  réduira  ensuite  en  un  seul  terme  cette  inéga- 
lité par  les  mêmes  procédés. 

Lorsque  toutes  les  inégalités  du  mourement  d'une 
planète  seront  ainsi  raimsnées  à  la  même  forme  ,  il 
sera  facile  de  les  réduire  en  tables  qui  s'éCèndront  à 
plusieurtT'siècles  ayant  et  après  l'époque  qu'on  aura 
choisie.  D'ailleurs»  comme  nous  TaTOtis  dit ,  il  ne  sera 
nécessaire  d'avoir  égard  aux  variations  dépendantes 
de  la  première  puissance  du  temps  dans  l'expression 
des  toefficiens/'que  pour  celles  de  ces  inégiatlités  qui 
seraient  considérables  ^  et  l'on  n'aura  égard  au  carré 
du  temps  que  dans  le  calcul'  des  parties  des  deux 
grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne  ayant 
{SrH  —  2/ïy*  pour  diviseurs  et  relatives  à  la  troisième 
puissance  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 
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CHAPITRE  V. 


Des  ^riurbaiions  dans  les  mouvemens  des  plahètes 
et  des  comètes  ^  dues  à  la  résistance  dun  milieu 
très  rare. 


^'f.  La  résistance  qu'un  corps  en  mouTenient  peut 
éprouver  par  la  réaction  du  fluide  qu'il  traverse , 
dépend  en  général  de  la  densité  du  fluide  et  de  la 
vitesse  dont  le  mobile  est  animé. 

On  suppose  ordinairement  la  résistance  propor- 
tionnelle au  carré  de  la  vitesse;  et  l'accord  de  cette 
hypothèse  avec  un  grand  nombre  de  phénomènes 
observés  à  la  surface  de  la  Terre  semble  indiquer  cfue 
c'est  en  efiet.  la  loi  de  la  nature.  Quant  à  là  loi  de 
densité  du  fluide  étbéré  qui  entoure. le  Soleil/  ell^jest 
absolument  inconnue  >  puisque  l'existence  même  ^  dé 
ce  fluide  est  encore  très  problématique.  '  Cependant 
on  doit  supposer  y  en  générale  que  cette  densité  di- 
minue à. mesure  qu'on  s'éloigne  du  Soleil ^  et  qu'elle 
devient  nulle  à  des  distances  infinies.  On  pourra  doi[iç 
regarder  la  densité  du  milieu,  comme  une  fonctton 
inconnue  de  la  distance  au  centre  du  Soleil ,  et  fai^e 
ensuite  sur  la  forme  de  cette  foftdtion  différentes^hyT* 
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pothèses  y  parmi  lesquelles  on  choisira  celle  qui  s'ac- 
corde le  mieux  avec  robservatiou. 

Soit  donc  ds  1  élément  de  la  courbe  décrite  par  la 

j-J  l'expression  de 

la  résistance  du  fluide  qu  elle  traverse,  p  y  qui  repré- 
sentera loi  de  la  densité  du  milieu  ^  étant  une  fonc- 
tion quelconque  de  la  distance  de  la  planète  au  centre 

du  Soleil^  en  sorte  qu'on  a  généralement  p  as  K^( '^ 

en  ilômmant  r  le  rayon  vecteur  de  la  planète  et  A:  un 
coefficient  constant.  Cette  résistance  s'exerce  évidem- 
ment en  sens  opposé  au  mouvement  de  la  planète  ; 
en  multipU^int  donc  son  expression  par  les  co$inus 

•^,  ^>  X"^^^  forme  (^élément  e/^  avec  les  axes  coor- 

donnés  »  on  aura  pour  les  ti'ois  composantes  respec- 
tivement parallèles  à  ces  axes 

•  ■       »  ■ 

ds      dx  ds    djr  ds    dz  ^ 

~^'dt'  Tl'   "'P  dt  Ji^   ~^di    dt' 

Pour  déterminer  les  perturbations  que  ces  forces 
introduisent  dans  le  mouvement  de  la  planète ,  on 
regardera  son  orbite  comme  une  ellipse  variable, 
dont  on  déterminera  l€s  élémens  par  la  méthode 
ordinaire.  Nous  pourrions  dédtiire  les  voriatKHis  de 
ces  élémens ,  des  formules  que  noix6  avons  données 
vf5i,  livre  III,  et  qui  s'appliquent  immédiatement 
ira  cas  où  la  résistance  de  1  etfaer  est  la  force  per- 
tnrbàtrice  qui  agit  sur  la  ptaifiète  ;  mats  nous  pro- 
fiterons de  cette  occasion  pour  tnontrer  comment , 
parla  sifh]^  combinaison  des  formules  du  moure-: 
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ment  elliptique ,  on  peut  obtenir  très  aisément  les 
expressions  des  élémens  de  l'orbite  troublée  sous 
telle  forme  qu'il  conviendra  de  leur  donner. 

68.  Si  l'on  désigne  comme  précédemment  par  R  la 
fonction  perturbatrice ,  et  (pi'bn'  néglige  la  masse  de 
la  planète  devant  celle  du  Soleil  prise  pour  unité,  ce 
qui  donne  ix=i  ,]es  équations  différentielles  dà 
mouvement  troublé  donneront  d'abord  les  quatre 
intégrales  suivantes  : 


dx^'+dj^+dz 


dt' 


^  =  2/rf'R, 


zdx'-xdz         /y      dR  dR\j^ 


(0 


Dans  le  cas  de  l'orbite  elliptique^  R  est  nul»  et  les 
seconds  membres  des  équatiops  précédentes  se  ré- 
duiisenl.à  des  constantes,  on  a  donc 


rfx>-f  dy«-f  ^a  2,1     


di^  r 

xdy—ydx zdx—xdz -    f    ydzr-zdj' „ 

dt         ~^'         Jt        — ^'  dt         ~^  ' 


C^) 


Les  trois  quantités  {cdt ,  ^c'dt ,  \  d'dt ,  représên-^ 
tent  les  aires  décrites  par  le  rayon  vecteur  de  m,  pen- 
dant l'instant  dt  sur  chacun  des  plans  de  projection, 
et  la  racine  de  la  somme  de  leurs  carrés  l'aire  décrite 
sur  le  plan  même  de  l'orbîte;  cette  aire  est  égale 

d'ailleurs  à  ^  V^^(i — e*)dt,  n**  20,  livre  II,  en  sorte 
Tome  III.  18 
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<}u^oa  aura. 

Si  Ton  prend  pour  plan  de  projection  le  plan  de 
Vorbilç  primitive  de  la  planète ,  c'  et  d*  seront  de 
Tordre  des  forces  perturbatrices  ;  en  négligeant  donc 

'  *  . 

le  carré  de  cfes  forces^   on  aura  Va(i — e*)=sc. 

Quant  aut  quantités  c'  et  d^^  elles  déterminent  k 
position  du  plan  de  Torbite  ;  et  en  nommant  ^  son 
inclinaison  sur  le  plan  fixe  ^  et  9  la  longitude  de  son 
nœud  y  on  a  ^  n*  5o  y  liviré  IIL 

c'=  \/a{\ — ^*)sin^cos6^  c*= — \/p{} — e*)sin(p  sin6. 


En  faisait  donc,  éomme  dnus   le  n*.4^  Hvre  II, 
sin  ^  sin  ê=p,  sin  (p  cosd  ;=  ^  ,  on  aura 


c" 


/'=7;==^^     9  = 


> •  W    —  y  ■  » 


Cela  posé ,  si  Ton  différentie ,  conformément  à  la 
théorie  des  variations  des  constantes,  les  équations  (:i), 
en  disant  varier  à  la  fois  les  constantes  et  les  varia- 
blés  qu'elles  renferment,  et  qu'on  compare  ensuite 
ces  différentielles  à  celles  des  équations  (i),  on  aura, 
pour  déterminer  leà  quatre  constantes  a.  e^  p,  q  que 
nous  avons  substituées  aux  constantes  a,  c  ^  e\  d\  les 
équatiops. suivantes  :  , 
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a 


d.\/a{\  — e")  =  dt.i^  a:  —  —  j.  _) , 

, dX /^\ 


(3) 


équations  auxquelles    nous  étions    déjà  parvenus  ^ 
n*»  3o  ,  livre  III. 

On  déterminera  donc  immédiatement,  ainsi  les 
quatre  principaux  élémens.de  l'orbite  troublée;  les 
deux  autres  peuvent  s'en  déduire  ayec  la  même  faci- 
lité. En  effet ,  par  les  formules  du  mouyemenl  ellip- 
tique^ on  a 

r±=a(i — etosM), 

/i^-f-£ — a>=ze  —  csina, 
tang  i^  {i^  —  cj)  =  y/ii^  tadg  ~  u. 

Ces  .  équations ,  ainsi  que  leurs  différences  pi*e- 
mières  ^  doivent  également  convenir  à  fellipse  inva- 
riable et  à  l'orbite  troublée ,  ce  qui  exige  que  leurs 
différentielles  y  ^l4des  relativement  aux  constantes 
qu'elles  renferment  et  aux  quantités  qui  varieût  avec 
elles,  soient  nulles  d'elles-mêmes.  On  aura  ain^i, 
n^  5i  ,  livre  III, 

da{i  —  e  cofc  u)  -^  cule  cos  ;/+^^^sini^  =5=0, 
di  —  dœ-^desinu  —  du{  i  —  ecosw)  =  o, 

ito  V/i — ^•(i — ecosu)**{^de%\tïu+du{i^-^(^)tft:04 

18.. 
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Ces  trois  équations  suffisent  pour  déterminer  ds,  et 
dc^f  en  fonction  de  de  et  de  da.  Si  Ton  substitue  dans 
les  deux  dernières  la  valeur  de  du  tirée  de  la  pre- 
mière f  on  aura  les  deux  suivantes  : 


ae  VI — e^dùùsmu  +  aWe(c-l-cosw)^ —  da{  i  — e*)=  o ,% 
(^— ^a))a6sintt+a£/e(e— rCOsw)+tia(i — ecos«)'=o  ;  f  ^^' 

ou  bien  en  ajoutant  tes  deux  équations  : 

û& — dcoK  I  —  VI  — e*)  = — ^ — 7-^ ^^. 

Celle  dernière  équation  peut  prendre ,  comme  on 
sait,  une  forme  très  simple.  En  effet,  on  a 


d.a{i  —  e»)  =  a  \/a(i  -^,e*}.d.\/a(i  —  e*)  , 


et  en  substituant  pour  da  et  d  .^\/a(i  —a*)  leurs 
valeurs,  en  observant  qu*pn  a 

\/â=a'n ,.  d!V,zJ^/x-^^djr,  et  :cg+/g=r5 , 

et  £ftisant  attention  aux  valeurs  de  dx  et  djr  données , 
no  5  r,  livre  III ,  on  aura 

rf*  —dce  (  I  —,  v/  T^i:7»~)  —  Mindt  (  '•^)  >  (5) 

équation  à  laquelle   nous  sommes  déjà  parvenus  > 
n*  cité. 

En  substituant  dans  la  première  des  équations  (4) 
pour  da  et  de  leurs  valeurs ,  on  aura  la  valeur  de  d», 
et  l'équation  précédente  donnera  celle  de  d^  quand  la 
valeur  de  dco  siéra  déterminée. 
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On  aura  donc  ainsi  les  différentielles  de  tous  les 
elémens  de  l'orbite  exprimées  au  moyen  des  diffîé- 
rences  partielles  de  la  fonction  perturbatrice  rela- 
tives aux  coordonnées  de  la  planète  troublée.  On  peut 
donnera  ces  formules  différentes  formes ,  selon  les 
cas  où  l'on  se  propose  de  les  employer.  Si  au  lieu  des 
coordonnées  rectangulaires  on  veut  faire  usage  des 
coordonnées  polaires  r,  i^,  s ,  on  observera  qu'en 
regardant  R  comme  fonction  de  ces  quantités^  on  a 

dr  dv  *    ds 

Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède^ 

en  négligeant  les  quantités  qui  sont  de  l'ordre  du 
carré  des  forces  perturbatrices ,  on  a  d'ailleurs 

a:  =  rcos(p — c?),    j'  =  rsin(  t^— û;),     z:r=zrs. 

En  comparant  donc  ces  deu:;^  expressions  de  rf'R  après 
avoir  substitiié  pour  ûtr,  dy^,  et  dz  leurs  valeurs,  on 
trouvera  y  aux  quantités  près  que  nous  négligeons  / 

^  dK dh 

^   H'^^dy^^lr' 

dh.  _    ^  _  ^ 

djr        ^  dx       '  d\f^ 
'  dz         r  ds  ' 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (3) ,  (4} 
et  (5),  et  en  exprimant  les  sdhns  et  cosinus'de  Pano^ 
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ng^lÎQ  excentrique  u  6a  fonction  du  ainus  et  du  cotâinus 
de  l'anomalie  vraie  i^  —  ^,  on  aura  les  yariatlons  de 
tom^  le$  ëlénoen^  de  Tôrkite  exprimés  par  des  for- 
nmlea  qui  ne  contiendront  que  lea  différen<;fii  par« 
tielle3  de  la  fonction  R  telalives  aux  coofidHwEiées 
polaires  de  m  inuItipUées  par  des  fonctions  de  ce^ 

ï^nfin ,  si  l'on  ohisyerve  qne  Ton  a^  n*  4  > 
rfR         dK     .    dFi  ' 


"""  «.^4     I 


dif  ndt  du 

dVi  d^ 


r  —5—  zsza 


dr  da    ' 

sm(i.-.a))-^  =  -^^;  cos(^-^)^  =  -^, 

eu  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  pré- 
oedentea,  les  variations  de  tons  les  élément  se  trou-*- 
veront  exprimées  par  des  formules  qui  ne  contien-* 
dront  qne  les  différences  partielles  de  la  fonction 
perturbatrice  relatives  aux  élémens  de  l'orbite  ellip- 
tique,  multipliées  par  des  fonctions  de  ces  &évi^^x» 
Indépendante^  du  temps  f  conforaoément  au  th^rème 
dém<;mtré  généralement  dans  le  n""  17  »  du  livre  IL 
Nous  avons  vu  les  avantages  de  cette  manière  d'ex- 
primer les .  variatiioDS  des  élément  de  l'orbite  ellip- 
tique dans  la  théorie  des  inégalités  planétaires. 

69.  Revenons  n^aintènant  à  la  question  qui  nous  oc- 
cupe ici  y  et  déterminons  p^r  les  formules  précédentes 
les  altérations  de  l'orbite  de  m  dues  à  la  résistance 
du  milieu  que  cette  planète  est  obligée  de  traverser. 

Nqw  avons  rçpré^entp  ps^r  -^  9  ^  ,  -^/ks  forc^ 
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qui   sollicitent  m  dans  le  se,ns  de  sçs  coordonnées 

rectangulaires^  on  aura  donc  dan^  ce  c^f^^  n''^^  » 

< 

dR  dsdx     dK  dsdj^     dR  dsdz 

'dx  ^''dF^    <r  ~        ^  "^^    £/z    ~         ^    dt'  ' 

On  voit  que  z  étant  de  Tordre  des  forces  perturba- 
trices  -j-  est  une  quantité  de  l'oYdre  du  carré  de  ces' 

forces ,  on  peut  donc  supposer -^  =  0,  ce  qui  donne 

p  =  constant,  9 s=  cbipstaut  ;  c'est-à-dîre  que  Fac- 
tion du  milieu  résistant  n^influe  pas  sur  la  position 
de  1  orbite  îS&mjt%  qui  devait  naturelleliient  résulter 
en  effet  de  la  supposition  que  nous  avons  faite,  que 
la  résistance  du^  fnilieu  était  une  force  qui  s'exerçait 
tangentiellement  a  chacun  des  élémens  de  la  courbe 
décrite  par  le  mobile. 
En  observant  que  Ton  a 

dx^  +  dj^  -\-  dz^  =  ds% 


xdy  -^jrdx  =  r^dv  =  dt  \/a{\  — e*) . 
Les  valeurs  préiçédeptes  doijgaçront 

dK  d^   ,      dK    ,  ds  i     ,     ,       ,  . rdifb- 

En  substituant  ces  vakprs  ^ans  1^^  formules  (3) 
et  (4),  en  observant  que  par  les  formules  du  mouve- 
ment elliptique  on  a 
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r*dvsi=:  à^ndi  V  i — ^  , 

•  * 

S»"  di^  ""^  r       â       a(i — ecosii)  ^ 

et  a*  72=  1  y  on  trouvera  sans  peine 

oa  =  —  aapasi — — r — ], 

'  \I €  COS  U/  ' 

rfe  =  -  ^fdsf^'-'^'^'n  r 

^         L     I  e  COS  M     J 

i  _ 

Crfi»   =  Mds  (       '"^   ^  — )  , 

•^       >  \    I 6COSIf   // 

On  peut  y  dans  ces  formules ,  substituer  à  la  place 
de  as  sa  valeur  en  m  ^  en  sorte  qu'elles  se  trouveront 
toutes  exprimées  en  fonction  de  l'anomalie  excen^ 
trique.  En  effet ,  on  a 

ndt  =z  du(t  — 0 cosi^) , 
d'où ,  en  observant  que  — -^  =:  a ,  on  conclura 

n  y  a 

ds  =  adu  Vi"^^*  cos*w. 
On  aura  donc  ainsi  : 


dàz=z^^  2aydUY  —^ 


e  COS  u  ^ 


dez=:  —  2a(i  —  ^)pdu  cosat/i— - 


ecos  u 


ecostt 


edcû  ==  —  3^x  V I  — e^pdusin  u  y  ^— - 


<6; 


e  cosu 


e  COS  M  ' 


edê  i=z2apdu  (  i  —  \/i  — e'  —  e^cos w)i/-î-^ 


e  CD  su 
ecos  B' 
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En  nommant  Z==:fndt  le  moyen  mouvement  dans 
l'orbite  elliptique  ^  on  a  dans  l'orbite  troublée ,  n*  4^^ 
livre  II , 

On  aura  doiic^  par  ce  qui  précède , 


di:=5adu(.  ^ec6su)fpdu^i^^±^.  (7) 

70.  Ces  formules  donneront  les  variations  des  élé- 
mens  de  Torbite  elliptique  dues  à  la  résistance  du  tnî- 
lieu  que  la  planète  est  forcée  de  traverser.  Pour  les  in- 
tégrer^ il  faudra  supposer  connue  la  loi  de  la  densité 
du  milieu^  ou  la  valeur  de  p.  On  observera  d'abord 
que  la  fonction  p  doit  être  supposée  une  trè$  petite 
quantité  ^  puisque  les  perturbations  causées  pai^  la 
résistance  du  fluide  éthéré  sont  elles-mêmes  très  peu- 
considérables^  ce  qui  permet  de  négliger  son  carré  et 
de  regarder  ^z  et  e  comme  constantes  dans  le  second 
membre  des  équations  précédentes;  oii  pourrait  d'ail- 
leurs ,  par  des  approximations  successives^  tenir 
compte  ensuite  des  termes  négligés. 

La  valeur  de  p,  comme  nous  l'avons  dit;  sera 
en  général  une  fonction  donnée  de  la  distance  r 
de  la  planète  au  centre  du  Soleil;  et  en  y  substi- 
tuant pour  r  isa  valeur  ^(i-^ecosw),  elle  de- 
viendra fonction  de  cos  u.  Supposons  qu'après  avoir 

multiplié  par  W  —^ — - —  Cette  fonction,  on  la  ré- 
duise en  série  ordonnée  par  rapport  aux  cosinus  de 
l'angle  u  et  de  ses  multiples,  et  représentons  cette 
série  par 
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A  +  e  B  cos  w  «4-  e*  Ccos  2U  +  etc., 

A ,  B  y  C  étant  des  fonctions  qui  ne  renferment  que 
des  puissances  paireç  de  e ,  e^  devant  lètre  regardées 
d'ailleurs  comme  des  quantités  positives  ^  lorsqu'on 
suppose  que  la  densité  décroît  en  raison  inverse  de 
la  dîstadice  au  Soleil.  Si  l'on  substitue  cette  valeur 
dans  les  formules  (6) ,  et  qu'ensuite  on  intègre  ^  on 
en  déduira  très  aisément  les  valeurs  de  chacun  des 
élémens  elliptiques  de  l'orbite  exprimées  en  $éri^ 
ordonnées  par  apport  9ux  puissances  asçendapte$  df 
l'excentricité. 

Si  l'orbite  s'écarte  peu  de  la  forme  circuUire,  ^a 
sorte^  que  e  soit  une  très  petite  fraction  ^  eu  aégU*» 
géant  les  termes,  dépendant  du  carré  et  des  puifli^nce$ 
supérieures  de  l'excentricité  i,  on  aura  . 


S'a  =  —  za\ku  +  6(A  4-  B)sinw] , 

gTe  =  —  2a[Asinw  +ieB(M4-i  sin  û)]  ^ 

'C,  z=z\  an{ku^  —  aeBcosu  ), 
eS^ûù  =  2aCAcosu  +  \  eB  cos  3w), 
J^é  =  —  a  (A cos  w  +  ^  eB  cos  2w). 

On  voit  par  ces  formules  que  la  Ipnmtude  <l|l  p^ 
rihélie  ^  ainsi  que  celle  de  l'époque  9  ne  ^oot  ^w;kr 
jetties  qu'à  des  variations  dont  la  période  m'excède 
pas  la  durée  d'une  révolution  de  la  planète  ;  il  en  se- 
rait de  même  relativement  à  l'inclinaison  de  l'orbite 
et  à  la  longitude  du  nœud,  en  ayant  même  égard 
au  carré  de  ta  force  perturbatrice  ;  si  Ton  ne  con*- 
sidère    donc   que   les  inégalités  qu'un    long  inter- 
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vaUe  peut  rcpdre  sensible,  on  aura 

e^To?  =o,  cr€=o,6r/>=e,crç=;o; 

d'où  Ton  doit  conclure  que  la  résistance  du  milieu 
n'ai  tarera  à  la  longue  ni  la  position  du  plan  de  Tor- 
bile,  ni  celle  de  son  périhélie;  mais  comme  A  et  B 
sont,  par  hypothèse,  des  quantités  positives,  elle 
fera  décroître  indéfiniment ,  et  par  degrés  însensî- 
Mcs,  le  grand  axe  et  ^excentricité;  L*orbîte  se  rap- 
prochera de  plus  en  plus  de  la  forme  circulaire ,  et  il 
en  résultera  une  inégalité  séculaire  dans  Texpression 
de  la  longitude  moyenne ,  et  par  conséquent  dans  la 
dorée  de  la  révolution  dé  la  planète.  En  effet,  y/ieft -f- g 
étant  la  longitude  moyenne  de  la  planète  dans  le  vide, 
la  variation  du  moyen  mouvement /hc?iC  introduli'a 

dans  cette  expression  l'inégalité  -anAu*.  Ainsi  donc , 

en  vertu  de  la  résistance  du  milieu,  le  mouvement 
angulaire  de  la  planète  s'accélère  de  plus  ea  plus , 
et  par  conséquent  le  temps  périodique  diminue  k 
chaque  révolution. 

Si  l'on  considèï*e  les  variations  totales  du  grand  axe 
et  de  l'excentricité  pendant  une  révojution  entière 
de  la  planète,  onaura  <ra=  —  4^*A'7r,  JV:^ — i^œB^r; 
ainsi  y  par  l'effet  de  la  résistance  di^  milieu,  l'or- 
bite se  rapproche  de  plus  en  plus  de  la  forme  circu- 
laire, tandis  que  la  distance  moyenne  de  la  planète 
au  Soleil  diminuant  continuellement ,  elle  doit  finir 
par  atteindre  la  sur&ce  de  cet  astre. 

Au  reste,  si  les  espaces  célestes  sont  remplis  par 


•^^ 
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ua  fluide  très  rare ,  aucune  observation  n'a  indiqué 
jusqu'ici  que  ce  fluide  exerçât  la  plus  légère  influence 
sur  le  mouvement  des  planètes  ;  mais  il  serait  pos- 
sible qull  eût  une  action  sensible  sur  les  comètes , 
k  cause  du  peti  de  densité  de  la  matière  qui  les  conir 
pose ,  comme  nous  l'avons  dit  n""  ^o ,  livre  ^L; 

7 1  •  Considérons  donc  maintenant  le  cas  des  orbites 
très  excentriques  comme  celles  des  comètes.  Si  l'on 
n'a  égard  qu'aux  inégalités  séculaires  que  la  résis- 
tance du  milieu  peut  introduire  dans  le  mouvement 
delà  comète^  on  pourra  ne  s'pccuper  que  des  va- 
riations du  grand  axe ,  de  l'e^i^centricitéet  du  moyen 
mouvement ,  puisque  celles  du  périhélie  et  de  la  lon- 
gitude de  répoque  ne  renferment  £|ucune  inégalité 
de  cette  espèfce.  Reprenons  les  deux  premièresi  for- 
mula f4)  ^^  1^  formule  (7) ,  que  nous  écrirons  ainsi  :  * 

à'az=:^^2a*  I  pdu\     ;_         L —  V  i  — ^•cos*^    , 

J  ^      Lv/i— e*cos»j/  J 

de= ^- — -I  pdu\  —7 : —  Vi — e*cos*w   , 

r2(i  +eco8M)  . —1 

Ç  =  Zanfdtfpdu  [r^F^zZ^^V^  V  1  --e*cos*w J. 

Supposons  qu'en  développant  en  série  ordonnée 
par  rapport  aux  cosinus  de  l'angle  u  et  de  ses  mul- 
tiples la  fonction 

p  (i  +  ecosi/) 
^  \  —  e*cos*M  ' 

dans  laquelle  on  substituera  pour  p  sa  valeur  en  fonc- 
tion de.  u ,  on  ait  \ 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  a85 

A  +  A'cos  u  +  A"cos  2  M  -f-  6te. , 

et  supposons  que  la  fonction 

/ 

p  vi  —  e*cos*«, 

déyeloppée  de  la  même  manière ,   donne,  la  série 
suivante  : 

B  +  B'  cos  w  rf-  B"  cos  2  w  +  etc; 
en  négligeant  les  quantités  périodiques  ^  on  aura  ' 

JVz  =  —  2à*(2A  —  B)m  ,      ^ 

<^e-. ?fLL^(A_B)u,    5(8) 

C  =  I  «  (2A  —  B)  «% 

et  pour  déterminer  les  coefHciens  A  et  B ,  on  aura  , 
a"   i8, 

wj  ^     y  i  —  e*  cos*  u 

B  ==  —  /    f ^  \/i  — ^  ^  cos*  «. 

'  V 

f    ■  --  I 

Ces  deux  intégrales  définies  peuvent ,  à  laide  de 
transformations  très  simples,  se  ramener  k  ïa  forme 
i'intégrales  elliptiques  dans  un  cas  très  étend^u ,  celui 
DÙ  l'on  suppose  la  loi  de  la  résistance  exprimée  par 
ane  série  composée  d'un  uon^bre  quelconque  de 
termes ,  et  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  des- 
cendantes du  rayon  vecteur  /;  ipçiultipliées  par  des 
coefficiens  constans. 

Prenons  d'abord  poiir  ^letanfàG  le  cas  leplus  simple , 
celui  où  l'op  suppose' que  la  diensité  du  milieu  est  la 
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même  dans  tous  les  poipts  de  Torbite.  On  a  généra-  ' 

lementy  n*  67 ,  p  =K^  C-j ,  r  élant  le  rayon  vecteur  de  ^ 

la  comète^  et  ^f- j  une  fonction  de  r  qui  devient  égale 

à  1  unité  quand  r=  i  ,  enfin  K  une  constante  qui 
dépend  de  la  densité  du  fluide  à  l'unité  de  dislance , 
et  de  Ja  masse  de  lastre  en  mouvement.  Dans  le  cas 
que  nous  examinons ,  dn  a  donc  |ù  =:  K^  et ,  en  ohser- 

■    I      '-      i=fc.  est  nulle  entré  lés 

V/i  — e-cos'M 

limites  u^^oetuznnf  on  aura 

.  K  r^  du 

A  =  —  /     — =====  , 

B  ate    jj^  du  s/i_e»cos»ir- 

1 

Ces  intégrales  doivent  s  étendre ,  comme  les- pré- 
cédentes,  depuis  2^  =so  jusqu'à.  u;s=z^  *  mais  il  est 
clair  qu'on  obtiendra  également  leurs  valeurs  en  in- 
tégrant entre  les  litïîites  u=to  et  u=^^'ic,  et  en  ayant 
soin  de  doubler  les  résultats.  Les  expressions  .de  A 
et  B  repréâeniêût  alors  tles  lonctiohtis^  elliptiques  de 
pfetnière  et  de  seconde  espèce;  et^  d'après  la  nota- 
tion adoptée ,  Ob  aura ,  n*  22  , 

B  :fc^  ^  E(e). 

£ft  substituant  eed  tateurs  dans  le^  fonmiks  (8)  ; 
.et.  en  les  étendant  à  «ne  révolatta»  entièrt^  de  la 


f 
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comète  f  ce  qui  su(>po8e  uzss  2^ ,  en  observant  de 

plus  qu  on  a  —  ==  ~^  ,  oki  trouvera 

cTa  =  — &i*K[2  F(e)  —  E(e)] , 

J'n^  i2anK[2F{e)  —  E{ey]. 

CoAsitlérons  en  second  lieu  le  cas  qui  semble  in- 
diqué comme  celui  de  la  nature  par  l'analo^  qu'il 
présente  avec  un  grand  nombre  de  phéhomèties  sem- 
blables qui  se  passent  à  la  surfsice  de  la  Terre  ^  celui 
où  la  densité  du  milieu  diminue  en  raison  invçrse 
du  carré  de  la  distance  de  Fastre  au  noyau  que  ce 

milieu  recouvre.  On  aura  alors  p  =  -;  eti  désignant 

par  K  un  coefficient  constant,  ou  bien  en  mettant 
pour  r  sa  valeur^  On  aura 

__  K K(i+gcosii)\ 

P         a*(i  —  ecosny        a*(i-^^C08^i/)* 

Si  Ton  substitue  cette  valeur  dans  les  expressions  de 
A  et  B,  qu^pour  abréger  on  Baisse  y/ 1  -^e'cos*!^»  4  ^ 
ce  qui  donne  e*  cos*  w  =  i  —  A*,  et  qu\>n  observe 
qu'on  peut  omettre  sous  le  signe  intégral  les  mul- 
tiples impairs  de  cos  u ,  on  trouvera 

«r 


«Vjo     ^V  ^)' 


nt 


B  = 


_  _  r^  —^ ^^ 
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Or^  par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  on  a  {*), 

rdu  ,  aE(tr)     /a  — g'\    ■ I         p/  X 

7  "AS  ~"  3(1— e')\i —<?»>/  3Ci— e')^^* 

on  aura  donc 

el  en  substituant  ces  valeurs  datis  les  formules  (8)i 
on  trouvera 

Ces  deux  exemples  suffiront  ■  pour  montrer  corn- 
nient,  en  étendant  la  même  analyse  au  ca»  plus  général 
où  la  loi  de  la  résistance  est  eitprimée  par  unse  for- 
mule de  la  forme  ;  ^ 

P==  A+  -  +  -;j....+  - +etc., 

on  ramènerait  la  détermination  des  variations  des 
élémens  de  Torbite  de  m  àii  calcul  des  fondions  ellip- 
tiques. 

(*)  Traité  des  Fonctions  elliptiques,  tome  I",  page  a56. 
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72.  Nous  avons  dit  que  jusqu'à  présent  les  observa-* 
tions  n'avaient  indiqué  dans  le  mouvement  des  pla* 
nètes  ou  des  satellites  aucune  inégalité  dépendante  da 
la  résistance  du  milieu  qu'elles  pourraient  avoir  à  tra- 
verser; les  formules  du  n°  70  peuvent  donc  être  regar- 
dées .comme  des  résultats  analytiques  qui  sont  restés 
jusqu'ici  sans  application  dans  la  théorie  du  système 
du  monde.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même  relativement 
aux  comètes  :  la  matière  étfaérée^  s^il  en  existe  une 
autour  du  Soleil ,  pourrait  avoir^  comme  nous  l'avons 
vu^  une  influence  sensible  sur  leurs  mouvemens^  à  rai- 
son de  leur  peu  de  densité  et  de  leur  proximité  du  So- 
leil vers  leur  périhélie.  En  eflèt  ^  on  a  remarqué  dans 
les  retours  au  périhélie  de  la  comète  à  courte  pé- 
riode de  1 8 1 9  y  celle  des  comètes  périodiques  qui  nous 
est  le  mieux  connue  en  ce  moment ,  quelques  inéga- 
lités que  le  calcul  de  ses  perturbations  n'a  pas  suffi 
pour  expliquer,  et  que  l'on  a  cru  devoir  attribuer  à 
l'effet  de  la  résistance  d'un  milieu  très  rare.  Quoique 
nous  soyons  loin  d'admettre ,  du  moins  quant  k  pré- 
sent ,  cette  explication  autrement  que  comme  une 
hypothèse  plausible^,  nous  allons ,  pour  montrer  l'u- 
sage des  formules  précédentes,  en  faire  l'application 
au  mouvement  de  cette  comète. 

Selon  M.  Encke,  les  élémens  de  l'orbite,  en  i85a, 
étaient  1 


Tome  III.  19 
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Pas$0g^  aupétihélie,  mai  i832 ,  3^999093  (temps  moy .  à  Paris.) 

Demi-r'grand  axe 2 .  22224^ 

apport  de  V excentricité  au  dçmi^grand  axe.  o. 845433 

Lieu  du  périhélie i  S^®  21'    2*4 

Longitude  du  nœud  ascendant 334.  ^^-   ^i^ 

Inclinaison,  . .  / '. : 1 3 .  22 .  12 ,3 

Moui^emeni  moyen  par  jour .' 1071^,09598. 

D'après  ces  données,    en  faisant  b  =  y/j g*  on 

aura  b  =  0,53^0807  ;  et  si  l'on  nomme  9  Tangle  qui 
aurait  pour  sinus  Texcentricité  e  de  l'orbite,  en  sorte 
qu'on  ait  e  =  sin  fi ,  6  =  cos  fl ,  on  trouvera 

.■  0  =  57-45' 6^3. 

Cette  valeur  de  ô,  par  les  tables  calculées  par  Le- 
gendre  (Traité  des  Fonctions  elliptiques,  tome  II), 
donnera 


• 


log  F  (e)  =  0,52 1 7456 ,     F  (e)  =  2,0977  »  » 
log  E  (e)  =  0,090897 1 ,     E  (e)  =  1 ,25299  » 

de  là  on  tire 

F(c)  —  E(e)  =  0,86472, 
2F  (e)  —  E  (e)  =  2,96245. 

Ces  valeurs  substituées  dans  les  formules  (9)  don- 
neront, pour  le  cas  d'un  milieu  résistant,  de  densité 
constante , 

J'a  =1  —  ii7,o36o8K,  ) 

J^6  =  —      5,i8668K,[  (11) 

J'n  ==  o,4i023K,   ) 

Considérons  maintenant  le  cas  qui  parait  plus  vrai- 
semblable, celui  où  l'on  suppose  que  la  densité  varie 
ejn  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  de  1  astre  au 
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Soleil.  Au  moyen  des  valeurs  précédentes^ de  F(e)  et 
de  E  (e) ,  on  trouvera  sans  peine 

;gjï-=  19,61105,  ^=ii,5253o,  -3^^=80,81060; 
d'où  Ton  conclura 

('-3T.)^W-('-'p)*^^=''''""fl*'  ■ 

(=-i>w-a-^)'^'=45--5,.. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (10),  on 
trouvera  pour  les  variations  du  grand  axe,  de  l'ex- 
centricité et  du  mouvement  moyen  résultant  de  l'ac- 
tion de  réther,  après  une  révolution  de  la  comète,  les 
valeurs  suivantes  : 

cTa  =  —  4i4,i758oK,  i 

cTe  =  —    27,46556K,  [  (13) 

^n  =  i,45i74K.  ; 

En  ajoutant  les  variations  précédentes  aux  altéra- 
tions que  subissent  les  mêmes  élémens  par  l'attraction 
des  planètes  près  desquelles  passe  la  comète  pendant 
sa  révolution  de  i832  à  i855,  et  qu'on  déterminera 
par  les'  formules  du  n^  Sa,  livre  II,  on  aura  les  va- 
riations totales  de  ces  élémens  ;  mais  pour  déterminer 
numériquement  les  valeurs  de  S'a  y  J'eei  J'n,,  il  fau- 
drait connaître  encore  la  valeur  du  coefficient  K  qui 
dépend ,  comme  on  l'a  vu  n"  67 ,  de  la  densité  et  de  la 
forme  de  l'astre  en  mouvement,  c'est-à-dire  de  la 
nature  même  de  la  comète,  qui  nous  est  absolument 
inconnue.  Cependant  on  peut,  sans  nouvelle  hypo- 

19.. 
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M.  ËnclLe ,  à  l'aide  de  la  valeur  de  K  aÎDsi  obtenue^ 
a  calculé  des  éphémérides  de  la  comète  pour  1828; 
mais  ces  éphémérides,  distribuées  d'avance  aux  as- 
tronomes ,  représentèrent  fort  imparfaitement  les 
observations  dé  cette  époque.  Lorsque  la  domète  fut 
de  retour  à  son  périhélie ,  M.  Ericke  choisit  cinq 
nouvelles  observations  faites  vers  ce  passage ,  qu'il  joi- 
gnit à  celles  qu'il  avait  déjà  employées,  et  en  opérant 
sur  leur  ensemble  comme  précédemment,  il  détermina 
de  nouvelles  valeurs  pour  la  correction  de  la  masse  de 
Jupiter  et  pour  le  coefficient  K;  mais  ces  deux  quantités 
ainsi  déterminées  présentèrent,  avec  les  précédentes, 
des  différences  tellement  considérables,  qu'il  était 
impossible  de  les  attribuer  à  quelques  quantités  négli- 
gées dans  le  calcul ,  ou  à  de  simples  imperfections 
dans  les  observations.  Il  paraissait  alors  naturel  de 
s'en  tenir  aux  résultats  des  derniers  calculs ,  fondés 
sur  l'ensemble  de  toutes  les  observations  qu'on  avait 
considérées,  et  qui  devaient,  par  conséquent,  don- 
ner plus  de  certitude  que  les  premiers,  appuyés 
seulement  sur  une  partie  d'entre  elles.  M.  Encke  a 
cru  devoir  en  agir  autrement;  il  a  cherché  quelle 
serait  ]^  correction  de  la  masse  de  Jupiter  néces- 
saire pour  faire  accorder  les  deux  valeurs  du  coef- 
ficent  K ,  et  il  a  trouvé  qu'il  suffisait  pour  cela  de 

supposer  la  masse  de  Jupiter  égale,  à  — ^j^ ,  au  lieu 

de  la  supposer  de  —g- — ,  comme  elle  résulte  desélon- 

gations  des  satellites  observées  par  Halley.  Ce  résul- 
tat est  d'autant  plus  remarquable ,  que  cette  valeur 
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de  la  masse  de  Jupiter  s'accorde  presque  entièrement 
avec  celle  que  Gauss  a  déduite  des  observations  dé 
Pallas  y  Nicolaï  de  celles  de  Junon,  et  enfin  Encke  et 
Heiligenstein  de  celles  de  Vesta  et  Cérès.  Les  deux 
séries  d'obseryations  choisies  pat*  M.  Encke  conduw 
sent  alors  à  la  même   valeur  du  coefficient  K  ;  en 

sorte  qu'en  adoptant  la  valeur  — =^ 7  de  la  masse  de 

Jupiter,  qui  est  en  eflFet  celle  qui  semble  s'accorder 
le  mieux  avec  le  calcul  des  perturbations  des  petites 
planètes,  on  aura 

"^  890,852*^ 

Il  faut  encore  observer  qu'il  résulte  des  deux  équa« 
tions  de  condition  données  par  M.  Encke ,  qu'il  se-*^ 
rait  impossible  de  rejeter  absolument  Thypothèse 
d'un  milieu  résistant ,  sans  être  obligé  d'attribuer  à 
la  niasse  de  Jupit6r  une  valeur  qui  ne  s'accorderait 
plus  avec  les  autres  phénomènes  célestes ,  ou  de  sup- 
poser aux  observations  des  erreurs  qui  dépasseraient 
les  limites  qu'on  peut  raisonnablement  leur  at- 
tribuer. 

M.  Eneke  a  faiit  voir  ensuite  qu'en  calculant  dans 
l'hypothèse  d'un  milieu  résistant,  avec  la  valeur 
précédente ,  les  élémens  de  l'orbite  aux  trois  époques 
de  1786,  de  1796  et  de  i8o5y  antérieures  à  celle  de 
18 19,  où  le  retour  périodique  de  la  comète  fut  enfin 
reconnu,  on  obtient  des  résultats  assers  concordans 
avec  ces  obsei^ations,  pour  qu'on  puisse  attribuer  lès 
différences  soit  aux  erreurs  dont  elles,  sont  suscepti- 
bles, soîtaux  inexactitudes  des  calculs,  q]ui>  de  1786 
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k  1819,  comprennent  un  intervalle  de  dix  révolu- 
tions^ Si  l'on  se  refusait,  au  contraire,  à  admettre 
l'existence  d'un  milieu  résistant ,  on  ne  parviendrait 
à  représenter  les  anciennes  observations  qu'avec  des 
difiérences  qui  ne  pourraient  être  moindres  que  ai' 
en  plus  ou  en  moins,  et  qui  pourraient  s'élever^ 
dans  le  cas  le  plus  favorable,  jusqu'à  169',  résultat 
inadmissible ,  quelle  que  soit  llncorrection  que  l'on 
suppose  a  ces  observations.  Il  semblerait  donc ,  d'a- 
près ces  considérations ,  développées  avec  détail  dans 
le  mémoire  de  M.  Encke ,  qu'on  ne  saurait  plus  dou- 
ter que  l'action  d'un  milieu  résistant ,  ou  de  quelque 
autre  cause  qui  produit  absolument  le  même  effet, 
û'infiûe  sur  la  marche  de  la  ccnnète  à  courte  période 
de  1819. 

Cependant  on  ne  doit  pas  perdre  de  vue  qu'en  ad- 
mettant même  l'existence  d'un  milieu  éthéré,  il  res- 
terait encore  à  décider  si  l'hypothèse  d'une  résistance 
réciproque  au  carré  de  la  distance  au  Soleil,  que 
M»  Encke  a  adoptée  dans  ses  calculs ,  est  véritable- 
ment la  loi  de  la  nature,  car  tout  autre  hjrpothèse 
donnerait  des  résultats  très  différens.  Quant  a  la  cir- 
constance qui  a  fait  rencontrer  à  M.  Encke,  pour 
kl  correction  de  la  masse  de  Jupiter,  une  valeur  con- 
cordante avec  la  valeur  de  cette  masse ,  déduite  des 
perturbations  des  petites  planètes,  elle  nous  semble 
simplement  l'effet  d'un  heureux  hasard,  puisque, 
de  l'aveu  même  de  cet  astronome ,  tes  observations 
de  18 19  et  182:2  étaient  peu  propres  k  déterminer 
des  quantités .  aussi  petites  que  la  correction  de  la 
masse  de  Jupiter,  et  le  coefficient  K,  à  cause  des. 
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perturbations  considérables  que  la  comète  a  subies 
durant  cette  période.  Enfin ,  nous  pensons  que  c'est 
au  temps  et  à  l'étude  approfondie  qu'on  fera  des 
perturbations  de  cette  comète,  lors  de  ses  retours 
successifs,  qu'il  faut  laisser  à  décider  un  point  aussi 
important. 

Quoi  qu'il  en  soit,  d'après  la  valeur  du  coefficient 
K  donnée  plus  haut,  on  aura 

cTa  ==  —  0,46492 , 
J(e  =  —  o,o3o85o , 
Jii  =        336",i3o8o. 

Ces  valeurs,  jointes  à  celles  qui  proviennent  de  Fac- 
tion des  planètes,  donneront  les  altérations  totales 
des  élémens  du  mouvement  de  la  comète  de  i83a 
à  i835,  et  permettront  de  déterminer,  à  l'avance, 
sou  orbite  pour  l'époque  de  son  prochain  retour. 

73 .  Les  formules  précédentes  s'appliqueraient  encore, 
avec  une  légère  modification ,  au  cas  où  la  force  per- 
turbatrice serait  l'action  de  la  lumière  sur  les  planètes 
et  les  comètes ,  soit  qu'on  la  regarde  comme  due  aux 
vibrations  d'un  fluide  élastique ,  soit  que  dans  le  sys- 
tème de  l'émission  on  la  considère  comme  une  éma- 
nation  du  Soleil.  En  effet,  en  supposant  le  milieu  que 
parcourt  la  lumière  d'une  égale  densité^  sa  vitesse 
sera  constante  et  elle  se  propagera  en  ligne  droite. 
Cela  posé,  si  l'on  transporte  en  sens  inverse  à  la 
lumière  la  vitesse  qui  anime  la  planète  dans  son 
orbite,  on  pourra  imaginer  ensuite  que  cet  astre 
est  en  repos ,  et  l'action  réciproque  du  fluide 
lumineux  et  de  la  planète   n'en  sera  pas  altérée. 
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L'action  de  la  lumière  sera  alors  celle  dnn  fluide 
élastique  doué  d'une  vitesse  variable  qui  choque  ud 
corps  en  repos  :  elle  communiquera  au  centre  de 
gravité  de  la  planète  une  force  accélératrice  qu'on 
pourra  regarder  comme  la  résultante  de  dent:  autres 
forces.  Tune  d'impulsion,  qui  s'exerce  suivant  le  rayon 
vecteur  de  la  planète ,  et  qui  est  propottionnelle  à 
la  vitesse  de  la  lumière;  la  secotide>de  résistance,  qui 
agit  en  sens  inverse  dç  la  direction  du  mouvement 
de  la  planète  et  qui  est  pix>portionnelle  à  sa  vitesse 
dans  son  orbite.  Si  l'on  nomme  donc  où  la  vitesse 
de  la  lumière,  ces  deux   forces  seront  entre  elles 

dans  le  rapport  de  &>  à  j- ,  ellçs  sont  d'ailleurs  pro- 
portionnelles à  la  densité  de  la  lumière  que  nous 
supposerons  réciproque  au  carré  de  la  distance  au 
Soleil,  les  deux  forces  dont  il  s'agit  pomTont  donc 

être  représentées  par  —  ^t  r;  jT*  La  première  ,  de  ces 

forces  agît  er^  sens  contraire  de  la  force  attractive  du 
Soleil;  elle  se  confond  avec  elle  en  la  dîÉbitltLant  lé- 
gèrement. La  seconde  agit  en  sens  contraire  du  mou- 
vement de  la  planète,  et  son  effet  est  celui  d'une 
résisfaÀce  proportionnelle  à  la  vitesse  de  là  planète 
et  à  la  densité  de  la  lumière.  Si  l'oti  fait  donc 

En  supposant  p  ^  ^  et  en  comparant  cette  valeur 
à  celle  de  R,  n^  69^  on  voit  qu'il  ^ffifa  de  muhiplîer 
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par  -j  les  résultats  obtenus  dans  ce  numéro  pour  les 

appliquer  au  cas  actueL 

Les  deux  premières  formules  [a)  donneront  ainsi 

da  ^=z  —  2apdt(-^ j, 

J       \i  —  eco&u/ 

de  =^  2f4t  rc-o^°»""|. 

^       L  I  —  e  cos  u  J 

Les  deux  autres  formules  ne  donneraient  lieu  qu'à 
des  variations  périodiques  que. nous  négligeons. 
En  substituant  donc  pour  dt  sa  valeur 

s 

dt  z=z  a*  Çu'^e  sin  u) , 
on  aura 

da  =:  —  aa^nh  —^ rr^, 

(1 — ecosa)* 
,  ,    du(i — e^)  cos  El 

oe  =  —  2ann   -7-^ — r--. 

(1  —  e  cos  uy 
Soit 

(1  —  ecosM)"'=7A+eBcosK+e*Ccos2M-f'etc., 

en  négligeant  les  quantités  périodiques ,  les  formules 
précédentes  deviennent 

da  z=z  -^  a*nh  (A  +  €^B)du, 
de  =z  —  aneh  (i  —  e*)  B  du. 

D'ailleurs  ,*  d'après  la  loi    du   développemeiit    de 
(1  —  e  cos  m)~*  on  a 


3 


en  substituant  ces  valeurs  et  en  ititégilànt  on  aura 
donc 
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y4*  Dans  le  système  de  rémission,  la  masse  du  Soleil 
doit  diminuer  sans  cesse  par  la  perte  des  rayons  lu- 
mineux qui  en  émanent  :  il  en  résulte  une  nouvelle 
équation  séculaire  dans  le  mouvement  des  planètes 
et  des  comètes ,  que  Ton  peut  aisément  déterminer 
de  la  manière  suivante.  Soit  i  la  masse  du  Soleil  à 
Finstant  que  Ton  choisit  pour  époque ,  et'  soit  i  —  qt, 
cette  masse  après  le  temps  t,  q  étant  un  très  petit 
coefficient  constant.  Quoique  la  masse  solaire  dimi- 
nue sans  cesse,  sa  forcé  attractive  est  toujours  diri- 
gée vers  son  centre,  d*après  le  principe  des  aires;  la 

quantité  \/^/^(i — ^*)f  ou  pt  exprime  la  somme  des 
masses  du  Soleil  et  de  la  planète ,  doit  par  conséquent 
demeurer  invariable  ;  en  nommant  donc  a^  et  fc^ 
ce  que  deviennent  ^  et  ^t  à  l'origine  du  temps  /, 
et  négligeant   le  carré  de  l'excentricité  ,    on  aura 

V/ix/I  =i  s/a^fJL^.  Si  Ton  néglige  la  ma^se  de  la  pla- 
nète devant  celle  du  Soleil ,  par  ce  qui  précède  on  a 
;i^=i,  //.=  ! — qt^  on  aura  donc  au  bout  du  temps  <, 

a, 
I  —  qt^ 

et  en  vertu  de  l'équation  a^n^  =^l^f  on  en  conclura 

n  =z  n^Çi  -—  qty. 
En  négligeant  donc  le  carré  de  q,  on  aura 

cTa  =  a^qt,     J'n  z=z  —  2qn/. 
L'équation  «T^  =  f^ndt  donnera  donc  pour  Fine- 
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galité  séculaire  due  à  la  diminution  de  la  masse 

solaire 

J^Ç  =  —  qn,t\ 

Pour  déterminer  le  coefficient  q  qui  entre  dans 
cette  expression,  observons  que  co  étant  la  vitesse  de 
la  lumière  et  p  sa  densité  au  point  de  l'espace  qu'oc- 
cupe la  terre,  la  perte  de  lumière  du  Soleil  dans 
l'instant  dt  sera  cjfdt^  multiplié  par  la  surface  de  la 
sphère  dont  le  rayon  est  a;  elle  sera  donc  ^^TCa^cjpdt, 
et  comme  nous  avons  représenté  par  qdt  la  diminu- 
tion de  la  masse  solaire  pendant  le  même  instant, 
on  aura 

q  =5  ^7ra*ù)f. 

L'inégalité  séculaire  due  à  la  diminution  de  la  masse 
du  Soleil ,  sera  donc 

—  4'7Ca*nG}pt*. 

Cette  équation  est  de  signe  contraire  à  celle  que 
produit  l'impulsion  de  la  lumière ,  et  elle  est  infini- 
ment plus  grande.  En  effet,  en  comparant  ces  deux 
équations  on  voit  qu'elles  sont  entre  elles  dans  le  rap-^ 

3R-        K^y 

port  de  — 4^*  à  -^,  ou  de  —  i  à      J^    >  Cette  der^ 

nière  quantité  est  nécessairement  une  très  petite  frae- 

R 
tion.  Pour  la  Terre,  par  exemple,  —  étant  la  paral- 
laxe solaire,  si  l'on  suppose  cette  parallaxe  de  8'^58,. 
et  la  masse  de  la  Terre  égale  à  >^^  ^,  on  trouve  que 
le  rapport  précédent  est  celui  de  —  i  à  o.ooo23i24, 
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en  sorte  que  l'inégalité  séculaire  de  la  Terre  due  à 

rimpulsion  de  la  lumière  est  moindre  que  j^^  de  celle 

qui  résulte  de  la  diminution  de  la  masse  solaire. 
En  réunissant  ces  deux  équations  on  aura 

cTC  -  -  4'r«V«  (i  -  I  ^)  «•• 

• 

Cette  formule  donnera  l'inégalité  séculaire  complète 
qui  résulte  de  l'action  de  la  lumière  sur  le  mouye- 
ment  de  la  Terre  dans  le  système  de  l'émission. 

L'impulsion  de  la  lumière  solaire,  est  absolument 
insensible  sur  le  mouvement  de  la  Terre ,  et  Ton 
démontre  aisément  qu'elle  n'influe  pas  d'un  quart 
de  seconde  sur  l'équation  séculaire  de  la  Lune.  Quant 
à  réquation  due  à  la  diminution  de  la  masse  solaire , 
Laplace  conclut  de  son  expression  que  depuis  deux 
mille  ans  la  masse  du  Soleil  n'a  pas  éprouvé  un 
deux-millionième  d'altération,  soit  en  plus,  soit  en 
moins.  En  effet,  — qnt*  étant  l'équation  séculaire  de 
la  Terre  due  à  cette  cause ,  si  l'on  désigne  par  l  l'é- 
^pation  séculaire  de  la  Terre,  l  étant  un  arc  exprimé 
en  degrés,  on  aura 

qt  est  la  diminution  de  la  masse  du  Soleil,  nt  le 
nombre  de  degrés  parcourus  par  la  Terre  dans  le 
temps  t.  Si  l'on  suppose  que  t  représente  un  nombre 
d'années  sidérales,  on  aura  nz=:56o^;  en  faisant 
donc  t  =  !200o,  on  aura 

qt  ==  .  • 

*  720000 
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Da  près  les  observations,  /  ne  dépasse  pas  à  0^,56, 

ainsi  qt  est  au-dessous  de . 

•*  2000000 

75.  Si  l'on  regarde  la  gravitation  comme  résultant  de 
l'effet  de  l'impulsion  d'un  fluide  vers  le  centre  d'at- 
traction ,  il  résultera  de  la  transmission  successive  de 
la  force  attractive  une  inégalité  séculaire  dans  le  mou- 
vement des  planètes  et  des  comètes  que  l'on  pourra 
encore  déterminer  par  l'analyse  précédente,  relative 
à  l'impulsion  de  la  lumière  solaire.  En  effet,  d'après 
le  n**  75,  la  force  qui  s'exerce  suivant  le  rayon  vecteur 

de  la  planète  ou  de  la  comète  sera  — ,  co  représen- 
tant ici  la  vitesse  du  fluide  gravitique  ;  en  nommant 
donc  g  la  gravité,  ce  qui  donne  g=  -^ ,  l'équation  sé- 

culaire  — 7=-  deviendra 

3  ^w/* 

2       ti 

Observons  que  dans  le  cercle,  la  force  centrifuge 
est  égale  au  carré  de  la  vitesse  divisée  par  le  rayon. 
La  vitesse  moyenne  de  la  planète  étant  an^  si  l'on 
néglige  rexcentricité  de  l'orbite ,  la  force  centrifuge 
sera  an^  ;  mais  dans  ce  cas ,  la  force  centrifuge  est 
égale  et  contraire  à  la  force  qui  sollicite  la  planète 
vers  le  centre  d'attraction,  on  a  doncg  =  ^n*,  et 

l'équation  séculaire  précédente  devient  ~  - — ,  co  élant^ 

2    tt 

comme  on  l'a  dit,  la  vitesse  du  fluide  au  moyen  du- 
quel se  transmet  la  gravitation. 

ToMB  IIL  ao 
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Si  Ton  suppose  que  l'équation  pracedente  se  rap* 
porte  à  la  Terre,  qu'on  applique  le  même  résultat  à 
la  Lune ,  en  nommant  a^  sa  distance  moyenne  à  la 
Terre,  et  n^t  son  moyen  mouvement  sidéral ,  t  ex- 
primant un  nombre  d'années  juliennes,  son  équ&tion 
séculaire  due  à  la  transmission  de  la  gravitation, 
sera 

La   fraction  —  est  égale  à  très  peu  près  à  j-r»  et  le 

rapporte/  —  est  environ  -r,  on  a  donc  à  très  peu 
près 


L'équation  séculaire  de  la  Terr&ji  due  à  la  trans-- 
mission  successive  de  la  pesanteur,  serait  donc  égale 
à  un  sixième  environ  de  celle  de  la  Lune  due  à  la 
même  cause ,  et  comme  celle-ci  ne  parait  point  sen- 
sible^ oa  petit  regarder  la  première  comme  tcmt^à- 
fait  ioappr^iable^ 

fin  comparant  les  deux  équations  séculaires .  de  la 
Lune»  l'une  dtie  à  l'impulsion  de  la  lumière  solaire, 
l'autre  à  la  transmission  du  fluide  gravitiqaB ,  on 
trouve  qu'il  faut  supposer  au  fluide  gravitique  nste 
vitesse  au  moins  cent  millions  de  fois  plus  grande 
que  celle  de  la  lumière;  on  peut  donc  supposer, 
comme  on  le  fait  ordinairement,  cette  vitesse  infinie. 

Quant  à  la  nature  même  du  pouvoir  attractif  de  la 
matière,  une  question  importante  s'est  agitée  d«is 
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ces  derniers  temps  parmi  les  astronomes,  à  savoir, 
si  le  pouvoir  attractif  de  la  matière  était  identique 
pour  IOUS  les  corps  rapporle's  à  l'unité  de  distance 
et  à  l'unité  de  masse ,  ou  si  la  force  de  la  gravitation 
variait  comme   les  affinités  chimiques ,   suivant   la 
nature  des  différens  corps  qui  agissent  les  uns  sur 
les  autres.  On  avait  cru  nécessaire  d'admettre  cette 
dernière   supposition   pour  expliquer  la   différence 
qui  existe  entre  les  valeurs  de  la  masse  de  Jupiter 
déduite  des  inégalités  du  mouvement  de  Saturne , 
et  celle  qui  résulte  des  inégalités  des  petites  planètes 
et  des  élongations  de  ses  satellites  d'après  les  nou- 
velles  observations.  Mais  nous  verrons  qu'on  peut 
rendre  raison   de  cette  différence,  sans  ;Àtce  obligé 
d'admettre  une  hypothèse  aussi  contraire  au  prih* 
cipe  fbndanientâl  de  la  loi   de  la  gravitation  telle 
qu'on  l'a  déftnie  jusqu'ici  ;  hypothèse  démentie  d'ail* 
leurs  par  les  phénomènes  que  la  pesanteur  terresti!e 
développe  continueUement  sous  nos  yeux ,  par  ce\x%. 
qui  résultetit  des  l  inégalités  du   mouvement  de  la 
Lune ,  et  *par  œux  enfin  qui  se  rapportent  aux  ost- 
cilla tions  de  la  mer  on  de  l'atmosphère.  TouS'  ces 
phénomènes  y  en  effets  concourent  k  nous- montrer 
que'  le  pouvoir  attractif  dn  Soleil^  de  la  -Teiîre'ret 
de  la  Lune,  est  le  même  sur  l'air^  l'eau  et. tous  le^ 
corps  solides;  on  est  donc  en  droit  d'étexhlre  pak^  in- 
duction la  même' Idp  à  toutes  les  planètes  ^  quelle,  que 
soit  la  nature  des  st^bstatlces  qui   lâi  composent, 
jusqu'à  ce  «que  des  observations  îrréfraigables  aient 
prouvé'  qu^elle  ne  leur  eitt  pas  applicable . 


V 


20. 
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CHAPITRE  VI. 


•i. 


Perturbations  des  moUvemens  des  planètes  dues  à  la 

non-sphéricité  du  Soleil. 

76.  Dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires, 
npiift**ayons  regardé  les  corps  célestes  comme  par^ 
faitef(iaentsphériques;  mais  ils  s'écartent  tous  plus  ou 
moînâ'de  cette  figure,  en  vertu  de  leur  mouvement 
de  rotation ,  qui  a  du  influer  sur  la  disposition 
de  leurs  molécules  supposées  originairement  fluides, 
il  en  résulte  dans  les  mouvemens  desi  planètes  autour 
du  Soleil  et  dans  les  mouvemens  des  satellites  autour 
de  leurs  planètes  respectives  des  inégalijtés  dépen* 
dantes  dé  lellipticité  du  Soleil  et  de  la  non-sphéricité 
des  planètes  principales.  Nous  ne  considérerons  ici 
que  les  premières  inégalités ,  les ■  autres  tix>uvelx)nt 
leur  place  lorsque  nous  nous  occuperons  de  la  théo- 
rie des  satellites. 

Si  l'on  nomme  h  l'ellipticité  .  d'un  sphéroïde  dont 
la  masse  est  M  et  qui  diffère  peu  de  la  sphère,  q  le 
rapport  de  la  force  centrifuge. à  la  pesanteur  à  son 
équateur ,  0  la  déclinaison  de  la  planète  m  relative 
à  ce  plan ,  et  r  son  rayon  vecteur  compté  du  centre 
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de  gravité  du  sphéroïde ,  on  aura,  n*  56,  livre  IV,.  • 

V=7  +  "Gî-*)(--»-5>  ' 

En  nommant  Y  la  fonction  dont  les  diff<^rences 
partielles  prises  avec  nn  signe  contraire ,  ont  la  pro-* 
priété  de  représenter  les  attractions  qu'exerce  le  sphé* 
roïde  M  sur  la  plaaète  m. 

Supposons  que  ce  sphéroïde  soit  le  Soleil.  Le  pre- 
miei'  ternie  de  l'expression  précédente  est  .celui  qui 
se  rapporte  au  mouvement  elliptique  et  au  cas  où 
l'on  regarde  la  masse  du  Soleil  comme  réunie  à  son 
centre  de  gravité.  En  faisant  donc  M  =  i,  et  en  obser- 
vant que  l'expression  précédente  de  V  suppose  que 
l'on  prend  pour  unité  le  rayon  moyen  du  sphéroïde , 
on  voit  que  Tellipticité  du  Soleil  ajoutera  à  l'expres- 
sion de  la  fonction  perturbatrice  R^  la  quantité 

h  étant  l'ellipticité  du  Soleil ,  D  son  demi-diamètre^ 
q  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  à 
réquateur  solaire  ^  et  0  la  déclinaison  de  la  planète 
relative  à  cet  équateur,  en  sorte  que  si  l'on  nomme  y 
l'inclinaison  du  plan  de  l'orbite  sur  Téquateur  solaire^ 
et  4  lâ  longitude  de  leur  commune  intersection , 
qu'on  désigne  par  v  la  longitude  de  la  planète  comptée 
sur  le  plan  de  son  orbite ,  on  aura 

cos6=:sin}^sin(i^  —  4)î 
et  par  conséquent 
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Nous  supposerons  très  petite  l'inclinaison  du  plan 
de  l'orbite  de  la  planète  à  l'équatenr  solaire,  ce  qui 
permettra  de  négliger  les  quantités  de  l'ordre  y*.  Eu 
Bûsant  de  plus  pour  abréger 

on  aura 

r 

V 

k  désignant  un  coefficient  constant  dépendant  de  l'a- 
platissement du  Soleil. 

Les  formules  de  la  variation  des  i^téiqcfns  eUqp-* 
tiques,  eu  négligeant  l'excentricité  de  l'orbite, 
donneiK 

die  =  —  andt  (-^j ,    dcozrz  andtf-j^. 
En  différentiant  l'expression  de  R ,  on  trouve 


dR          dR                    dR        dRdr 
da'^    dr             r^  '    de         dr  de^^ 

k   dr 
r^  de* 

dR        dR  dr               k     dr 
dtÊ          dr  dm^^         r^    dm' 

Par  les  formules  du  mouvement  elliptique  on  a 

r  =  û[i  +  \^  — ccos(n/'4-*— û>)],. 
d'où  l'on  tire 
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dr 

—  =  a\e  —  cos(  «i  +  6  —  fc?)]  , 

^  =  —  oesin (/if  •+-  6  —  ût  ) , 
et  par  conséquent 

^= j[e— CO8(/lt-f-i—«»)][l+i«C08  (/!£+•—•)]= -j[«4-C0S(/l£-^i—.»)]  • 

Si  l'on  substitue  ces  valeui^  dans  les  formules  prë^ 
cëdeutes ,  et  qu'on  les  intègre  ensuite,  en  uonutiant  g 
la  constante  arbitraire  jointe  à  Tîntégrale  /Vi'R ,  on 
aura ,  aux  quantités  près  que  nous  négligeons , 

J^e  =3COs(7ii+6— û»),  J'cû^s:  —/it-i — ^  es\n(nt'-\^i — m). 

L'influence  de  la  figure  du  Soleil  introduit  donc 
dans  les  expressions  de  la  longitude  de  l'époque  et  du 
périhélie  des  ternies  croissant  comnie  le  temps  , 
tandis  que  l'excentricité  n'est  sujette  qu'à  des  yaria- 
tiotts  périodiques. 

77.  Les  variations  précédentes  produisent  des  iné- 
galités correspondantes  dans  l'expression  du  rayon 
vecteur  et  de  la  longitude  vraie  de  m.  On  a  dans 
l'orbite  elliptique 

En  différeutiant  cette  expression  par  rapport  à  la  ca- 
ractéristique cT  ,  on  trouve , 

<r(J!??3^-*(-'J^Hr3cresia(/2H*€**^â?)*^2eJ^A>cos(n^  «  a>). 
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Si  l'on  substitue  les  yaleui^  précédentes  dans  cette 
expression  et  qu'on  néglige  tous  les  termes  pério- 
diques^ on^aura 

S'S^zrii  —  \^ag  —  2  —Vf  —  ^-^  e  cos(»f  +  €—  Û?)- 

Si  l'on  veut  donc  que  le  moyen  mouvement  soit 
représenté  par  nt  dans  l'orbite  troublé  comme  dans 
l'orbite  elliptique^  conformément  à  ce  que  nous  avons 
dit  i^^.gif  Kvre  II,  le  premier  terme  de  cette  valeur 
doit  être  égal  à  zéro,  ce  qui  donne  pour  déterminep 

la  constante  g,  ^ag r=  ^  ^  ^*  P^r  conséquent 


On  aura  donc  ainsi 


S  —  zJy 


3  a 


En  différentiant  de  même  par  rapport  à  J^  la^ 
valeur  de  r,  on  a 

— = ^ecos(?if+6  —  û>)— •ecrû)sin(nf+€— ^a.) 

En  substituant  pour  <J^a,  «Te,  et  S'ao  ^  leurs  va- 
leurs ,  et  négligeant  les  termes  simplement  pério-. 
diques ,  on  aura 

^r  I  ^  knt       •     /   ^    ,  s 

'=5— r-esm(Wf +  6 Où). 

78.  On  voit  donc  que  l'elliptîcité  du  Soleil  introduit 
des  variations  séculaires  dans  l'expression  de  la  lon- 
gitude et  du  rayon  vecteur;  et  ces  inégalités  ayant 
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pour  ditiseur  le  carré  au  demi-grand  axe  de  l'orbite 
de  m,  elles  seront  d'autant  plus  sensibles  que  la  pla-* 
nète  sera  plus  rapprochée  du  Soleil.  Par  conséquent, 
si  les  variations  précédentes  pouvaient  acquérir  une 
valeur  appréciable,  c'est  principalement  dans  le 
mouvement  de  Mercure  que  leur  influence  se  ferait 
sentir.  Supposons  donc  que  M  représente  la  masse 
de  cette  planète,  et  désignons  par  S  celle  du  Soleil 
que  nous  regarderons  comme  un  sphéroïde  homo^- 
gène,  on  a  dans  ce  cas  A  =  |  ç;  la  valeur  du  coeffi- 
cient k  devient  ainsi 

q  étant  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesan- 
teur à  l'équateur  solaire ,  et  D  le  demi-^diamètre  de 
cet  équateur.  Or,  si  l'on  nomme  m  la  vitesse  angu- 
laire de  rotation  du  Soleil,  la  force  centrifuge  sous 

l'équateur  sera  m*D,   n*  16,  livre  I,  et  la  pesan- 

S  . 

teur  -g^ .  D'ailleurs ,  en  nommant  a^  le  demi-grand 

axe  de  l'orbe  solaire ,  et  h't  son  mouvement  dans  l'é- 

cliptique  ,  on  a,  à  très  peu  près,  S  =  a^^n'^;  on  aura 

donc 

_    m'D3 

La  durée  de  la  rotation  du  Soleil ,  suivant  les  oIh 
servations ,  est  de  25^,4 1 7  ;  la  durée  de  la  révolution 
sydérale  de  la  Terre  est  de  365b56,  les  moyens  mou- 
vemens  mt  et  nU  sont  réciproques  à  ces  deux  nom- 
l>res.  On  a  donc 

m  365,^56 

n'  "^     25,417  ' 
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Ledeiiii-<liasiiètredu  Soleil,  obsenré  dans  sa  moyenne 
dûtance  à  la  Terre ,  est  de  j&i^ô,  ce  qui  donne 

y=sin(i6'i",6)- 

Au  moyen  de  ces  valeurs  on  trouye 

log  qz=z  5,5306940 , 

et  le  mouvement  du  périhélie ,  qui  est  égal  à  -7  ^  de- 
vient ainsi  égala 

|gsin•(I6'I^6).(i^)  .nt. 

On  a  d'ailleurs 

a  ss  0,3870981a  ^ 

a'  sss    I  yOOOOOOOO  , 

n  =;=  55a54i6%79. 

# 
En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  précé- 
dente ,  on  trouve  pour  le  mouvement  du  périhélie 
produit  par  Fellipticité  du  Soleil  o"^oi2io3i....  Cette 
valeur  ne  s'élèverait  guère  qu'à  une  seconde  en  cent 
ans,  Tinégalité  correspondante  de  l'époque  serait 
double  de  celle-ci  ;  ces  variations  sont  donc  à  très  peu 
près  insensibles ,  et  eUes  deviendraient  plus  petites 
encore  si  le  Soleil  au  lieu  d'être  homogène  est  composé, 
comme  tout  porte  à  le  croire ,  de  couches  dont  la 
densité  croit  de  la  surface  au  centre.  On  pourra  donc 
négliger  l'effet  de  Tellipticité  du  Soleil  sur  le  mouve- 
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ment  en  longitude  de  Mercure ,  et  à  pins  foite  raison 
sur  celui  des  pleinètes  plus  éloignées  4u  Soleil. 

79.  Considérons  maintenant  l'influence  dé  la  figure  du 
Soleil  sur  la  position  de  Torbite.  Pour  la  déterminer, 
en  prenant  ponr  plan  fixe  celui  de  Téquateur  solaire  y 
et  en  changeant  tp  en  y,  et  (t  en  '^  dans  lesi  for- 
mules (5)  et  (6)  du  n''  4^  9  lî'vre  II ,  on  aura 

^  \sin  ydy/        '  Xsinyoy/ 

La  valeur  de  R ,  en  y  conservant  les  termes  de 
l'ordre  >*^  devient 

d'où  l'on  tire 

Si  Fou  substitue  ces  valeurs  dans  les  formules  pré- 
cédentes ,  et  qu'on  intègre  en  observant  que  nous 
négligerons  ici  les  excentricités,  ce  qui  permet  de 
faire  r==:  a  et  vsip  nt^t^ea  aura 

J^e  =  —  ^.[«^—sin  ;)(»<  + €—4)]^ 

cT^  =  —  sin5/C0S2(7ïif  +  ^  —  •4^)]* 

On  voit  par  ces  équations  qu'en  vertu  de  l'ellipti- 
cité  du  Soleil ,  le  nœud  de  Forbite  de  la  planète  suc 


3i6  THÉORIE  ANALYTIQUE 

l'équateur  solaire  est  sujet  à  un  mouyeinent  rétro- 
grade qui  est  égal  au  mouvement  direct  du  périhélie, 
du  moins  tant  qu'on  néglige  les  quantités  de  Tordre  y*. 

L'inclinaison  au  contraire  ,  comme  l'excentricité^ 
n^est  soumise  qu'à  des  inégalités  périodiques.  Il  suit  de 
là  que  Tellipticité  du  Soleil  n^ajoute  rien  aux  équa- 
tions (e) et  (p).des  n'"  65  et  69  du  livre  II ,  et  qu'elle 
n'altère  point ,  par  conséquent^  la  stabilité  du  sys- 
tème du  monde ,  ni  l'invariabilité  du  plan  que  nous 
avons  nommé  plan  invariable  dans  le  n"*  79  du  même 
livre. 

La  valeur  de  J^8  introduit  dans  l'expression  de  la 
latitude  s  de  m  rapportée  à  l'équateur  solaire  la  varia- 
tion séculaire 

J^s  =  —7-  sin  y  cos  (  w^  -f-  €  —  4  )• 

Mais  cette  variation,  comme  celle  du  nœud  de 
l'orbite ,  est  insensible ,  d'après  ce  qu'on  a  vu  pour 
Mercure  ,  et  à  plus  forte  raison  pour  les  autres  pla* 
nètes. 

Il  est  clair  que  les  formules  précédentes  s'appli- 
queraient également  à  la  Lune ,  et  donneraient  les 
inégalités  de  son  mouvement  dues  à  la  non  sphé- 
ricité de  la  Terre  ;  ces  formules  feront  connaître , 
en  général,  l'influence  de  la  figure  des  planètes  sur 
les  mouvemens  de  leurs  satellites^ 
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CHAPITRE  VU. 


De  V action  des  étoiles  sur  le  système  planétaire. 

do.  On  peut  considérer  les  étoiles  comme  des  astres 
séparés  de  nous  par  des  espaces  immenses  et  qui  sont 
absolument  immobiles  dans  le  ciel ,  ou  animés  du 
moins  de  mouvemens  d'une  extrême  lenteur.  Déter- 
minons l'influence  que  de  pareils  corps  doivent 
exercer  sur  notre  système  planétaire. 

Soit  m' la  masse  d'une  étoile;  en  désignant  comme 
à  l'ordinaire  par  R  la  fonction  perturbatrice  q^i  ré*- 
sulte  de  son  action,  on  a^  n^  i  , 

ûc',  y,  7! j  étant  les  trois  coordonnées  rectangulaires 
de  ni  rapportées  au  centre  du  Soleil ,  r'  sa  distance  à 
ce  centre,  et  a:,  j^,  z,  r,  désignant  des  quantités 
analogues  relativeofieut  à  m. 

Prenons  pour  plan  fixe  celui  de  l'orbite  de,  U  pla- 
nète à  une  époque  dçterpiinée  y  e|i  nommant  9  sa 
longitude  ^  et  ^  sa  latitude  au-dessus  da  plan  fixe ,  et 
négligeant  les  quatitités  de  Tordre  du  carré  de  ^  ^  on 
aura  /    >iit 
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X  =  rcosi^,    y  =  rsini^,     z  =  rs. 

Soient  a  la  latitude  de  l'étoile ,  et  ^  sa  longitude , 
on  aura 

;r'  =  r'  cosf  cosct,  ^  =  r'sin^cosa,  2=r'sîna. 
La  substitution  de  ces  valeurs,  donne 

P ,C I r/[cos<tcos(i>"^j«|"jsiik^  \ 

La  distance  des  étoiles  au  Soleil  étant  très  grande ^ 
relativeiiient  à  celle  des  planètes >  si.Fon  démloppe 
cette  expression  par  rapport  aux  puîssftoce^dèacrar 
dantes  de.  r^^  et  qu'on  néglige  celles  qui  serûenfî  au- 
dessous  de  /•'*,  on  fronvera 

il  * 

R=-7-      -TTC  i^a  — 3co»««[i-f-co8  2(i'  —  C)3 —  6*  sin  !i«cos(i'  —  Cj],  (i 

S  étant  une  quantité  très  petite  qui  dépend  de  l'aMion 
des  planètes  sur  m,  et  qui  est  de  Tordre  des  forces 
perturbatrices ,  on  peut  la  n^lîger  lorsqtt'oti  ne  con» 
stdwe  que  les  variations  des  élémens  de  Torbite 
de  m  qui  ne  contiennent  pas  les  différences  de  R 
relatives  à  cette  quantité;  on  aura  ainsi 

Rii=^— ^.[i— 5cos*«— 5cos'«cosâ(b^C)J. 

r^,  ainsi  que  ti  et  Qj  dépendant  de^  déplaoMtt^is  de 
Fëtoile,  et  n^  variant  par  -eotosëquent  «qiit^âfv^ts  ^ne 
exttêtne  leBFlèur>oii  pMrra  les  regarder  oM^nbedas 
quaniïfés  oonstàtitês ,  pendaiit  «in  grshid  nombi^c^de 
siècles.  .    ■  •    .   •  -.î    -.  .  .:,  .  •  ■,,'_  .:    .  .: 

Par  les  formules  du  mouvement  elliptique ,  on  a 
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en  négligeant  les  cubes  des  exceutricitës ,  et  dans  la 
valeur  de  v,  les  termes  dépendans  du  carré  de  s. 
De  là  il  est  facile  de  conclure 


r*  3  I 

~=  I  -f— e'-2ecos(n^4-€ — û>}— e*co83(7ïi+6— «) 


3 

COS2((^-C)=(l  -4<?*)cOS2(/l^+€-Çj-20COS(»f+€4-«-  ^Q 

3 

-H  e'cos  2  (a— Çj+etc . 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'expression  de  R> 
en  ne  retenant  que  les  termes  indëpendans  du  temps, 
on  trouvera 

m'        m'a*rr    .    3     N,         ,  ,        i5  .  -î 

K=-7  --T7Î    f  !+-«•  \(a— 3coé**)  — -*-e*c(MF*G08!i(<i  —  O  h 

d^où  en  diflerentiant  et  en  nommant ,  pour'àbre* 
ger,  R^,  le  second  terme  de  la  valeur  précédente,  on 
tirera 

^R                „        JR              iSm'aV        .     .      ,  i*x 

«  ^  =  —  ^R/^     3i^  = ^3—  cos»£ft8m2(âi  —  G), 

^= j-?3-[3— Dcos'a — 5cos'acos3(»— b)j.. 

Par  les  formules  de  la  variatiob  des  élémieiis  èUi{^ 
tiques  y  en  négligeant  les  carrés  de  rexoentricitft;^^ 
Torbite,  on  a,  n""  4^9  l'V^^  H, 

de  =  —  i  oectK  —  andt  (-^\ 
dùà  =  awft  ^— T- j. 


1 
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Lorsqu'on  ne  considère,  comme  nous  le  faisons, 
que  les  variations  séculaires ,  on  peut  supprimer  le 
premier  terme  de  la  valeur  de  de,  parce  que  l'inté- 
grale yVfR  ne  produit  que  des  inégalités  périodiques 
et  un  terme  constant.  D'après  les  formules  précé- 
dentes ,  on  aura  donc ,  en  intégrant 

cTc  =  — 7-73 —  e  cos*ctsui2  («  —  b), 

<r«  =  —  — 7^75 —  [2 — 5  cos*flt — 5  cos*a  cosa  (ûi — Cj]. 

L'excentricité  de  l'orbite  pourra  donc  croître  pro- 
gressivement en  vertu  de  l'action  des  étoiles,  et  le 
périhélie  aura  un  mouvement  séculaire  rétrograde; 
mais  comme  le  diviseur  r^^  qui  entre  dans  les  valeurs 
précédentes,  est  très  considérable  à  cause  de  la  dis- 
tance des  étoiles ,  il  faudrait  supposer  à  m\  qui  re- 
présente leur  masse,  une  valeur  excessivement  grande 
pour  que  ces  variations  pussent  devenir  sensibles. 

8 1 .  Considérons  maintenant  les  variations  séculaires 
du  moyen  mouvement  et  de  l'époque.  En  observant 

que  la  partie  constante  de  la  fonction  ^  étant  déjà 

i^ultijpliée  par  e ,  là  fonction  e  -^  serait  de  Tordre  du 

carré  des  excentricités ,  quantités  que  nous  négli- 
geons ,  on  aura  pour  les  déterminer 

En  nommant  donc,  comme  précédemment,  g  la 
constante  ajoutée  à  l'intégrale  fdK,  et  en  substituant 
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pour  a  ^  sa  valeur,  ces  formules  donneront  en  in- 
tégrant 

C  =  —  ^àngt,     J'é  =  —  4antR^.    '  ^  ^ 

If 
On   aura  donc  pour  l'expression  de   la  longitude 

moyenne 

fndt  +  J'ê  ==  nt(i  —  3ag  —  4iiR^). 

Pour  que  le  moyen  mouvement  soît  représenté 
par  nt  dans  le  mouvement  elliptique  et  dans  le  mou- 
vement troYiblé,  il  faut  qu'on  ait  5ag'=  — ^4^R^  '  ou 
bien,  en  remettant  pour  R^  sa  Tafcûr  et  négligeaint 
le  carré  des  excentricités , 


m  or 


5ag  =a  — ^  (2  -^  Scos^a). 


La  variation  du  grand  axë  est  donnée  par  l'équa- 
tion J'a  ==  2dYctK  =  2a*g;  on  aura  donc 

J^d==î^-(2   —  3  ces» a), 

^  m'd^nt  f  ç        •    \ 

Ç       =  —  —75-  (2   —   5c0S?a:). 

Les  valeurs  précédentes jde  r  et  de  (^f  en  les  diffi^- 
rentiant  par  rapport  à  la  caractéristique  J^,  négli- 
geant les  carrés  des  excentricités,  et  en  observant 
que  la  variation  de  la  longitude  moyenne  est  nulle 
par  ce  qui  préeèide ,  puisque  vous  ne  iioii9' occupons 
ici  que  des  variations  séculaire»,  donnéat       .  .     ./; 

cT  -  == — cTccQs  (»^4-i — Où) — ecTo^ sin(w^-f-^T7^)^ 

S^s^  =2cresiQ(?ïi-+^«**-d*)— aecT^cos  (h^-f-f^^^J'^ 
Tome  IIL  21 
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En  substituant  dooc  pour  cT^ ,  et  S'cfj  leuis  valeurs^ 
on  aura 

^ -  ss    .-jL^j  ■■  (3  —  5 cos* ^ftjj^e-sm (ni  -f-  g  —  ^d) 

****  "  /"»3  '  ^5<^^  esin(i»i-f-  g  —  ûi.  *—  3Ç -J-  :i^), 
cTi^   =:  -'^,/'    (a  —  5  CCS*  a)  e  cos  (ni  +  6  —  ai) 

Ces  valeurs  s'accordent  avec  celles  que  La{dace  a 
lobtfiimes  d'une  autre  manière.  ï  Connaissunce  des 
Tems , -pour  ï82g.) 

La  variation  du  grand  axe  introduit  dans  l'expres- 
sion de  cTr  utt  terme  constante  mais  ii  faut  observer 
que  la  partie  J'e  cos  (/ii+€ — û))+ej^û)  sin  (n^^6-7-û>) 
produit  aussi  un  terme  semblable  ;  lorsque  Ion 
conserve  dans  les  valeurs  de  J'e  et  de  ej^co  lès  ter- 
mes dépendans.des  sinus  et  cosinus  de  Tanomalie 
ni +  6—6),  on  trouve  aisément  que  ce  terme  se 

réduit  a 75-  {2  —  5cos*a).  On  aura  ainsi  pour 

ià  ^partie  conctaiite'de  /r,  due  k  1  action  des  étoiles , 

.  •    ■       '     ■  ■   -  •  ^  ,  • .     ' 

.  •  .  ;■■?••.■  ■      .      '  •    .. 

''"  0^.  Conùdénms  maintenant  les  perturbations  qui 
résultent  ds  la  même  cfrnse  dans  la  positioQ  du  plan 
de  l'orHte.  En  nommant  ^  rinclinaison  de  ce  plan 
mobile  Isur  céîuî  de  son  ôrbîté  primitive ,  et  I  la 
longkttde  de  son  nœud  ascendant,  on  a 
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^^  =^  -  iîï^  U>  ^ô  =  S5f  U> 

Uexpressîon  (m)  de  R  donne,  en  dîfférentîant, 

df  ''^    ds  d^^      ~H  "^  ds   dj  ^ 

S  étant  le  sinus  de  la  latitude  de  m  au^'^essiis  dn  {Jaa 
fixe,  on  a  ^ 

^  ss  ^nf  sin(f^  *^^  9}; 

d'où  Ton  tire 

^  =  cos(psin(i^  — 9),    ^  =  — sinÇcos(ç^^8> 

On  a  d-aillenrs 

■^  =  -^pr  sin2acos(f  —  G); 

•  v  ^  ' 

on  aura  donc 

^  =         -pr  Siû  2«  SIB  (<^—  ô)  Cû8(0  —  Ç) , 


£n  sufartîtipant  ces  râleurs  dan&  les  ferninles 
dentés,  et  en  intégrant  ensuite^  en  ndgUgoatit  Ie$ 
excentri^tëB,  <:a  qui  perjnet  de  «up|)pser  vàaint^^e, 
on  aura  V         ■> 

^^  =        /^«  sï'ï  3* I  /!«  cos  (9  — •  C)  +  -  «m  (ont  +  ai  —  fl  —  C)  f, 
.   ■   •  .4"^'  ■  '      L-.    .    ■  ..■■••...■-..•.•'..    mI-J  . 

l/iadj»i«son  de  Torbite  est  donc  sujette  à  une  irari»- 
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tien  séculaire^  et  le  nœud  à  ua  mouvement  rétro- 
grade sur  le  {dan  fixe  ;  c'est  Tefiet  le  plus  sensible 
de  l'action  des  étoiles  sur  le  système  [Janétaire, 
puisqu'on  voit  en  effet  que  les  expressions  précé- 
dentes sont  les  seules  parmi  lés  variations  séculaires 
résultant  de  cette  cause,  qui  soient  indépendantes  de 
l'excentricité  de  l'orbite. 

En  differentiant ,  par  rapport  à  J^,  Texpression  de 
la  latitude,  et  négligeant  les  termes  dépendans  des 
excentricités  et  du  carré  des  inclinaisons ,  on  a 

J's  =  j"^  sin  (rU+e — ô)  —  sin  ^/fl  cos  {nt  +€  —  fl}. 

En  n'ayant  donc  égard  qu'aux  variations  séculaires, 
en  vertu  des  valeurs  de  J"^  et  sin  ^^TO  ^  Qn  aura  > 

1^  3m ani»  •     /  ^    ^  i» \ 

dî  =  — jpf— siU2e$ Sin  (nt  4-  ^  —  b). 

Cette  variation  séculaire  du  mouvement  eu  lati- 
tude, suidasse,  comme  on  voit,  celles  du  mouve- 
ment en  longitude  et  du  rayon  vecteur;  elle  sera 
d'autant  plus  sensible,  que  la  moyenne  distance  de 
la  planète  au  Soleil  sera  plus  considérable,,  mais  son 
diviseur  est  lui-même  si  grand,  qu'il  est  évident 
qu'elle  ne  saurait  devenir  appréciable  qu'après  un 
geaod  nombre  de  siècles. 

Supposons,  par  exemple^  que  m  soit  la  Terre, 
d'après  les  suppositions  les  plus  vraisemblables  sur  ia 
distance  des  étoiles,  r'  ne  peut  être  au-dessous  de 
1  oooooa,  en  faisant  donc  a  =:  1  et  /i = i  a95977''55,  la 

quantité  -Tpr"  ^^^  moindre  que  0^,00000000097, 
ainsi  le  terme  précédent  de  la  valeur  de  J^s  n'excé- 
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dera  pas 

'   o",ooboooooo97m'i  ; 

t  désignant  un  nombre  d'années  juliennes^  en  sorte 
qu'il  faujdr^it  supposer  aux  étoiles  une  masse  ceqt 
fois  plus  grande  que  celle  du  Soleil^  pour  que  ce 
terme  pût  s'élever  à  lo^'  dans  un  million  d'années. 
n  eir  serait  de  même,  à  plus  forte  raison^  relative^ 
ment  au  rayon  vecteur  et  à  la  longitude.  On  peut 
donc  regarder^  quant  à  présent  y  l'influence  des  étoiles 
sur  le  mouvement  des  planètes,  comme  absolument 
insensible. 

Concluons  donc  que  l'action  des  étoiles  sur  le  sys- 
tème solaire  introduit,  à  la  vérité,  des  variations  sé- 
culaires dans  les  excentricités  et  les  inclinaisons  des  or- 

» 

bites  des  planètes,  et  que  comme  ces  inégalités  ne  satis- 
font pas  aux  équations  de  condition  (e)  et  (/?),  n**  65 
et  69,  livre  II,  il  s'ensuit  que  la  stabilité  du  système 
planétaire  n'existe  plus  relativement  à  cette  cause  per- 
turbatrice. Mais  à  raison  de  l'extrême  éloignement  des- 
étoiles,  les  effets  qui  en  résultent  seront  probablement 
toujours  inappréciables ,  et  dans  tous  les  cas  ils  ne 
pourront  se  manifester  que  dansdes  temps  trèséloignés. 
Nous  ne  terminerons  pas  cet  article  sans  faire  re-^ 
marquer  encore  une  fois  combien  la  méthode  delà  va- 
riation des  élémens  elliptiques  que  nous  avons  em- 
ployée dans  ce  chapitre  et.  dans  celui  qui  le  précède 
est  supérieure ,  pour  traiter  les  questions  du  genre  de 
celles  que  nous  avons  considérées,  à  l'intégration 
directe  des  équations  du  mouvement  troublé.  Non- 
seulement  cette  méthode  donne,  de  la  manière  la 
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plus  simple  y  toutes  les  inégalités  du  mouyement  de 
la  planète  en  longitude  et^  en  latitude ,  mais  elle  a 
seule  l'avantage  d'indiquer  clairement  l'influence  de 
la  force  perturbatrice  sur  chacun  des  élémens  de  son 
drbîte,  et  d'ofinr  ainsi  le  moyen  de  remonter  aisé- 
ment des  effets  aux  causes,  au  milieu  de  toutes  les 
influences  diverses  qui  compliquent  les  mouTemen& 
planétaires. 
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CHAPITRE  VIII. 
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Inégalités  du  mous^ement  des  planètes  produites  par- 
Faction  des  saJteïUtes  et  des  corhètes. 


83.  Les  masses  dessatellitessoat  en  géopral  si  petites 
relativement  a  celles  des  planètes  qulb.  aecppapaH» 
gnent  y  quc^  les  perturbations  qu'ils  causent  dans  leurs 
moùvemens  ne  peuvent  être  que  très  peu  considéra-* 
Uesy  elles  paraissent  même  toutrà- fait  iaseasiblea 
excepté  pour  la  Teri^  troublée  par  la  Lune«  IL  serait 
donc  inutile  de  nous  occuper  long-temps  de  ces  per-^ 
turbations,  maid  leur  déteraiinatioa  peut  devenir 
très  simple  par  les  propriétés  du  centre  de  gravité» 

En  effet,  nous  avons  vu,,  n.^  1 1,  Hvre  YLy  que  la 
planète  M  décrivit  à  très  peu  près  le  même  orbite 
que  si  sa  masse  et  celle  de  ses  satellites  étaient  réunis^ 
au  centime  commun  de  gravité  du  S)Fstème«.  En  sorte 
que  si  dans-  les  formàles  df»  diapitrea  précédens  4K| 
aogmekite  la  masse  dt:  la  ptanète  que  nous  désigne^- 
rons  par  M ,  des  masses  de  ses  satdlttea,  IWbite  <f«i 
e»  résoheia  sera  cette  du  centre  de  grsvité  du  sjs^ 
tème,  et  JEMîtainra  auesî  étre^rgaîd^  cocmne  Fellipse 
même  de  la  planète  résuttaiotf  de  la  premiève  appro* 
xlmatioQ.  • 


3a8  .  THÉORIE  ANAITTIQUE 

Cela  posé ,  soient  X ,  Y,  Z ,  les  coordonnées  de  M 
rapportées  à  cç  centre  prfs  pour  origine  des  coordon^ 
nées,  et  au  plan  de  son  orbite  choisi  pour  plan  des 
X  et  des  Y;  soit  de  plus  V  l'angle  que  forme  avec  une 
ligne  fîxe^  d'où  Ton  compte  les  longitudes^  l'axe 
des  X.  Nommons  m,  m',  m!',  etc.^  les  masses  des  satel- 
lites, r,  /,  /,  etc.,  leurs  rayons  vecteurs,  v,  i^',  i^,  etc., 
leurs  longitudes  sur  le  plan  de  Torbîte  de  M,  et 
s,  s\  s^f  etc.j  leurs  latitudes  au-dessusde  ce  plan» 
Les  coordonnées  de  m ,  m!,  etc. ,  relatives  au  centre 
commun  de  gravité ,  seront  X  +  '^  cos  (p  —  V) , 
YH-rsin(<^-^Y),  Z  +  r^f  X  +  /cos((/--V),  etc- 
Par  les  propriétés  de  ce  centre,  on  aura  donc^  , 

(M-|-2m)X-f-ittr  cos  ((^-V)-|-/iiV  cos(i^'-V)4-etc.=o^ 
(MH-SmJY+mr  sin  (i^V)-f-mV>sin  (v'-V)4-etc.ï=:îD^ 
(M-f-2m)ZH-  mrs  +  mVy  +  etc.  ==  o. 

La  caractéristique  2  devant  s'étendre  à  tous  les 
satellites. 

On  aura  donc  immédiatement,  au  moyen  de  ces 
équations,  les  valeurs  des  trois  coordonnées  X,  ¥,  Z, 
de  la  planète  relatives  au  centre  commun  de  gravité 
au  moyen  deô  valeurs  de  r,  i^,  s,  r',  i/,  s',  etc.,  supp 
posées  connues.  Or,r  ces  quantités  dépendent  des  po- 
sitions des  satellites  entre  eux  et  par  rapport  aa 
Soleil*  La  simple  configuration  des  satellites  d'une 
planète  suffira  donc  pour  déterminer  à  chaque  ins- 
tant ses  perturbations,  dans  l'orbite  qu'elle  décrirait 
sans  Faction  de  ses  satellites.  Les  inégalités  que  cette 
action  produit  sont  par  conséquent  «toutes  périodi-: 
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ques^  et  l'on  voit  en  outre  que  les  masses  des  sa- 
tellites éXatjiten  général  très  petites  ^  relativement  à 
celles  des  planètes  principales^  ces  inégalités  seront 
très  peu  considérables.  Elles  sont  insensibles  pour 
Jupiter,  et  il  est  probable  qu'il  en  est  de  même  pour 
Saturne  et  Uranus. 

84*  L'action  des  planètes  cause  dans  le  mouvement 
des  comètes  des  perti;^rbations  très  sensibles;  elle  peut 
même  changer  entièrement  la  nature  de  leurs  orbi- 
tes ,  comme  cela  parait  avoir  eu  lieu  relativement  à 
la  comète  de  1770,  lorsqu'elle  s'est  trouvée  dans  le 
voisinage  de  Jupiter.  Si  les  masses  des  comètes  étaient 
comparables  à  celles  des  planètes ,  il  résulterait  de 
leur  réaction  des  perturbations  correspondantes  dans 
le  mouvement  des  planètes.  Ainsi,  par  exemple,  la 
comète  de  1770,  qui  est  celle  qui  a  le  plus  appro- 
ché de  la  Terre,  aurait  altéré  la  durée  de  l'année  si- 
dérale, et  aurait  causé  quelque  dérangement  dans  le 
système  des  satellites  de  Jupiter  qu'elle  a  traversé  en 
entier.  Or,  rien  de  semblable  n'a  eu  lieu  ;  et  comme 
l'observation  n'a  indiqué  jusqu'ici  dans  le  mouve- 
ment des  planètes  ou  des  satellites  aucune  inégjilité 
provenant  de  pareilFe  cause,  on  doit  supposer  que 
les  massés  des  comètes  sont  tellement  petites,  que 
leur  influence  sur  le  système  planétaire  est  tout-à- 
fait  insensible.  Leur  choc  ihême,  si  dans  l'immensité 
des  siècles  quelqu'une  d'entre  elles  venait  k  rencon- 
trer sur  sa  route  une  planète  ou  xin,satellite,  ne  cau^ 
serait  très  prqbablement  dans  la  marche  de  ces  astres 
que  de  faibles  altérations. 
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CHAPITRE  IX. 


Du  plan  invariable  du  système  du  monde. 

\ 
\ 

85.  Nous  avons  nommé  plan  invariable  du  système 
4u  monde  y  ^n  plan  qui  a  la  propriété  de  rester  tou- 
jours parallèle  à  lui-même ,  quels  que  soient  les 
changemens  qu'éprouvent  1^  excentricités  et  les  po* 
sitiods  des  orbites  planétaires  par  l'efiet  des  varia- 
tions séculaires.  Nous  avons  démontré^,  n""  79  ^  livre  II| 
l'invariabilité  de  ce  plan,  en  ayant  même  égard  au 
carré  de  la  force  perturbatrice ,  et  Ton  a  pu  voir, 
n®  55 ,  qu'en  eflfet  ce  résultat  se  vérifie  relativement 
aux  inégalités  séculaires  des  élémens  dçs  orbites  de 
Jupiter  et  de  Saturne ,  dépendantes  des  termes  qui 
produisent  les  deux  grandes  inégalités  de  œs  pla- 
nètes* Nous  ajouterons  encore  quelques  ,mots  aux 
considérations  que  nous  avons  présentées  sur  ce  su* 
jet  dans  di0erei^s  endroits  de  cet  ouvrage. 

Considérons  généralement  un  système  de  corps 
m,  m! y  etc.,  réagissant  les  uns  sur  lès  autres  d'une 
manière  quelconque ,  et  qui  ne  sont  soumis  à  l'action 
d'aucune  force  étrangère.  En  nommant  dm  l'un  des 
élémens  de  tw,  et  x,  y,  z,  ses  trois  coordonnées  rec- 
tangulaires rapportées  au  centre  de  gravité  du  sys- 
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tème^  par  la  propriété  de  la  conservation  des  aires ^ 
on  aura^  n**  aS,  livre  P'; 


2.3^^^)^-  =  ^. 


•sp^^y'» = ^  )  (0 


« 


2.S("^  I       )^^  =  ^'. 


Les  intégrales  S  devant  s'étendre  à  la  masse  entière 
de  772,  et  la  caractéristique  Z  comprenant  toutes  les 
intégrales  semblables  relatives  à  tti',  rn!'^  etc. 

Les  trois  constantes  i,  t^  l',  déterminent  la  position 
d'un  plan  que  nous  appellerons  plan  maximum  des 
aires  pour  le  distinguer  de  celui  que  nous  ayons 
nommé  plu3  spécialement  p/^Ti  invariable.  En  effet  ^ 
soit  <b  l'inclinaison  de  ce  plan  sur  celui  des  xy^  et  FI 
la  longitude  de  sion  nœud,  on  aura,  p^  aS,  livre  P%. 

tang  O  sin  n  =  -j  ,    .^^^g  ^  ^^  ^^^1* 

Cela  posé ,  soit  a:,  /,  z,  les  coordonnées  du  centre 
de  gravité  de  77i,  et  Ç,  }f,  ^,  les  coordonnées  de  l'élé^ 
ment  dm  relatives  à  ce  centre ,  on  aura 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (i), 
et  observant  que  par  la  nature  du  centre  de  grivité 
les  trois  intégrales  S . Ç^^ttî,  S.yidm^  S.^dm,  ainsi  que 
kurs  différences  relatives  au  temps  t  sont   nulles 
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d'elles-mêmes,  on  trouvera 

Ces  valeurs  se  composent^  comme  on  voit,  4#  deux 
parties^  l'uae  relative  aux  aires  résultantes  da mou- 
vement de  translation  des  corps  m  y  ni\  etc.,  sup- 
poses! concentrés  dans  leur  centre  de  gravité  res- 
pectifs y  la  seconde  aux  aires  que  produisent  leurs 
mouvemens  de  rotation  autour  de  ces  centres  re- 
gardés comme  des  points  fixes. 

Si  Ton  rapporte  les  coordonnées  des  corps  m, 
n{y  etc.,  à  l'un  d'entre  eux  M ,  pris  pour  centre  des 
mouvemens  y  les  premiers  termes  des  trois  équations 
précédentes  coïncideront  respectivement  avec  les^ 
premiers  membres  des  équations  (A),  n"  77,  livre  II; 
et  l'on  doit  remarquer  que  les  seconds  termes  de 
ces  formules  représentent  ici  ceux  qu'introduirait 
dans  ces  mêmes  équations  la  considération  des 
termes  de  la  fonction  perturbatrice  R  dépendans  de 
la  figure  du  Soleil  et  des  planètes.  Ce  n'est  donc  pas 
sans  le  savoir  que  dans  la  théorie  du  plan  invariable, 
n°  78,  livre  II,  on  a  négligé  les  aires  provenant  de  la 
rotation  du  Soleil  et  des  planètes,  cette  onaission  & 
été  volontaire  \  et  l'on  va  voir  qu^en  effet  elle  est  par- 
faitement justifiée. 

86.  On  peut  donner  ^ux  équations  (  2)  une  autre. 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  333 

forme.  Ea  eflFel,  si  Ton  désigne  par  A,  B,  C,  les  trois 
momens  d'inertie  du  corps ~  m  par  rapport  aux  trois 
axes  principaux  qui  se  croisent  à  son  centre  de  gra- 
vite, par  p^qf  r,  les  composantes  de  sa  vitesse  de 
rotation  suivant  ces  mêmes  axes ,  et  par  a,  b,  c,  les 
cosinus-des  angles  que  forme  respectivement  avec 
eux  Taxe  des  coordonnées  x^  on  aura 

S.dm  (^^^^^^)  =  Aa"p  +  Bb'q  +  CcV, . 

rintégrale  S  devant  être  étendue  à  la  masse  entière 
du  corps  m.  On  aurait  dés  expressions  analogues  pour 
les  aires  relatives  aux  plans  des  xz  et  des  jrzj  les 
équations  (2)  deviendront  ainsi 

Le  signe  2  devant  être  étendu  à  tous  les  corps 
agissans  du  système. 

Remarquons  maintenant  que  ai  les  corps  m,  m'^tc.j 
étaient  parfisiitement  sphériques,  ou  si  aucune  fbrc^ 
étrangère  ne  troublait  leur  mouvement  de  rotation , 
la  quantité  Aa"p  H^  Bb'!q'^Cc''r^  serait  constaiitepar 
elle-mémei  n^  55,  livre  I"*,  quelle  que  fut  la  nature  de 
ces  corps;  son  ialrpduction  dans  les  équatiotis  pré- 
cédentes ne  ferait  donc  que  changer  la  valeur  de  la 
constante  /,  il  en  serait  de  même  relativemeiit  aux 
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quantités  analogues  qui  entredt  dans  les  deux  der^ 
nières  équations  (3).  Soit  donc  ç^  c',  c",  ce  que 
deviennent  alors  les  trois  coustante&  Ip  F,  H'^  i\  esi 
clair  que  le  plan  qui  en  résultera  et  qui  est  celui  que 
nous  ayons  nommé  plan  invariable  d^ius  la  théorie 
du  sjstème  du  monde,  sera  tout  aussi  inunuable 
que  le  plan  maximum  des  aires;  mais  il  aura  sur 
lui  l'avantage  que  sa  position  sera  facile  à  détermi- 
ner,  pariée  qu'elle  ne  dépendra  que  des  d(Mmées 
fournies  par  l'observation ,  tandis  que  celle  du  plan 
maximum  des  aires  exigerait  qu'on  eût  déterminé 
d'abord  1^  mômens  d'inertie  A,  B,  C,  etc.>  de  toutes 
les  planètes  qui  nous  seront  probablement  toujours 
inconnues. 

Ce  n'est  donc  qu'à  raison  de  la  différence  qui  existe 
entre  la  figute  des  corps  célestes;  et  celle  de  Ja  S{Aère , 
et  des  inégalités  périodiques  et  séculaires  qui  résul- 
tent ,  dans  les  seconds  termes  des  équations  (^,  de 
ce  que  les  forces  qui  les  animent  ne  passent  pas  exac- 
tement par  leur  centre  de  gravité,  quels  plan  que 
nous  avons  déterminé  dans  le  n**  78  du  livre  H, 
pourrait  ne  pas  demeurer  toujours  j^araltèlc  à  lui- 
même  dans  les  différens  siècles.  Mais>  d'abofd,  en 
étendant  it  tous  les  corps  célestes  ce  que  non»  avons 
,démontiié  relativement  à  la  Terre,  il®  26 ,  livre  IV, 
leurs  pôles  de  rotation^ étant  fixes  à  leur  sutf&ce,  et 
leur  vitesse  de  rotation  pouvant  étne  regardée  ^omme 
constante  quand  eiu  néglige  lés  t^uanfités  {>érît>dîques, 
fil  l'on  «uppose,  comme  d^iis  le  n*  14,  que  le  mou- 
vement de  rotation  de*  m  s'effectue  autour  dé  son 
tfoîsièaie  «ixe  principal,   on 'aura  /7r=â./o,    qxè±ù 
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et  r  z=s  Gf  ,  en  désignant  par  ûû  la  vitesse  aa* 
gulaire  de  rotation.  Soit  donc  A  langle  que  forme 
l'axe  de  rotation  avec  Taxe  des  z ,  on  aura  simple- 
ment 

r 

^j^^xd^:^^^  (4) 

En  nommant  fz  et  v  les  angles  que  forme  respective^ 
ment  le  même  axe. avec  les  axes  des  j^  et  des  ûc,  les 
deux  dernières  équations  (  5  )  prendraient  une 
forme  semblable  ;  et  l'on  voit  par  cooséqiient  que 
si  les  seconds  termes  de  ceé  équations  sont  aJSeo- 
tés  de  quelques .  variations  séculairofi^  elles  ne  peur- 
vent  provenir  que  de  la  variatiofki;d^s  angle&  A,  /et 
et  p. 

Or^  supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  du  Soleil*  Si 
les  angles  A,  /t ,  y  étaient  sujets  k  quelque  inégalité 
séculaire  sensible ,  comme  le  moment  d'inertie  C  est 
très  grand  à  raison  de  la  masse  et  du  volume  du  So- 
leil» il  en  pourrait  résulter  dans  Cco  cos  A  des  iné|ga«- 
Jités  susceptibles  de  devenir  considérables.  Mais  il  j  a 
lieu  de  croire  que  ce  caa  n'amve  pas  dans  la  nature* 
En  effets  les  déplacettiens  d^  Téquateur  solaire  ré- 
sultant de  l'action  des  planètes,  sont  d'abord  exces- 
sivement peths  comparés  k  ceux  des  équateurs  pla^ 
nétaires  résultant  de  l'action  réciproque  du  Soleil 
6ur  ces  corps.  lies  variations  de^  angles  X^  f^^  v  se*- 
raientdonc  déjà  très  peu  considéridiles  par  cette  seule 
raison^  quelles  que  fassent  d'ailleuofii  la  figure  et  la  cons- 
titution d«  Soleil  ;  mais  comme  cei  variations  sont , 
en  outre  de  l'ordre^  l'aplattsseoientdu  Soleil ,  quantité 
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nécessairement  très  petite,  puisque  nous  ayons  vu 
qu'il  n'en  résultait  dans  les  mouvemens  des  pla- 
nètes aucune  inégalité  appréciable,  on  doit  les 
regarder  comme  tout-à-fait  insensibles.  On  peut 
donc  considérer  les  seconds  termes  des  équations  (5) 
comme  constans  et  le  plan  invari^le  comme  inal- 
térable en  tant  qu'on  n'a  égard  qu'à  l'action  du  So- 
leil. 

Nous  étions  déjà  parvenu  à  ce  résultat  dans  le 
n^  79,  après  avoir  démontré  que  les  excentiicitéB  et 
les  inclinaisons  des  orbites  planétaires  n'étaient  af- 
fectées d'aucune  inégalité  à  longue  période  dépen- 
dant de  l'ellipticité  du  sphéroïde  solaire. 

Supposons  maintenant  que  le  terme  Câ»  cos  A  se 
rapporte  à  une  planète.  Il  arrivera  ici  le  contraire  de 
ce  qui  a  lieu  pour  le  Soleil.  La  position  des  étpia- 
teurs  planétaires  changeant  sensiblement  ayec  le 
temps ,  la  valeur  de  cos  A  sera  ajQTectée  d^négalités 
séculaires  qu'on  ne  pouira  pas  négliger,  mais  comme 
le  facteur  Cco  qui  le  multiplie  est  alors  une  très  petite 
quantité ,  il  n'en  pourra  résulter  encore  dsms  l'é- 
quation (4)  que  des  quantités  insensibles. 

Prenons  pour  exemple  la  Terre ,  que  kious  regap- 
der(M3s  comme  un  ellipsoïde  homogène  et  de  révo« 
lution.  ^it  D  le  demi-diamètre  de  réqnatenr,  on 
aura  C  =  |  mD  ^  et  cette  valeur  sera  plus  grande 
qu'elle  ne  devrait  l'être  réellement,  parce  que  les  cou« 
ches  terrestres  diminuent  de  densité  du  centre  à  la 
surface ,  n*  4^  ^  Hyre  Y;  le  second  membre  •  de  l'é- 
quation (4)  contiendra  donc  le  terme  f  tizD^ûi  cos  A , 
o)    étant  la   vitesse   angulaire   de    rotation    de    la 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  337 

Terre ,  et  A  Fobliquité  de  rëcliplique  en  supposant 
qu'on  prend  ce  plan  pour  celui  des  xy.  Or,  si  l'on 
nomme  u  la  distance  moyenne  de  la  Terre  au  So- 
leil et  n  sa  vitesse  moyenne  dans  son  mouvement 
annuel  9  le  terme  relatif  à  la  Terre  dans  le  premier 
membre  de  la  même  équation  sera  ma?n.  La  durée 
de  la  révolution  sidérale  de  la  Terre  est  de  565,256 
d'où  Ton  tire  : 

-=565,256; 

n 

le  rapport  de  a  à  D  est  de  23984  environ ,  on  aura 

donc  ainsi  : 

I  mD»  «  .      ^ 

2 —  =  o,ooooôo  25 . 

On  voit  donc  que  le  mouvement  de  rotation  de  la 
Terre  n'introduit  dans  1  équation  (  4  )  que  des 
quantités  insensibles  relativement  à  celles  qui  résul- 
tent du  mouvement  de  translation  ;  les  variations  de 
ces  quantités,  qui  doivent  seules  nous  occuper  ici , 
seront  donc,  à  plus  forte  raison,  tout-à-fait  insensi- 
bles, et  ne  pourront  influer  sur  la  valeur  de  la 
constante  l  (*).  Il  en  serait  de  même  de  toutes  les 

(*)  Si  l'on  ne  considère ,  pour  un  moment ,  que  la  Terre , 
(^t  qu'on  fasse  abstraction  des  autres  planètes,  le  plan  inva- 
riable deviendra  le  plan  même  de  l'e'cliptique  ;  et  si  l'on  sup- 
pose que  l'obliquité  varie  de  5°,  il  est  aisé  de  voir  que  la  va- 
riation correspondante  de  la  quandté  G^  cos  A  ne  produirait 
pas  dans  l'équation  (4)  un  terme  qui  fût  la  cent-millionième 
partie  de  la  constante  Z.  Il  s'ensuit  donc  que  les  mêmes  forces 
qui  produisent  des  déplacemens  très  sensibles  dans  l'équateur 
terrestre ,  sont  absolument  impuissantes  à  produire  la  moindre 
altération  dans  la  position  de  l'éclip tique. 

Tome  III.  22 
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plaaètes  à  raison  de  la  petitesse  de  leurs  dimensions 
comparées  à  celles  des  orbites  qu'elles  décrivent  au- 
tour du  Soleil.  Il  suit  de  là  que  dans  la  détermina- 
tion du  plan  invariable ,  on  peut  se  dispenser  d'a- 
voir égard  à  l'ellipticilé  du  Soleil  et  des  planètes^  et 
que  ce  plan  est  immuable  comme  il  le  serait  si  tous 
les  corps  célestes  formaient  des  points  massife  placés 
à'rleurs  centres  de  gravité  respectifs. 

Quant  aux  satellites^  leurs  masses  étant  très  pe- 
tites relativement  à  celles  des  planètes  principales , 
les  termes  qui  résulteraient  dans  les  équations  (3) 
de  la  considération  de  leurs  niouvemens  dans  leurs 
orbites ,  peuvent  à  tous  égards  être  regsirdés  comme 
insensibles. 

L'action  des  étoiles  sur  le  système  solaire  pour- 
rait donc  seule  altérer  à  la  longue  la  stabilité  du  plan 
invariable;  mais  comme  on  l'a  vu,  si  cette  influence 
devait  produire  des  effets  appréciables,  ce  n'est  qu'a- 
près un  grand  nombre  de  siècles  qu'ils  pourraient 
se  manifester. 

Concluons  donc, enfin  que  la  théorie  du  plan  in- 
variable ,  telle  que  nous  Tavons  présentée  d'après 
Laplace,  dans  le  n*  79  du  livre  II,  ne  laisse  rien  à  dé- 
sirer sous  le  rapport  de  l'exactitude  ;  la  rigueur  des 
formules  et  des  raisonnemens  sur  lesquels  elle  est 
fondée,  le  témoignait  déjà,  mais  il  était  nécessaire 
d'entrer  dans  les  développemens  précédens,  pour 
réduire  à  leur  valeur  les  objections  que  l'on  avait 
cru  pouvoir  élever  contre  cette  théorie ,  sans  les  ap- 
puyer d'aucune  discussion  sérieuse.  Lorsqu'on  ap- 
plique l'analyse  aux  phénomènes  célestes,  sans  foire 
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entrer  en  considération  les  dispositions  particulières 
à  notre  système  planétaire  ^  qui  modifient  ces  phé- 
nomènes à  l'infini ,  on  construit  des  utopies  géomé- 
triques presque  toujours  sans  application  au  monde 
réel;  et  lorsqu'on  prétend  se  passer  du  secours  du 
calcul,  ce  puissant  auxiliaire  de  l'esprit  humain,  on 
tombe  le  plus  souvent  dans  d'inévitables  erreurs. 
C'est  ici  le  cas  de  répéter  ce  que  nous  disions  dans 
l'introduction  de  cet  ouvrage  :  les  méthodes  syh^héti- 
ques  sont  insuffisantes  pour  suivre  dans  tous  leurs  dé- 
veloppement les  phénomènes  quî  résultent  de  laf'loi 
de  la  gravitation  ;  New^ton  lui-même  s'y  trompa  ,  et 
la  plus  profonde  analyse  est  le  seul  guide  infaillible 
dans  la  savante  théorie  du  mécanisme  des  cieux. 
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CHAPITRE  X. 


Masses  et  élémens  des  orbites  des  planètes. 

Nous  allons  réunir  dans  ce  chapitre  les  valeurs  des 
différentes  quantités  qui  entrent  dans  les  formules 
précédentes  y  et  qui  se  rapportent  respectivement  à 
chacune  des  sept  planètes  principales  y  Mercure,  Vé- 
nus,  la  Terre  y  Mars,  Jupiter,  Saturne  et  Uranus. 
Ces  valeurs  résultent  de  la  comparaison  des  formules 
de  la  théorie  aux  résultats  de  l'observation  ,  ce  sont 
les  seules  données  que  la  Mécanique  céleste  em- 
prunte à  l'observation. 

Masses  des  planètes  ^  celle  du  Soleil  étant  prise  pour 

unité. 

87.  Nous  avons  deux  moyens  de  déterminer  les 
masses  des  planètes,  soit  par  l'observation  des 
élongations  de  leurs  satellites  pour  ceUes  qui  sont 
accompagnées  de  satellites ,  comme  on  Ta  vu  n^  38, 
livre  II,  soit  en  comparant  les  inégalités  qu'elles 
produisent  dans  leurs  mouvemens  réciproques  en 
vertu  de  leur  action  mutuelle  ,  déduites  de  l'obser- 
vation, à  ces  mêmes  inégalités  calculées  par  les  for- 
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mules  de  la  théorie*  Les  inégalités  séculaires  seraient 
celles  qui  présenteraient  pour  CQt  objet  les  données 
les  plus  exactes ,  mais  elles  ne  sont  pas  encore  assez 
bien  connues  en  ce  moment,  pour  qu'on  puisse  les 
employer  à  cet  usage  ;  on  jr  supplée  en  recourant 
aux  inégalités  périodiques  et  en  feisant  concourir  à 
leur  détermination  un  grand  nombre  d'observations 
que  l'on  combine  entre  elles  de  manière  à  en  tirer  les 
résultats  les  plus  probables.  C'est  par  la  réunion  de 
ces  moyens  qu'on  a  déterminé  les  valeurs  suivantes , 
qui  aous  semblent  les  plus  exactes  qu'on  ait  obtenues 
jusqu'ici  des  masses  planétaires. 

Mercure m    =  «, 

1^9706' 

Vénus m'    =^  ^^, 

^^  Terre m'^  =  jg^, 

Saturne mT  =  7=— , 

Uranus m^'  = 5. 

17918 

La  plus  importante  de  ces  masses  par  sa  grandeur, 
et  par  conséquent  par  son  influence  sur  les  perturba- 
tions des  planètes  et  des  comètes,  est  celle  de  Jupi- 
ter. La  valeur  précédente  diffère  de  celle  que  nous 
avons  trouvée  dans  le  n*  28,  et  que  Ton  a  déterminée 
au  moyen  des  élongations  du  quatrième  satellite  de 


342  THÉORIE  ANALYTIQUE 

cette  planète.  Depuis  quelques  années ,  le  calcul  des 
perturbations  des  planètes  secondaires  Pallas^  Junon^ 
Vesta  etCërès,  semblaient  indiquer  que  cette  niasse 
avait  besoin  de  correction,  et  faisaient  désirer  de 
nouvelles  observations  des  élongations  des  satellites 
de  Jupiter,  d'où  dépend  la  détermination  exacte  de 
leur  distance  moyenne  au  centre  de  la  planète.  En 
effet,  celles  dont  on  avait  fait  usage  jusqu'ici  sont 
dues  à  Pound,  astronome  contemporain  de  Neyrton, 
et  encore  ne  les  connalt-on  que  par  leurs  résultats 
rapportés  dans  la  troisième  partie  du  livre  des  Prin- 
cipes. Aujourd'hui  que  nous  possédons  des  instra* 
mens  plus  exacts  et  des  méthodes  plus  correctes,  il 
devenait  nécessaire  de  reprendre  ce  travail. M.  Airy, 
dont  nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  parler^  1'^  en-^/ 
trepris  ;  il  a  fait  à  l'Observatoire  de  Cambridge  une 
nouvelle  série  d'observations ,  et  par  leur  comparai- 
son aux  tables  des  satellites  déduites  de  la  théorie  de 
Laplace,  il  a  déterminé  la  distance  moyenne 'dû  qua- 
trième' satellite  au  centre  de  Jupiter,  qu'il  a  trouvée 
•  égale  à  0.01257977.  On  aura  donc  en  prenant  pour 
unité  la^distance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil ,  et 
conservant  les  notations  du  n®  25  du  second  livre  :l 


a  =2  if 


log    rt'  =  8.0996728, 

l<>g  T^=  2.5625977, 
log  T  =  1 .  2224306. 

Ces  valeurs  substituées  danis  Téquation    (th)  du 

même  numéro  donnent  ^.^  ^  pour  la  masse  ^e 
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Jupiter,  ou  plus  exactement  pour  la  somme  des 
masses  de  la  planète  et  de  son  quatrième  satellite  , 
la  masse  du  Soleil  étant  prise  pour  unité.  Cette  va- 
leur s  accorde  d'une  manière  satisfaisante  avec  celle 
qui  résulte  des  perturbations  des  petites  planètes. 
En  effet ,  Nicolaï  ,  par  le  calcul  des  inégalités  pro* 
duites  par  laction  de  Jupiter  sur  Junon  pendant  un 
temps  donné.,  a  conclu  que  la  masse  de  Jupiter  était 

de  — r^ 7.  Encke  a  déduit  des   perturbations   de 

1053,924  '^ 

Vesta    la    valeur    — ^ pour  cette  même  quan- 

1000,117  ^  * 

tité,  et  Gauss  a  trouvé  la  même  valeur,  ou  une 
valeur  à  très  peu  près  la  même  par  le  calcul  des 
perturbations  de  Pallas.  Enfin,  comme  on  Ta  vu 
n"*  75,  Encke  a  déduit  des  équations  de  condition 
qui  lui  ont  servi  à  déterminer  le  coefficient  constant 
qui  exprime  la  résistance  de  lether  à  l'unité  de  dis- 
tance, sur  la  comète  périodique  de  1819,  une  masse 

exprimée  par  la  fraction  — ^T-y.Tout  concourt  donc 

à  démontrer  que  la  masse  conclue  des  observations 
de  Pound  ,  et  qui  a  été  adoptée  par  les  géomètres 
depuis  Newton,  a  besoin  de  corrections,  et  il  ne 
s'agit  plus  que  de  choisir  entre  les  valeurs  précéden- 
tes. Quoique  la  méthode  fondée  sur  l'observation 
des  élongations  des  satellites  soit  la  plus  directe  et 
selon  nous  la  plus  exacte  que  Ton  puisse  emplo)'er 
pour  déterminer  la  masse  de  Jupiter  ,  cependant 
comme  les  observations  de  M.  Airy  peuvent  n'être 
point  exemptes  de  quelques  légères  erreurs,  et  qu'il 
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annonce  l'intention  de  les  renouveler  dans  des  cir- 
constances plus  favorables  à  ce  genre  de  recherches, 
dans  les  années  i834^  i835  et  i836,  nous  avons  cru 
devoir,  en  attendant,  admettre  la  masse  déduite 
des  perturbations  de  Junon,  parce  que  c'est  celle 
que  les  astronomes  étrangers  ont  généralement  adop- 
tée, et  que,  d'ailleurs,  le  peu  de  différence  qui  existe 
entre  elle  et  les  autres  valeurs  que  nous  avons  rap* 
portées ,  fait  que  sî  elle  avait  besoin  de  corrections 
les  résultats  suivans  n'en  seraient  que  faiblement 
affectés. 

Les  masses  de  Saturne  et  d'Uranus  sont  celles  qui 
résultent  des  équations  de  condition  qui  ont  servi  à 
la  construction  des  tables  de  Bouvard.  Cette  manière 
de  les  déterminer  doit  être  préférée  ici  à  celle  qui  . 
serait  fondée  sur  les  élongations  observées  des  sa- 
tellites de  ces  deux  planètes,  parce  que,  vu  leur 
extrême  difficulté ,  les  observations  de  ces  élonga*- 
tions  sont  encore  beaucoup  moins  certaines  que  celles 
des  satellites  de  Jupiter.  Il  ne  faut  pas  se  dissimuler 
cependant  que  selon  M.  Bouvard  la  masse  de  Jupiter, 

déterminée  de  la  même  manière  ,  serait  de s, 

'  1070,5' 

valeur  qui  diffère  peu  de  celle  que  Ton  déduit  des 
observations  de  Pound ,  n°  28,  livre  II,  mais  qui 
ne  peuvent  nullement  concorder  avec  les  résultats 
des  perturbations  des  petites  planètes,  ou  avec  la 
valeur  qui  résulte  des  nouvelles  observations  de 
M.  Airy.  Il  est  donc  très  probable  que  les  masses  de 
Saturne  et  d'Uranus  ,  données  par  M.  Bouvard ,  ont 
également  besoin  de  corrections,  et  nous  savons  que 
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cet  astronome  s'occupe  en  ce  moment  pour  cet  objet 
d'une  nouvelle  révision  des  équations  fondamentales 
de  ses  tables. 

La  masse  de  la  Terre  a  été  déterminée  par  la  for- 
mule (n)  du  n^  28^  livre  II ,  dans  laquelle  on  a 
supposé 

/  =  6564551-, 

g  =  9»,8i645, 

log  sin  P  =  log  sin  8'',6o  =  5,5 195564- 

Ces  valeurs ,  qui  paraissent  plus  exactes  que  celles 
qui  sont  rapportées  dans  le  numéro  cité  ,  ont 
donné  : 


m 


-  356353, 6* 

Quant  aux  masses  de  Mercure  et  de  Mars ,  lorsque 
leur  action  sur  les  autres  planètes  n'était  pas  encore 
suffisamment  connue,  on  les  avait  déduites  d'une 
hypothèse  empirique  sur  la  loi  de  leur  densité.  On 
avait  observé,  en  comparant  les  masses  de  la  Terre; , 
Jupiter  et  Saturne  à  leur  volume ,  que  les  densités 
de  ces  trois  planètes  sont  à  très  peu  près  en  raison 
inverse  de  leurs  moyennes  distances  au  Soleil  ;  et , 
en  étendant  par  hypothèse  cette  loi  aux  trois  planètes 
Mercure,  Mars  et  Jupiter,  il  avait  été  facile  d'en  con- 
clure leurs  masses  en  supposant  connus  leurs  diamè- 
tres, qui  sont  donnés  en  effet  par  l'observation.  Mais 
l'arbitraire  de  cette  hypothèse,  qui  s'écarte  beaucoup, 
comme  on  sait ,  de  l'exactitude  relativement  à  Vénus 
et  à  Uranus,  joint  a  la  difficulté  que  présente  l'ob^ 
servation  des  diamètres  planétaires,  laissait   beau- 
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oçfup  d'incertitude  dans  cette  détermination,  et  il 
était  à  désirer  qu'on  fixât  les  masses  de  ces  deux  pla- 
nètes par  des  moyens  plus  directs.  C'est  ce  qu'a  fait 
Delambre  relativement  à  Mars  ,  dont  il  a  déterminé 
la  masse  par  les  effets  qu'elle  produit  dans  le  mou- 
vement de  la  Terre.  La  comparaison  d'un  très  grand 
nombre  d'observations  du  Soleil ,  faites  par  Bradley 
et  Maskeline  ,  aux  formules  des  perturbations  four- 
nies par  la  théorie  ,  lui  a  donné  -^Tgô —  pour  la  va- 
leur de  cette  masse.  Mais  Bessel,  après  avoir  discuté 
de  nouveau  les  observations  employées  par  Delambre, 

a  jugé  que  cette  quantité  devait  être  réduite  à   ^      -» 

et  c'est  la  valeur  que  nous  avons  adoptée.  Quant  a  la 
masse  de  Mercure ,  on  a  conservé  celle  qui  résulte  de 
l'hypothèse  précédente  sur  la  loi  de  densité  des  pla- 
nètes ^  tout  en  reconnaissant  son  incertitude  ;  mais 
on  doit  observer  que  la  petitesse  de  cette  masse  fait 
que  son  incorrection  ne  peut  avoir  aucune  influence 
sensible  sur  la  détermination  des  inégalités  planétaires. 
£n  nommant  a  et  a^  les  distances  moyennes  respectives 
de  Mercure  et  Jupiter  au  Soleil ,  D  et  D' leurs  diamè- 
tres ,  m  et  m^  leurs  masses ,  on  aura ,  selon  l'hypothèse 

précédente,  pour  la  masse  de  Mercure  m  =  — ^va  'w'- 

En  supposant,  d'après  les  observations^  les  diamètres 
nftoyens  de  Mercure  et  Jupiter  vus  à  la  moyenne  dis- 
tance de  la  Terre  au  Soleil  respectivement  de  a  i  ",6o 
et  626/^04^  en  substituant  ensuite  à  la  place  de  iz  et  a 
\çs  valeurs  que  nous  donnerons  plus  bas,^  on  trouve,, 
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d'après  la  masse  adoptée  prëcédemnient  pour  Jupi* 
ter,  la  valeur  de  m  que  nous  avons  rapportée. 

Ainsi  donc  les  valeurs  des  masses  planétaires  que 
nous  avons  adoptées  »  celles  de  la  Terre  et  Mercur-e 
exceptées ,  résultent  de  la  comparaison  des  observa- 
tions aux  formules  analytiques  des  perturbations ,  et 
elles  sont  toutes  déterminées  par  conséquent  d'une 
nianière  uniforme  et  symétrique.  Les  masses  de  Ju* 
piter  et  de  Saturne  y  dont  l'effet  est  si  considérable 
sur  les  inégalités  des  planètes,  laissent  encore  quel- 
que incertitude  ;  de  nouvelles  observations  des  élpn  - 
gâtions  de  leurs  satellites  permettront  bientôt ,  sans 
doute  y  de  déterminer  ces  masses  avec  plus  d'exacti- 
tude qu'on  ne  l'a  fait  jusqu'ici ,  et  l'accord  des  va- 
leurs données  par  des  métbodibs  si  différentes  en  sera 
la  plus  sure  vérification.  . 

8S,  Nous  avons  donné  dans  le  chapitre  Y  du  livre  U 
les  formules  qui  servent  à  déduire  des  observa- 
tions les  élémens  des  orbites  planétaires.  On  peut 
en  général  regarder  les  élémens  «insi  obtenus  comme 
une  approximation  qu'on  rendra  de  plus  eu  plus 
exacte  à  mesure  que  le  temps  fournira  un  plus  grand 
nombre  d'observations,  et  développera  les  diverses 
inégalités  dont  les  mouvemens  planétaires  sont  affec- 
tés. Ije  meilleur  moyen  d'y  parvenir  est  de  comparer, 
ainsi  que  nous  l'avons  dit  pour  la  correction  des 
masses  ,  un  très  grand  nombre  d'observations  choi- 
sies à  cet  effet  aux  longitudes  et  aux  latitudes 
déduites  des  tables  planétaires  calculées  avec  les  élé- 
mens de  l'orbite  relatifs  à  la  première  approxima- 
tion. En  donnant  ensuite  à  ces  élémens  une  correc- 
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tion  indéterminée,  qu'on  supposera  assez  petite  pour 
qu'on  puisse  négliger  les  puissances  supérieures  à  la 
première ,  on  égalera  les  variations  qui  en  résulte- 
ront dans  l'expression  de  la  longitude  et  de  la  lati- 
tude aux  différences  que  Ton  a  trouvées  entre  les 
lieux  observés  et  les  lieux  donnés  par  le  calcul.  On 
formera  ainsi  autant  d'équations  qu'il  y  a  d'observa** 
tions  employées  ;  en  les  combinant  ensuite  par  la 
méthode  des  moindres  carrés ,  on  obtiendra  les  v»* 
leurs  des  indéterminées  qu'elles  renferment ,  qui  sa- 
tisfont le  mieux  à  l'ensemble  des  observations.  A 
l'aide  de  ces  données  ^  on  corrigera  les  premiers  élé^ 
mens^des  orbites ,  et  l'on  parviendra  ainsi  aux  résul- 
tats les  plus  exacts  que  puisse  fournir  sur  cet  objet , 
dans  l'état  actuel  de  l'Astronomie ,  le  concours  de  la 
théorie  et  de  l'observation.  C'est  de  cette  manière 
qu'on  a  trouvé  les  valeurs  suivantes  : 

Moyens  mous^emens  sidéraux  des  planètes  pour 
une  année  julienne  de  365  jours  z^y  ou  valeurs, 
den,  n%  etc. 

Mercure n    =  55254i6",79 

Vénus n'   :=  2106641 9  Sa 

La  Terre n"  =  1295977 ,  55 

Mars /i'"  =     689051 , 1 2 

Jupiter w'^  ;=     109256,  29 

Saturne... 71*  =      4^996,72 

Uranus /i^'  =       15424  9  ^4  • 

Lorsqu'on  emploiera  les  valeurs  précédentes  poui: 
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n*  j  etc.  9  le  temps  t  désignera  l'intervalle  écoulé 
puis  rinstant  que  l'on  a  choisi  pour  époque  expri- 
me en  années  juliennes  et  en  parties  de  cette  année. 
De  là  j  en  prenant  la  distance  moyenne  de  la 
irre  au  Soleil  pour  unité  ,  et  en  observant  que  les 
nps  des  révolutions  des  planètes  sont  en  raison 
^erse  de  leurs  moyens  mouvemens ,  dans  le  même 
>ace  de  temps,  on  a  conclu  par  la  troisième  loi  de 
ipler^  n^  2,  livre  11^  les  distances  moyennes 
[vantes  des  planètes  au  Soleil. 

stances  moyennes  des  planètes  au  Soleil ,  ou  demi- 
grands  axes  de  leurs  orbites. 

Merpure a     =  0,38709813 

Vénus  .  • a'   =  o,7353323o 

La  Terre a"  =  i^ôooooooo 

Mars a'"  zs  i^SaSôgSSa 

Jupiter.  • . .  • a'^  =  5,aoi  i6636 

Saturne  •••,.••••. .  a^   =  Qf^^Sjogo 

Uranus.  • a^'  s=5  19,  i853o5oo 

ongitude  des  époques  en   1800  ,  4hi  valeurs. difi 

€j  tfj  etc%  .    . 


j 


Mercure €    es  i lo**  iS^  i7",9 

Vénus J  S3  i45«56.5a,i 

La  Terre. .... .  1"  t=  ioo.ji3.33,6 

Mars e"*  5=  23a.49-5o>  5 

Jupiter; €'^=    8i.5a.ko,3 

Saturne €^=  ia3 «oS.ag ,'4 

Uranus*.. i^*=  i75.3o4i6i6 
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RappoHs  des  excentricités  aux  mojrennés  distances^ 
ou  valeurs  de  e ,  e',  etc.^  pour  1800. 

Mercure e    =  o,2o55i49 

Vénus.  \  i . . . .  e'    =  o,oo6855i 

La  Terre  . . .  i  e"  =  0,01 685559 
Mars. .......  c"'  =  o,c^55o6i 

Jupiter  .....  é'^  =  0,0481621 

Saturne  .....   ë^    =  o,o56i 565 

Uranus e^*   =0,0466108 

Longitudes  des  périhélies  en  î8oo^  ou  valeurs  dé 

oyy  Où* y  etc.- 

Mérture  •...&>  =  74'' ai'  41" 

Vèno^i û>'  =  128.45.  6 

^       iM^Terre V  =  gg.ag.SSi 

ïtfai^i ^ ...:.  â)'"  =  55j2. 25.40 

'  Jufjîter . . . . .'  d)"''  =  lî.   7.56:  *    ' 

■        SShlréfc.. .  . .   û)^  =  89-  8.ao»  f  '-• 

^      Ùràftus. . . . .  *»^*  =  167.50.a4    f 

ItiùlihdîsùYss  ^s  orbites  ^à  l- elliptique  en.iSK)fii.y  01 

valeurs  de  <p,  (p'^  etc. 


Mèrau\feî. .». 
VénbsV;... 
La  Terre*. . 
Mars-. . . .  k  « 
Jupiter,'.  *. 


;..,(p     =  7^00'    gJV.i? 


(p'    =  5. 25. ,29.... 


.  .    tp''  .  =   0 .00.00- 


..  <p<"  =  i.5o.  6      / 

..-.(p^:  =  i.i8.5:i  . 

.Sçitiirriçi^, .  i ,    *^^.  =  2.2^.5§|.   ,^ 

Uranus. ^^*   =  46*^^    f.r 
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Longitudes  des  nœuds  ascendans  sur  VécUptique  ûfe 

1800^  ou  valeurs  de  a^ot',  etc. 

Mercure a    =  45^67'  Sg" 

Vénus a^  =  74«52.39 

La  Terre. .  • .  a"  =  o.oô.oo 

Mars a'^'  =  48*00. 26 

Jupiter ût'^  =  98.25.45 

Saturne cC  =  m  .56.   7 

Uranus a^*  =  72  «59.21 

Toutes  les  longitudes  qui  précèdent  sont  comptées 
a  partir  de  l'équinoxe  moyen  du  printemps  de  1800, 
en  prenant  pour  époque  le  minuit  qui  sépare  le  5i 
décembre  1799  du  i*' janvier  1800.  On  doit  se  rap- 
peler encore  que  conformément  à  ce  qui  a  été  dit 
n*  24»  livre II,  la  longitude  du  périhélie  est  égale  à 
la  distance  du  périhélie  au,  nœud,  augmentée  de  la 
longitude  du  nœud  à  Tinstant  que  l'on  a  choisi  pour 
époque. 

L'action  mutuelle  des  planètes  fait  varier  inseiisi^-* 
blement  les  élémens  de  leurs  orbites,  et  altère  à'  la 
longue ,  par  conséquent ,  les  valeurs  précédentes  ; 
nous  déterminerons  plus  loin  ces  altérations.  .  ; 

D'après  la  théorie  des  variations  séculaires,  le* 
moyens  mouvemens  n  ^ri  j  etc.,  ainsi  que  les  demi-' 
grands  axes  a,  a',  etc.,  qui  s'en  déduisent,  devraient 
être  invariables^  et  Ton  devrait,  par  conséquent, 
retrouver  dans  tous  les  siècles  les  mêmes  valeurs  pour 
ces  quantités.  Mais  nous  remarquerons  que  lorsqu'on 


} 
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déduit  des  observations  les  longitudes  moyennes 
nf  +  é,  7i'^  +  ^y  etc.,  les  termes  nt ,  n't,  etc. ,  qui 
croissent  avec  le  temps,  contiennent,  outre  la  partie 
qui  dépend  du  mouvement  moyen ,  une  autre  partie 
dépendante  du  terme  proportionnel  au  temps  que 
renferme  l'expression  de  la  longitude  des  époques 
e,  /,  etc.  Or,  cette  dernière  partie  est  nécessairement 
variable,  et  nous  en  donnerons  plus  loin  Texpression. 
Il  résulte  delà  que  les  valeurs  de  n,  n',  etc.,  qui  pré- 
cèdent, ainsi  que  celles  de  a,  a',  etc.,  données  direc- 
tement par  les  observations ,  et  sans  qu'on  en  ait  dé- 
duit les  parties  dépendantes  de  la  variation  des  épo- 
ques ,  ne  sont  pas  rigoureusement  constantes ,  et  sont 
sujettes  à  quelques  légères  variations  dépendantes  de 
Faction  mutuelle  des  planètes.  Au  reste,  les  valeurs 
que  nous  avons  rapportées  sont  celles  que  Laplace 
avait  adoptées  I  et  nous  les  avons  conservées  à  cause 
des  nombreuses  quantités  déjà  déterminées  par  M.  Bou- 
vard ,  auxquelles  elles  servent  de  base  dans  la  théo- 
rie des  perturbations  planétaires ,  et  dont  il  eût  fallu 
sans  cela  reprendre  en  entier  le  calcul.  Ces  valeurs 
ont  subi  depuis  quelques  altérations,  tant  par  les 
raisons  que  nous  venons  d'exposer,  que  parce  que  les 
nouvelles  tables  astronomiques  ont  permis  de  les 
déterminer  avec  plus  de  précision.  On  trouvera  à  la 
fin  de  ce  volume  ces  nouvelles  valeurs  ;  les  différen- 
ces qu'elles  offrent  avec  celles  qui  précèdent  ne  sont 
pas  de  nature  à  altérer  d'une  manière  sensible  les 
résultats  qui  en   sont  déduits. 

A  l'aide  des  valeurs  précédentes  de  a,  a',  etc.-,  et 
des  formules  données  dans  le  chapitre  II ,  on  a  cal- 
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culé  les  quantités  suivantes  : 

89.  Mercure  et  Vénus  (*). 

«t  ï=  --;  =:  0.53516076, 


d'où  l'on  a  conclu 


log«  =  9.72848422  j 

I11 

• 

lU 

logfc^\=  0.5?  162355, 

(l) 
logeai  =  9.7i3oi453<^, 

,»f  «fc.f^i  f>  sr 

ensuite 

<0)  <i)  W    r  , 

log&j^     =  0.3368948,  \o%h\_      =  9.7822613,      logi&i^      :s:  9.3919713» 

(î)  (*)  («> 

ij^   =  9.0444085,  ^2   =  8.7167169,  bi      =  8.4003272, 

(6)  (7)  (•) 

ii_  =8.0904909,  fcj^  =7.7827091,  bj_      s=  7. 4^^749  > 

A  a  2 
èl^   =  7.1 057826  j 

db\  dbV 

log  «  -~-  =  9.6206935,  log  «  -~-  =  g. 8922092, 

rfii  db\ 

«  -gi-   =  9.7578969,  «  -^  =  9.5682680, 


('*'}  La  plus  grande  partie  de  ces  quantités  a^yait  été  calculée 
par  M.  Bouvard ,  et  rapportée  dans  le  tome  III  de  la  Méca" 
nique  céleste.  Je  leur  ai  joint  celles  qui  étaient  nécessaires  à 
la  détermination  de  nouvelles  inégalités. reconnues  dans  le  mou- 
vement des  jplanètes.  On  ne  rapporte  ici  que  les  valeurs  loga- 
rithmiques ,' parce  que  l'on  en  fait  beaucoup  plqs  usage  dans  le 
calcul  des  perturbations  planétaires  que  des  valeurs  en  nombres. 

Le  signe  — •  derrière  un  logarithme  indique  que  le  nombre 
auquel  il  se  rapporte  est  négatif. 

Tome  IIL  aS 
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dltt  àèi 


log  «  -jl^  =  g.3556636,      logée  -^  =3  g.iSoSSaS, 


ai.r>  '  M.r* 


«  -r^  =  8.8978883,  «  -yi-  =  8.fi6a745a, 

•  -gi-  =8.43371485 

log«'  -^  =  9-897»9*5,  '08  «'  -3^  =  9-84«8888, 

«•■^î-  =9.9878111,  **-a^  =9.986oaa9. 


•*  -3^  =  9.9o8aa65,  «•  -jj^  =  9.7869570, 

,.  -ji-  =  9.636a375,  .'  -3^  =  9.463o«8  ; 

log*»-— 1-  =  o.a388655,  log«»  -7-^  =  o.aCegSaS, 

«>  -ji-  =  o.!»64o337.  «•  -jjj.  =  0.3493404, 

*6<«  d'if 

«»  -=-i-  =  0.3913886,  «»  -j-f  =  0.3590579, 

,»  -T^  =  o.3ai8i36  ; 

âog««_i  =0.756583»,  log«« -3^  =s  o.Sagejj?», 

,4_1-  =  0.8811389,.  «*-7:r  =  ••9î653oa; 

tut*  <!** 
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(•)  (»)  (*) 

lo^bs    =s  0.6247104,    logis     =3.035376,      logis     =  o.agoi54o, 

s  "i  • 

63     =  0.07641 18,  b^      =  9.85044^3,  hs      =  9.6167606, 

s  ¥  * 

C«) 
^1    =  9-3780470; 

(*)  (»)  (0 

dbi  dby^  dbi 

Iog«i —nr—==o «82561 3a,  log« -t^=50. 7182303,  log«— -^1=0.5787622, 

«  -~-  =0.4175981; 

d^bf        ^  d^bf 

^^**"5;?"  =  1.3495903,  iog««  -^  =  1.2839992. 

Mercure  et  la  Terre. 

«  =?  ^  =  0.38709812, 

log  «  =  9.58782211; 

d^où  l'on  a  conclu 

I 

log  i    ji^  =  0.3171547a, 


(I) 


et  par  suite 


(•)  (<)  0) 

logi,     =0.3184766,  log^i     =9.6139897,  logi,     =9.0798265, 

ft  a  ^ 

4'^'=  8.5899496,  .     b^^  =  8.1206397,  bV  =  7.663o4io, 

*  a  » 

(«)  <7)  <•) 

ij^  =  7.2119211,  bi_     =  6.7581546,  bi  *  =:  6.2479733  ; 

a  a  .       î 

(•)  (0  (*) 

dbi  <Iii  dbt 

1084-2^=9.2546937,  log«-jr-- ==9.6668(706,  log  « -^  =  9.4111261 
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df^i  dbji_  dhg 

log«   ^=9.0885469,  log« -^^-=8.7394738,  log»-^=8.376aa38, 

«-2l-=8.oo4g6i5,        «-~-c=7.635ai38  5 


Mf  d^b^p  d^ 

logct»-^^  =9«39893ai,  logct*-jji-=9.263a798,  logct«f-2jî-=9.5a5io35, 

4<>  a.*f  4.5f 

«•-^^=9.4433705,      ««-j^  =9.2538373,      a*-^  =  9.oo3a85ai 

^9^1^  «'*i  «•*! 

log«»-^|- =0.4910738,  logct'-^^=9.5o3aaa3,  log«*-^^=9ik>o39o8, 

d?-^=9. 5772965; 

(o)  <i)  («} 

logis      =0.4581591,      10g*i      =0.1975730,      log&3      =9.8736804, 
»  ft  ft 

(3)  (0  m 

b\   =9.5240220,       bs    =9.1868688,        i^    =8.7878712  i 

%  •  a 

logA  *      =0. 292504a,    l0g<t      ^       =   0.0728837. 

Mercure  et  Mars. 

A  =  -|^  =  o.254o53i2, 
log  A  =  9.40492470  ; 

on  a  conclu  de  là 

(•) 

iogi    1  =  o.3o8oiooa. 


0) 
logi^  i  =  9.4^'3775o  — , 


et  ensuite 


(•>                                    (0  (•) 

log  *jL  =  o.3o8a44a,     log*x     =9.4157443,  log  ij^     =8.6^69275, 

a                                                a  a 

0)                                        (4)  <f) 

5i  =  8.oa3o878,          bt^    =7.3675433,  bi     =  6.68ia4ta - 

a                                             *  î  * 
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(•)  (0  (*> 

dbi  dbi  dbi^ 

log  A  -^- =8. 84^404 '>  log*  -^-=9.4374786,  log«  -^i-=9.oioaofti, 

db\  db\ 

*— -^=:8.5o93o35,        «-—-=7 -982 1981; 
da,  da. 

log«*-^^=8 .9049818,  log<t*-2-!-=6.6a7!t693,  log<t>-^^=g^599375, 

d'bf 

«•--j-r-=8.83iaa8i; 
du* 

(•>  (<)  (•> 

logb^    =0.3659624»    ïog^s    ='9.9364513,    logis    =9.434704^' 

A  ft  A 

Mercure  et  Jupiter. 
«  =  ^  =  0.07442555, 

log  <t  =  8.87172138; 


d'où  l'on  a  conclu 


log  i    1^  =  o.3oi63i2, 

""  â 

log  6    2^  =  8.8714210  — . 


a  étant   une   trè|S   petite  quantité^  les  valeurs  de 

^±  y  ^1  9  etc.  ^  ne  pourraient  se  déduire  des  précé- 

dentés ,  avec  une  exactitude  suffisante ,  à  l'aide  des 
formules  ordinaires  ;  elles  ont  été  calculées  par  le 
moyen  des  séries^  conforigément  à  ce  que  nous  avons 
dit  n**  18  et  21 ,  et  il  eii  a) été  de  même  dans  tous 
les  cas  semblables. 

(•)  (0  (0 

log  ^x    iB  o«3oi6328,    logi^     ^  8.8726282»    log  &  1^    =::  7*6199277^ 

b%^    =6.4800069,  bi     =  6.7161703$ 
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(o)  (o  <>) 

dbi  dbi^  dhi^ 

log«-^-^=7.746'5io,  log« -2^=8.8744317,  log«-^==  7.9211178, 

«-^=6.8889aîi4i 

j.&f  d^b'2  d^h^;^ 

iog»*-jj~=7'75i564o,  logtf-2j^=6.9784i8a, log*»-^«=  7,91847^ 
log^r  =.o.3o64558,    log  4'^  =  9.3533647,    logi?^  =  8.3ai8883. 

ft  s  s 

Mercure  et  Saturne. 


«  s=  -;^  ==  o.o4o585479 

log  A  =  8.60837067  ^ 

d'où  Ton  a  conda 

log  ^_  1  =  o.3oïao88, 
Jog  *^'\  =  8.6082811  — , 


ensuite 

(o)  (O  («) 

log  h\_     =  0.3012087,    log  b^    =  8.6o8633o,    log  b^    =  7.0920887^ 
&J     =  5.6302402; 

(•)  (<)  C») 

^&I  ^1  ^61 

log  * -^0=7. 2175594,  log«-2|-=^«6o9i695,  logct-*-^=7.393ia35r 

«*±  * 

«-^—=6.09755555 

log*«.2r~-=7-ai84335,  log«*-g~-=6. 1797732,  Iog«»-2^=:7.38a8i94j 

(o)  (1)  (a) 

log  &3      =0.3026406,      log^^      =9.0868340,      log^^       =7.7929517. 

A  *  ft 
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Mercure  et  Uranus. 


fit  =  —^  =  0.03017895 , 

log   A    =   8.3048987  j 

d'où  l'on  a  conclu 


log  b^\  =  0.30x0743, 
log  fc   1  =  8.3048766 — , 


ensuite 


(o)  (I)  (s) 

log  bx^    ss^.SoioâgS,    lôg^i  /  =  8.3o49857,    log  hi^    s=  6.485oiia;. 

dbV  dbV 

log«t  -— -  =  6.6101641,    logé      *      s:  8.3o59g5o; 

(o)  0) 

log  bz^     =3'b,3oi4a8o,  log  5^   s=  8.78a35i4* 

Vénus  et  la  Terre. 

«  ^  -j?  =  o.7»S3333o, 
log*  =9.85933789  i 

t  - 

d'où  Ton  a  conclu 

log  *^\  =:  o.35633o3, 

(t>  . 

log  5    i^  =  9.8275394  —, 


ensuite 


(o)  (<)  (s) 

log  bx  =  0.3777309,     logii  =  9.974341^'     \o^,bx      =.  9.7333958, 
(S)                                                <4)  <8) 

&I  =  9.5096850,  bi  =s  9.3i53736,  ^j^^    =  9.id33ixo, 

%  "i  % 

b^  =  8.956a36i,    b^^  =  8.7860413,    b^P   =  8.6304588, 
ft              «  » 
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log  5t     =  8.459347a,     log^i     =8.3o34iai,    log&,     =8.1546614, 


bi    =  8.0169498, 


db\ 


(tS) 

bi     =7.8966017; 


<»« 


log« -^^=0.0751629,  log«-7~  s=o.3i58353,  log« -^y^s=o.i75a6oo. 


a 


rf5r> 


>. 0996899,       «  -jA  =0.0077835, 


cAt 


=9.9061077, 


*f 


*<'^ 


«-3f-=9- 7974307» 


«  -^=9.6846536,        «  -^^.=9.5677588, 


db"^' 


(10) 
db\  ' 


db) 


.4469928, 


A—' 


^=9.3314962,       « -^p  =9*  1899095» 


(»») 
<i^i 


*  -^-=9.o45a48a, 

d^b':' 


dbV' 


t.8784874  ; 


^i<'> 
«■^1 


log  «t«-j^=o.6o6a888,  logct»-^-  =0.6955340,  log  «•-jV  =0-6510782^ 


dâL* 


^i»^; 


<2« 


dcL* 


a«i; 


<t»      -  *■  =0.6783 1 46,  «t*   -j   *      =0.6780702, 


^•6?^ 


*.-T-^=o.6i3i433,      «•--î-4-  =0^10866,      «•■ 


dùL» 


=0.6548893, 


d.if 


.^>*V'' 


*»-^-^=o.43i  1 184,     «•-ji-=o.3586fo43. 


d^b'r 


•499^904» 


=:0. 2861098» 


d*b\    ' 


a.*?^> 


««  --Î— =0.2154436,     «»--y2— =o.i563565  ; 
da*  ok* 


^6« 


«/.*<;> 


a'*« 


loga'-j-j-  =i.33«47io,  log*'-^;^  =i.3366oi7,  log»»-^-j-s=t.3^igiag3. 


d'6? 

I î. 

d** 


asjî^ 


rf.6» 


=1.3765018,        «'-gr|-  =1.3996850,        «'-^  =I.4!«64694^ 
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f 

d.if  a.*!"  rf.ftf 

log«5-^-|--=i  «432479^»  iog<'  j\    =1. 4^55955»  lo^^-igj^  =:i.4o653i3» 

d'if  'd.4^'>  d.*f>'     •■• 

«'-2^=1.3774766,      «>-T^=i.335oo68,     «>-^— =1.3786114, 


«'  -j^  ='  .*^5a73,      «'  -^- =1.0974706  ; 


d^hV  i<  4**^* 
loga*.^  =1.3476455,  log»*-^  =3.3559663,  log«4-^jj-«i,36i4438, 

d4i^;-'  d4i<;->  d4J<"> 

«4-^j-=a.363o343,  «4-^^=9.3675333,  «4--i- =9.3899416,- 

dsfc<:>  d55<«>  rfi^v*^ 

log*5— 1.  =3.3411764,  log**-^  =3.3461468,  log««-^I-=3.35o4344, 

d5^^"^  d<">  d^hT 

<ti      '    =3.3437304,      «'-jV  =3.3069397,  «»-T^=3.i65i75S; 

(o)  <0  (*> 

log  03     =0.9996759,     logi^     =0.9480163,  log*3     =0.8684434, 

A  ft  A 

(')  (0  0) 

^3     =:  0.7748044»  ^1    =0.6724969,  ^2^    =o.56a5368, 

(fi)  (7)  (9) 

2^2     =  o.45o36o6,  b^    =  0.3339489......  &^     =  0.0^15573» 

fcj*  =  9.9645463,  *8"\=  9-83«5i59,  4'*^=  9.6838a49  ; 

A  ft  ft 

(')  (^  <<() 

«?62  *^^5  '^^l 
logac      *    =i.6ia57i6, logct      *    =i.566o8o4,  log<f  .*■   =  x.5o3o497, 

(9)  <!•)  (0) 

dbs  db^  db^ 

«— j^=i.ic^3763,  A  ^^=1.1 11180a,  A — /^=  1. 0333309, 

</«&  Ott  Ott 

0») 
«  ^-  =0 .9373535 ; 
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d*b^  d»b\  d*b^ 

log*»-^^  =3.4354a4i,  log«».^^=3;3994o95,lûg«»''3jf-=3-35953i8, 
*»-~-=3.3i8S2a8i 

logA*-^J-  ==4'^3752g,  log«<f-~— =4*^8<>^83^>  'og«*rj~r"^4'55aooo7^ 
«4_^-=4;5i586io; 

d'bf  d.4">  «/»4"5 

log<t»      '    =5.89aoa4a,  log<t»-~-=5.8r373o4,  log«( -—-^.7950759, 

««-^=5.7860966; 

(to)  (11)  (i«) 

log^5     =i.3oioi37,       logi^     =1.2087995,  log  65     =1.11796691 

(to)  (II) 

iogji — -p— =:a.5ao553(8,  logA«--]p— =  a.JnoiSÔa. 

Vénus  et  Mars. 


a' 


«  =  jr  =  o.4747a3ao, 
log  «  =  9.6764404s  9 

d'où  l'on  a  conclu 

<•) 

log  &  1  :=:  o.3a5i8o3, 
'°S^«,i  =9-6636491 — > 
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ensuite 

(0)  (1)  0) 

log  *i     =  o.3283ii8,    logfti^     =9.7173577,    log  ftj^    =9.3735244» 

A  a  a 


b^p  =  8.8731783, 

11 

^2.     =  8.4931373, 

a 

(*) 

bi^    z=i  8.i35o583, 

(6) 
bt      =  7-7655941, 

bj^     —  7.4158073, 

db\  ^ 

dB? 

*« 

logflt-—- =9.47^7»»  ïogA-—-' =9.8005473,  log*-.^  =9.6339.^61, 

<»)  CO  (*) 

dbi_  dbi  db\ 

A-^=9.384S4ii,       a -~- =9. 1330478,        *-^  =8.8455446; 

rf.&?>  d.^'^  ^.^f 

logA*-^  =9.6938757,  log*« -^=9.6119576,  log«*-^  =8.7993530, 

*> -^^=9.7735917,        ««.^^^=9.65487 175 

d^bf  dnf  d^bf 

l«g*^  "5âr  =9-9'33336,  log«»-jjj-=9.9565i47,  ^og^^-g;;!-  =9-94i9oî*7> 

^^^'^ 
*3_±-=o.o573876; 

(o)  (1)  (9) 

log^3       =0.5469831,      log  ^3       =0.3635733,      log^S       =:  O.I3353o3, 

a  ■      %  a 

(5)  <0 

b^     =  9.8589603,  b^     =  9.5833393; 

a  a 

(>) 
e?53 

log  flt      *    =  0.6045910. 

Vénus  et  Jupiter. 

a' 


rt  =  -^  =  0.13907116, 

]og  «  =  9. 14333716  ; 
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d'où  l'on  a  conclu 


log  b^i  ss  o.3o3i375» 
*J[[\  =9.i4ai836— , 


ensuite 


log 4°^  =  o.3o3i48i,    log  *?^  =  9.1464133,    log  4'^  =  8.i65o365, 

(s)  (4)  <0 

bi    s:  7.3993765,  bt^    =â  6.3x4499>»  ^>     =  5.4ii6i97t 

<•)  <0  <») 

log  i-g^  =8.2960146,  log«-^  =91537757»  log  «-^  =  8.4696673, 

dbT  a^f 

*-^  Œ7.7088843,       *-gj-  =£.9993713  ; 

log**-^  =8.3i48553,  log«'-^  =7*7995187.  log** -2-^=  8.4838073, 
«•.grj^=8.oi39749î 

(o)  (1)  (•) 

log  6^     =0.3300913,     logés     =9.6363687,     logés     =8.875373189 

ft.  •  A 


Vénus  et  Saturne. 

*  =  —  =  0.07583790, 

log  *=  8.87988655 

d'où  l'on  a  conclu 


(o) 

log  b^x^^=-  0.3016543, 
log  ft     I   =  8.8795737  — , 
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ensuite 

log&f^  =  o.3oi6563,    JogftV^  =  8.88o8îi5o,    logé?    =  7.635735o, 
bi^    =6.4116197,  bi^    =5.a55a484» 

log*-^  =7.7615875,  log«-^  =8.8826960,  log«-^  =  7.9378074, 

«-^=6.9a46ai9i 

J.5f  rf.5f  rf.&f 

log«*-2jjî-=7.768îii52,  log«*-^j^  =6.9965872,  log«^-j^=  7.9120461  ; 

t 

(•)  (I)  (a) 

log^s     =0.3066643,     lo%b^    =  9.361 7o5o,    log^s     5=8.3382772. 

t  a  â 

Vénus  et  Uranus. 


af 
«  =  —  =  0.03770634, 

log  «  =  8.5764145  { 

d'où  Ton  a  conclu 

log  ^^  1  =  0.3011843, 
log  *^\  =  8.5763374—, 


ensuite 

<•)  <<)  (a) 

log^i    =:  o. 3011846,  log&j^    =8.5766292,    log^i     =  7.o28ao5i, 
%  %  % 

bx^    =  5.5a5i234; 

a 

dbi^  dbj^  dbj^ 

*®8*"S"=^*4^*7458,  log «-^=8.5767744,  log «-^  =  7.3294917} 

(0)  (i) 

logi^    =  o.  8024203,  log*^    =  9.0546947. 
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La  Terre  et  Mars. 


a" 


«  =  -5  =  o.6563oo3o, 
a' 

log  «=  9.8171096; 

d'où  Ton  a  codcIu 

logè^  i^  =  0.3467287, 

et  par  suite 

(o)  (0  (t) 

log  il     =  o.36oo5oi,    logfcj.     =9.9055600,     logfcj^     =9.6080808, 
»  a  « 

fl)  (4)  (5) 

iV  ==  9.3514059,  hi     =9.ii3853i,  bx^     =8.8874485, 

a  *  » 

/6\  (7)  m 

51'  t=  8.6683393,  5ji     =  8.4545400,         K^     =  8.^6482; 

»  •  • 

log *-~r~  =9.9063386,  log* -—-=0.0912253,  logct— t2-  =  0.0a 1 5552, 

CM  udt  £Ut 

0)  (0  <0 

£?fc_l^  ^^2.  ^^i. 

«t—jî— =9.9108710,      ■      «t —-7^=9.7812253,  «t—-^    =  9.6407118, 

(6)  (7) 

dbj^  dhx 

*-^  =949«8^78,        «  -^,^-=9.3401255  j 

d^hf  d^}^  d^bf 

log«^-2^=o.33i8798,logrt«-^~-=o.3io4ii3,  log*»-^^  =0.39*4441, 

d^bV  d>b?  d^bf 

««-r-j- =0.4165244,      rt*-j~  =0.3958687,      «•-JY*  =0.3453367, 

d^bf 

A*    .  *  =0.2768718  j 

d.jf  «/«if  a>hf 

Iog«»-j-j-=o.9i4ai47,  Iog«»-^jj^=o.9a53683,  logai-^^so.gSiifgi, 

d.i<:>  d^hf  d'bf 

«>-g-i- =0.9736713,      «».^  =1.01 14648,      «»-2j^  =  i.oaa3o67; 
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(O)  (I)  <•) 

iog^>3    =0.8360921,  log^s    =0.7579948,  logij    =  o.DfSSggS, 

^3  =  0.5126796,  53  =  0.3713996,  ^3  =  o.aaSiSoi; 

A  à  ft 

(«)  <*)  <0 

dbs  àb^  dbs 

log  A-— ^—=1.3 196526,  logrt —5^—0=1.3258052,  log«— -—^=1.2219588, 

(*> 
^^3 


et  -—— =0.9295514. 

La  Terre  et  Jupiter. 


a" 


<t  =  — —  =  0.19226461, 
log  «  =  9. 3888993  i 

d'où  Ton  a  conclu 


et  par  suite 


log  b     i_  =^  o.3o5o344> 
log  b^\  =  9.2818785  - 


(<»)  («)                                               («) 

log  ij^     =  o.3o5iii8,  log  Ai     =  9.2900413,     log  ^j^     =  8.4501721, 

a  s                                                    s 

<3)  (4)                                                   (S) 

bi^     =7.6547155,  *»      =6.8913144»              *1      =6.1189258, 

ij^     ==  5.3577377; 

(•)  (0                                        (») 

dh\  db\                                      dbt 

log  «-3^  =W86i99i,  log  «  -^  =59.3032686,  log  A  -^=8.7581084, 

O  (0                                    <*> 

dbt^  dbi                                      db\ 

«t-^j-  =8-ï3474i5,  A  -^  =7.4979214,        «  -^-=6.8ai5o43; 

d»6f  d^b^^                               d^b^^ 
log*>-^=8.62i78ii,  log  A»  j^i;  6=8.2363382,  »og  ««-2^=8. 7796309, 

d^b^' 
«•-^=8.4409336  i 
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rfi&f  atif  rf.&W 

log«»-2^-=8.oi98i63,  log«»-2jf=^.3io3335,  lDg«ï-j^=  8. 0086373  j 

(O)  (i)  (t) 

log&«     =0.3377508,    logis     =  9«79'7348,    logi^     =9*1708494, 
i^    =  8. 5i  10675. 

La  Terre  et  Saturne. 

a* 
*  =:  — ^  =  0. 10484520, 

log«  =  9.0205486  j 

d'où  l'on  a  conclu 

(o) 

logi    1  =s  o.3o3!iaa8, 

*"» 

*_  1  =  9.0199505—9 

et  par  suite 

1     v^ 

lOgii 

h 

O  <0  <») 

log«-~- =8.0474891,  iogA-g^  =9.0359592,  logA--^  :=8.aaii887, 

*  -^  =7-39674^.» 


par  suite 

h\     =  o.3oaa3o3,    logij,    =  9.oaa3583,    logii     =7.9181510, 
4'^  =  6.8596136,  4^  =  5.82oi358j 


log«*-^j^=8.o57a429,  log*»-^J-=743237a8,  log«*-jjr  =7-î»a47379» 

(•)  (0  (•)  ' 

[pgij^    =  o.3ii8a36,    logi^    =95066998,    logis     =  8.6a3oii4. 


Ipgii 

Zû  Zîerre  e^  Uranus. 


a" 


A  =  — j^  =  o.o5aia866, 
log  «  =:=  8.7170766  ; 
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d'où  l'on  a  conclu 

w 

log  b   i  =  o.3oi3a4>9 

(0 
log  b^i  =  8.7169391, 

et  ensuite 

(o)  (1)  (s) 

log  &j^     =  o.3ox3a44»    log^i     =8.7175166,     log  bt     =7.30963039 

sas 

bi     =:  5.9471  loi  ; 

a 

(•)  (O  C») 

dbi  dbt  dbi 

log  rt-^-as7. 4354786,  logct    /  c=8. 7184035,  log «-^=7.6116640. 


Mars  et  Jupiter. 


et  = 

log* 

^__ 

0.39395213, 
0. 1838974 I  j 

d'où 

Ton 

a 

conclu 

log 

^  % 

= 

0.3103993, 

log 

= 

9.4630606—, 

ensuite 

(•}  <o  <*> 

log  ^2.     =0.3107170,     logftj^     =9.4813308,     log  61      ^8.8348545, 

«  ft  â 

^i^     =  8.3137037,  bi^     =  7.6376730,  bj^     =  7.1037766, 

b^P  =  6.sfoi8398,         b^P  =  5.9084314; 

(o)  (I)  (a) 

<2&  I  dbj^  db  I 

log  «-3^  =8-977347»»  log  A  -^  =9.5io55io,  Jog«  -^=9. 1433157, 

O  (0  (S) 

* -gr- =8.7035675,        A -^=8.3333583,        «-3r"=7. 7614 147, 

(8) 
«--~— =7.3573000  ; 

Tome  III.  2/1* 
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d-fcf  d-fc*^'  *t?> 

log  «•■j^=9.o6oa9^  log<t«-j--î-  =8.8337185,  log  «'-gj"  =  g-a^S^goi, 
*»  -^  =9.0335699,      «•-g—*-  3=8.7281097  i 

rf3*f  dBi<;>  rfSif 

log«î-^p-=8.8dô7aoo>  log«»-g-|-  =8.97756a3,Jog**-gr^=  ô.8«43845, 
«ï-^=9.i3843i4i 

<0)  (l)  <») 

log*^    =  o.388a367,    log^i     =0.0171193,    log^à     =  9»  5^59876, 

(') 

fc^    =9.1070131; 

O  (*)  (•) 

</fc3  «^63.  db^ 

logn-g^-  =0.0093919,  logK-—^  «o.i4a5a64,  log*  -^  ==9.9434603. 

iUfary  et  Saturne. 

4  s*  —-   =  0.15975187, 
log«  =  9.203445^7  i 

d'où  Ton  a  conclu       , 

logè^j^  ==  o.3o3796i>, 
*  a 

(I) 

Iog&    1  =:  9.ao30$38— , 

""¥ 

et  par  suite 

(o)  (l)  (») 

logfcj^    =  o.3o383i9,    \o%hx^    =9.1076487,    logA^^    =:  8. 28661 36, 

%  %  % 

h^P  =  7.411Ï144.  4^  =  6.5566643,         b^^  ^  6.7144136^ 

(O)  (i)  (•) 

dbt^  db\  dbi^ 

log«.2Â-=8.4t95i43,  log« -2^=9.^160695,  log 4 -3^=6:8.^3320, 

dbV  db'P 

«-^=7.8913315,       «-^=7.1607899; 
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a.&f  d^bf  l^*<:> 

ïog«»-5r^=8.44435©,  log*«-3j^^=7.9858999,  log«*-jjî.  =8.6089574, 


d.^V> 


«•-^=8.1997561  i 
log«'  -3~-=7.68i98o7,  log«»  -^  =ao347i3i  ; 

(o)  (i)  (a) 

log  ^3.    =  o.3a6a5o9,     log  6^    =9.7016395,    log6^    s=  9.oo«l^). 

ilifar^  et  Uranus. 
*  =5  ^  =  0.07943807, 

log  «  =  8.8sf9974oo; 

d'où  Ton  a  conclu 

log  6    1^  =  0.3017148, 

(0 
log*..!  =  8.8996311, 


et  par  suite 


(•)  CO  (O 

log&j^    =  0.3017171,    log  bx     =  8.90TOo58,    log^j^     =  7.6763*77, 

a  ft  ft 

• 

(S)  <4) 

bi     =  6.4969196,     bt      =  5.3377840; 
a  s 

(«)  (0  (•> 

^*i  .^^1  4^1 

log  A  -~— s=7.8o3o385,  log  a  -~-=8.go3o654,  log«-TÎ-=7. 97851 06, 


A      *    =6 .  9785oa3. 

Jupiter  et  Saturne. 


*  =  —  =  0.54531735, 
log  «=9.73664999; 
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d'où  Ton  a  conclu 


log  ^__  1  =  0.3327780, 

(') 
log  b^  1  =  g.  7195076  — , 


et  par  suite 


(«>  X')  (•> 

log  ^i    =  o.3385o3i,    log^j^    =9.7938403,    logAj^    =  9<4iio<W* 


bj^    =  9.0717903, 


.<4) 


(0 


bi^     =  8.7524495,  *jL     =  8.4446069, 


.0 


<•) 


bi^     =8.1440915,  bt     =7.8480731,  bx     =7.5543316, 


^L    =  7.35663i4> 

db/ 
log'« --^=9.6444847, 


(10) 

6j^    =  6.9361  ii3. 


00 
&i     =  6.5o836o3; 

1 


0) 


to 
dbV 

log*^ 


.9078356,  log« 


«-2^=9.5979148,  A  -^  =9.3930307, 


<8> 


^^?^ 


. 7800748 j 


•1755349, 


«-2-î-=8.95oi83i,        «—-=8.7190065,        A -^=8.4861615, 


A  —/^=8. 3563543, 
a« 


(10) 
db\    ' 


* -3^=8. 0433959; 


d«*V> 


w;> 


log  *• -3^=9.931971  h  log**-3^  =9.88o3i34,  log  -f-g^  =0.0199696 

949789a.      *'-S?-  =9-835485t, 
=9.5318879,      ««-^^  =^3544666 


«»       *  =o.o3i5i87, 
it"-jY"  =9» '5916135 


£/«• 

I 1 

£/«• 
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d^bV  à»bf  d»hf 

lo|5«»-T-|-  =0.3917600,  logit»    V  g-  =o.3i93a35,  log«»--r-|-t=o.3i8aioi, 

d'if  d>bf  d>bf 

«»-3j^  =0.3990137,      «'-jjr  =o.44«88oo,      «'-jjr  =<»-43i5o4o. 

.'^=0.3848435,      «»-^  =0.9975474,      ««-^=0.1906973; 

rf4Af  d*bf  d*b^:> 

log«<-^|^  =6.8739478,  log«*-T-î-  =0.8706088,  log«4-^j-=o.8873i49, 

dibf  W<  rf 

««-2^=o.9<>o>709,      ««-2|^=o.95a5534,      «^-^î— =i.ooi7m4; 


•4-5-?-=:i.oao9a3a,      «*— p^=i.oio9o4r{ 


d*'       " — '  d»* 

d»tV*  d»i«  d.6?> 

log*'-^^  =1 .5568463,  log«*-jjl-=i.56oa8io,  log«»-j-|-=i.56&iiao, 

d.i?'  «?.*<«  d.6? 

«'-35-=i.5786o49,     ««-gi-  =i.5966a58,     •»-2^=i.6a99468. 


K  S 


3^=i.643384a  j 


(9i  (0  (*> 

iog  6.3     =  o.GSgSaSS,  log  & j[     =20.5031767,      log&s     =  o.3i85o8o, 

(S)  (0  (0 

&S  =  o.  Il  349^^5,  bi     =9.8943626,  bi^    =9*6684399, 

•  ?  A 

<«)  (7)  («) 

is  =  9.4371619,  b^     =-■  9.2008490,  b^     =  8.9651546, 

%  u  % 

bs     =  8.7317660; 

(o)  (I)  (A) 

«^^3.  dbi  d&3 
log « ■"^- r=o.9o34i45i log «  —^1-^=0.9196246,  log « "^    =  0.8642731, 
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^iP>  \ii<*>  M^'^ 

dh^  db^  abj^ 

]og<c--Z.=o.76t898S,  log« -7^=0.6188090,  log«-^  =0.4748%, 

€Mmm  €mwt  •*• 


^j^^*>  j»!^^>  ut}'^ 

dbs  dbs  V^l 

«c-^-=o.3o6o38a,  •  •^-=o.iai554i»  *    ■/     =^.9308850^ 

d^bT  M,f  d^bf 


d.fcf  d'bf  <hb^ 

rf.i^'>  rf»4'>  a»**i» 

'"«•'■3^  =a.ia9o5C7,|(p««.2j^=a.H9io87,log«»-2ij-  =«.1184890, 

et}    ,  *    =2.io5i4i4>      *'-^— =3.0795771,      a'-t^j— =a.o33688a, 

«•^^^=1.9695490. 

Jupiter  et  Urafius^ 

a  =  —  =  0.37112980, 
log  «  =-  9.43317733; 

d'où  Ton  a  conclu 

(o) 

log  A    i  =  0.3089757, 


et  par  suite 


log  *^i  =  9.439^303  — > 


(o)  (i>  (») 

log^i  =0.3093807,    log6,  =9.4455513,    log  61     ;=  8.755t58i, 
»                                     •  * 

h^r = 8.1098831,   b^!^ = 7.4854333,    4*^  =  6.8731563, 

A  a  ft 

(•) 

61  =  6.3O787544 
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Ç»)  (')  (*) 

db  1  db  1  dbji^ 

ïog4t-^=:8.9o36oîi5,  log«..-i- =9.4704149,  logA-^ssg.oToag», 

rfif  a*i*>  «i^r>       •• 

«-^p- =8.5957359,     «--i- =8.0953766,      «-^  =  7^309883, 

log«»-T-î-=8.9747a8i,  Iog«'-Tj^=8. 7106193,  loga'-^j^^g.nSSSga, 


y  I 


rf.i5*>  d.*î>  d'tV»  ^ 

log««— î-=8^763aî4,  Iog«»-^=8.8447846,  iog«>-*;j|-=i8. 3.348045; 

logés     =0.3750946,    logé^    =9.97*5^,    log^i    =9,4985660, 


H    =,8'9967743. 


a  - 


Saturne  et  Uranus. 


t. A* 


«  =  —  =  0.49719638 , 

log  «  =  9.69653803  i 

)        ^  ■' 
d'où  Ton  a  conclu 


log  b^  1  =  0^1^490^9 
log  5^_i  ^  Q.6824310— ,. 


ensuite 


logéi^    =  o.33i3i39,    log ^i  =r5:75i9446,     logé,     =9.^187163, 

a  ft                    ¥            * 

(J)  (0                  (5) 

i,   =  8.9386898,  *,  =  8.5787423,,    bi^      =  8.3301934, 

"û  'i                                  %               ■ 

(6)  (7)                   (») 

ij,  =7.8880671,  é_j^  =7.5467*77,    k±    =  7«ï894gp3j 
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<o)  (l)  (•) 

dbi  '  dbi^  dbt 

log«  -^1^9.5309837,  lpg« -2^=9.8344534,  log«  ^=9.a7385a8, 


(O                                      (0  (S) 

dhi                                      db}_  dhi 

«^=9.4546038,        «-^±-=9.2113386,  «-^-=8.9550935, 

(6)  <7) 

dbi^  db^ 

A    J  =:8.g9ia8o5,        «~^-=8.4a6o33o; 

rf.tf               d.*i'>  d.ftf 

ïog«»-2jjî-=9-769>o4o.  •«>g»*-5;^-=9-6979»7».  log««-2^=^*^^9»53a; 

d<                              rf.if  4.*f 

«•— i-=s9.85«63aa,      «i*-^-^  =39^7506345,  *«-j^  =  9.(5016337; 

«•■^=9.42,«39555 

diif'                               d'iV*  d'6?* 
logat' -^——=0.0340173,  log<t>    ■  ^  =0.0708710,  log<t>  -^  *   =o.o63SS63y 

««*-^^s=30.i65a8îw,       A>— ^-j-=:o.ao3i493,  «•-^•^=o.  1736498; 

(o)                                          <i)   \     '  (1) 
log^S     =  o.574i36i,     log&s     =0,4061981,    log^3     =0.1848201, 

ft                                                 A  a 

^3      =  9.9405688,             b\      =  9.6835549,  bz      =  9.4185433, 

db\                                     ibV          ^         .  jA 

log« -——=0.6858247,  log«-^-=o.6563a47»  'og« -^-=0.391 1789, 


■•u^»: 


■   r 

■    i>    1 1 


V  .      •        .         .      » 


/     ^ 
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CHAPITRE  XI. 


Expressions  numériques  des  variations  séculaires  des 
élémens  elliptiques  des  orbites  planétaires. 

90.  Nous  nous  occuperons  dans  ce  chapitre  et  dans 
les  su  i vans  de  déterminer  les  valeurs  numériques 
des  inégalités  des  planètes  résultantes  de  leurs  at- 
tractions mutuelles.  Nous  commencerons  par  les  va- 
riations séculaires.  Dans  le  chapitre  VIII  du  livre  II, 
nous  avons  donné  l'expression  analytique  des  inéga- 
lités de  ce  genre  qui  affectent  chacun  des  élémens 
des  orbites  planétaires;  nous  allons  maintenant  ré- 
duire ces  formules  en  nombres.  Pour  cela ,  il  faut 
d  abord  calculer  les  valeurs  des  quantités  que  nous 

avons  désignées  par  [^,«']  ,     ci^a'^^  etc.,  Ca^a'^ 


(a^a'^  ,  etc.  On  a  d'abord  déterminé  les  valeurs  de 

\a ,  <5i'] ,  ffl,  a'I ,  au  moyen  des  formules  du  n*  65  du 

livre  II,  dans  lesquelles  on  a  substitué,  à  la  place 
de  (a,  a'),  (a,  a'y^  leurs  valeurs  en  fonction  des 

quantités  b^^i  ?  ^1\  f  T^^  ^^*   ^*^  calculées  précë- 

demmént.  En  effet ,  en  comparant  les  développe- 

JL 

mens  des  fonctions   (  «•  —  aaa'  cos  (p  +  a'*  )*    et 
(i  -^  2«  cos  <p  ^*  ecy ,  on  a 


•'« 
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I  (•)  ('/ 


on  trouvera  ainsi 


[«,«']   =- 


Sm'na  1  (i  +  **)  i    j^  -f-  -ab    i_  | 
«,«']    = i= ; ^ I—I2J. 


Lorsque  les  quantités  [a ,  ar\  et  a;c!  seront  dé- 
terminées, on  en  conclura  les  valeurs  de  [a',  d\  et 
\a', a\  au  moyen  des  équations  suivantes^  données 

n^et69,  Uvre  H, 


:  .    ^^'^^=^^-^^'^IS]  =  5^Œ3. 


On  pourrait  d'ailleurs  calculer  directement  les 
quantités  [^,  a']  et  fa^a'!  par  les  formules  sui- 
vantes, n'*'  53  et  65,  livre  II, 

C.,a]  =  ^_  (..-_  +  . as -^^;, 

73  =  -.  "lût  f.A(0^a-^^- 1.3  ^\ 
»  a     V  da  ^         da*     J 


En  substituant  à  la  place  de  A^**^,  A^'^  fBit  de  Jeur$ 
diflférences  leurs  valeurs  en  fonction  des  }Ki,  ôV^  et 

î  a 

de   leurs  différences,  quantités    dont    nôiis  ^yons 
donné  les  expressions  numénques  dans  le  drapîire 

précédent,  les  fonctions  [^,a']  et  ffl^ja'!  se  trouve- 
ront exprimées  au  moyen  de  quantités  connues. 

Si  dans  les  formules  du   n°  74  du   livre  II  on 
substituait  de  même  à  la  place  de  (a,  ci)  et  de  (o^  a'/ 
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leurs  valeuïs  précédentes,  on  exprimerait  également 

les  quantités  (uj  a'\  (âja'\,  eto ,  en  fonction  de    "' 

^-i>  *-iî  ^^^^  ^^  ^^%  P^"^  simple,  pour  les  calculs 
numériques,  d'exprimer  ces  valeurs  en  fonction  des 
quantités  b^^ ,  èî^ ,  etc.  En  négligeant  les  puissÀUces 

2  a 

des  excentricités  supérieures  à  la  seconde,  on  à, 
n*  74,   livre  II, 


dé       I        dP         _<£F 
at       a        de  da 


On  a>  n*  55^  livre  II  > 

La  fonction  (/>'— ^•p'H^î'-^j')*  est  le  carré  de  Findi- 
jaaison  de  Forbite  de  m!  sur  celle  de  m;  cette  inclinaison 
est  constante  lorsqu'on  ne  considère  que  l'action  ma- 
tuelle  de  ces  deux  planètes  :  sa  variation  est  donc 
nulle,  et  cette  fonction  ne  produit,  par  conséquent, 
dans  l'expression  de  Sg  ,  que  d£s  termes  prqportion- 
nels  au  temps  t ,  que  l'on  peut  négliger  puisqu'ils  se 
confondent  avec  le  moyen  mouvement  dans  l'ex- 
{iression  de  la*  longitude  mojëniie.   En  substituant 

donc  çouf  x"  ®*  ^  leurs  valeurs  dans  3-,,  on  aura  ^ 
côilinàie  dan^  le  n^  74  dki  livré  fl. 


d% 


.,^g)^cqfV— •).        {Jl^% 
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En  sapposant  ici 


, ^  m'/i  /       JA(o)  ,  ,  ,  d*A(P>  ,     ,  d*A(n\ . 

/— :?\  »»''»/    A<..        .<6i(0  .    e_,  ^'A(')  ;  ^  ,  J>A(0\ 

(«^==^  ^(^a«AC.)-îia.-g^4-i5a»-3j;-4-4*<-5;^). 

Si  l'on  substitue  dans  ces  expressions ,  k  Isl  place 
de  A^'^, -^— ,     j\  9  etc. ,  leurs  valeurs  n®  ^4,  elles 

se  trouveront  exprimées  en  fonction  de  hT ,  b^? ,  et 

de  leurs  différences  relatives  à  a. 

Au  moyen  de  ces  formules  et  des  valeurs  numé- 
riques rapportées  dans  le  chapitre  précédent  ^  on  a 
trouvé  les  résultats  suivans,  dans  lesquels  (i  +f^)9 
(i -(-/t^y  etc.  y  sont  des  coefficiens  îndétei^minés  ^ 
par  lesquels  on  a  multiplié  respectivement  les  masses 
de  Mercure,  Vénus,  etc.,  que  nous  avons  adop- 
tées, afin  de  pouvoir  corriger  immédiatement  ces 
résultats  à  mesure  que  les  observations  feront  con- 
naître plus  exactement  les  valeurs  des  masses  pla- 
nétaires. 


[a,    O  =t  (1+  j/  )  a-,9io335,  [^73  =  (»+)»')  i^i»7oo86, 


[«,   a*]  =  en-  ^«  )  o",89i538,  [JT^I  =  (i  4-.  pi'  )  oMa>9o8, 


[tf ,  «n  =  (i  +  fJ')  o>a7984,      ^     [a,  oT^  =  (i  +  gj»)  o*,oo88i4, 


[a,   «▼]  =  (i  -f.  ^T  )  o",077o59,  [tf.  a^J  =  (i  -I-  /«▼  )  0^003908, 


[«,a^«]  =  (1  -f./u^«)  o^ooi85a,  [ïîfïll  =  (»  +  f*""*)  «•,oooo45, 
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]  = 

]  = 

]  = 

]  = 

]  = 


(i  +  fx)  o^447993, 
(i  4-/«")  6",86oiiîï, 
(i  -h/«"^  o*',ioao48, 

(i  +  ft^)  o",i9836o, 
(i  +iu^O  o">oo474o. 


]  =  (i  -h  f»)  o*,fo35o6, 

T  =  (I  -f.  ^')  5',i74o37, 

T  =(i4-iu'^o*,îi98!iîi8, 

n  =  (H./«'07V34655, 

r]  =  (i -f.  ^T)  o*,3a564g. 


[V^ 


E 


=  (i4-  ft)  o",387865, 
=  (ï  H-/*'0  5%7ii9oo, 
=  (r+f*«')o",o587i7, 
=  (i-f-/*'Oo",7a5377, 
=  (i  +  /«^)o",oi8788, 
=  (i  +/«^«)o",oooaa4» 


=  (H-f*')  4*,3o8<»7, 
=  (ï  +f«*)  o*',aa93î6, 
=  (H-  f««▼)I^68a798, 
=  (1  +  /«▼)  ©•,042580, 
=  (i  +f»^0o*»ooo5o4f 


»]  = 

0  = 

1  = 

n  = 

-]  = 

"]  = 

à]  = 

o  = 

in  «= 

n  = 

I»]  » 

1»']  = 


(i  +   ft)  o»,oi9797, 
(t  +  fO  o',468978,  t 
(1  +ju")  i',8i73i8, 

(1  +/«')  o'.ftwSe, 
(i  +/«»■)  o',oi46a5, 

(i  +  /*)  o'',ooo34o*, 
(i  +  ^  o*,oo4o9i, 

(l  +  ft")  0*,009I3}, 

(i  +  ft*)  o*,oo3io5, 
(i  +  /«»)  7',367»8o, 
(1  +H'")  o*,io6aoa, 


E3 


EZJ] 

Isa 


(i  -f«  fi)  0*^,006235, 

(I  +  ^0  o",a6985i, 
(1  +  ^T  i",397369, 
(i  +/««▼)  5*',284a9o, 
(i  +  /«▼)  o'',ia5346, 
(i +/«▼«)  o^ooi45i. 


[fllz— f]  ^  (*  "*■  A*)  o^jooooaa, 
[?^77]  =  (i  +  fO  o^ooo709, 
(i  -f.  /«•)  0*^,002182, 
(1  +/«*')  o*,ooïï^> 
(I+M•T)4^8I5454, 
(i  +  ««▼«)  o*,o353i9. 
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iar 

la- 

[a- 
la- 


(i  H-  fi)  oVoooag, 
(i  +  i/)  o*,ooo477, 
(i  -^/u*^  o",ooio39,  . 
(i  +iu*^  o",ooo33o, 
(i  +/*'0'8",ia9i!i9, 
(i  +iuT«)  o^386656. 


,  a]  =  (i  -+.  /u)  o",oooooa, 
,  «T  =  (i4-  fcO  o'',oooo4i, 
,  a"]  =  (i  +/«•)  o^jOcooSg, 

,  a*]  =  (i  4-f«*0  o",ooooî8, 
,fliT]  =  (i+f»'^)  o",93i3o5, 
,   a-]  =  (i-f-/*0  I^39099o, 


£a%_fl]    =  (i  4-    ft)  0^,000001, 

r^\  g"]    =  (i  4-  #*0  o^oool36, 
{ô\^    =  (i  4-iO  ©•jOopofiS, 

fg^»,    g^  =:  (i  -{.  ^)  o'^oooooo, 


[ 


a-* 


[ 


«▼« 


fg^' 


[— 


[ 


gv' 


g^J  =  ('4-/0  o",oooooo, 
^]  =  ('.•f-/«*)  0^,000001, 
g^  s=  (!+/«•)  o",ocv)oo3, 


£2]  =  (i  -f^«T)  0V12661» 


gj]  =  (i  +  #«^)  o^83548^. 


Qi  •  A  Faîde  de  ces  valeurs  et  des  formules  du  cha- 
pitre VIII  du  livre  II ,  on  a  obtenu  les  résultats  sui- 


vans,  dans  lesquels  ^r  représente  le  mouvement  si- 
déral en  longitude  dû  périhélie  à  Tépoque  de  1800 
et  pendant  une  année  julienne  de  365^,25;  ^  est  la 
variation  de  Texcentricité  a  la  même  époque  et  pen- 
dant le  même  intervalle:  ^  est   la  variation  an- 

nuelle  de  Tinclinaison  de  l'orbite  à  Fécliptique  fixe 
de  1 800 ,  -jT  la  variation  annuelle  de  cette  même 

at  0 

inclinaison  à  Técliptique  vraie  ;  -^-^  est  le  mouvement 

annuel  et  sidéral  du  nœud  ascendant  de  Torbite  sur 
Fécliptique  fixe  de  1800,  et  ■—  le  mouvement  an- 
nuel et  sidéral  du  même  nœud  sur  Fécliptique  vraie. 
Enfin  ^  comme  nous  l'avons  dit^  (a^  fâ!^  etc«^  repré- 
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sentent  les  corrections  dont  sont  encore  suscepti- 
bles les  masses  planétaires  ^  ces  coefficiens  devant 
être  supposés  égaux  à  zéro  jusqu'à  ce  que  le  temps 
et  les  observations  attentives  des  mouvemens  pla- 
nétaires aient  permis  de  les  déterminer  avec  exac- 
titude. 

Mercure. 

i 

dm 

~-  =  4^8i5i46  +  a'',874oo8/  4-  o%a6747if«"  +  o>a88i4/u'» 

-h  l'SSTôSiS/i'^-f  o'',o76oa7/i^  +  o*,ooi853^t», 

^  =  o'>oC5327  +  o",oio4!7//  -h  o",oo3oa8f«*'  —  o'',ooo8o5f«"' 

-?•  o*,op637i/««^'+»  o'',oooo56î|H^  4*  o^joooooïft»*, 

jî  =  —  o",ii55a8  —  <,<>83394^  -*  6",ooôo3V  —  oVagoaeis*»^ 

—  =3  —  4"»^^^^^^  —  i'',68iîi7ayK'  —  i'',oaa435/u*'  —  ©'',020690^*' 

—  i*,4^i36a3^«^—  o'',o66934tt^  •~'o'',oo\&jtft^', 

^'  =  +  o',i74o77  -h  o",o64865/  +  o^ooo3oau*'-4-  o",o98978/«'t 

+  oVogSSgft^  H-  o*,oooo36f»^«, 

^  =  —  6^686635  ^  oVo35oQu  —  3%dmSigf/  —  o",a8886d^'' 
—  0^098428/4^— ^,a  14 1^*^—0",  II  2948/«^—  o*,oo24îW^'» 

Vénus. 

^  -=  -  i«,95fli7a  —  4",020954/u  -  5',397788/«*'  +  o^83428îv^ 

+  6%54499|7/«'^+o'',079738/«^  +  o',oo3554/m^s 

-=-  =  —  o'',ia3569  —  .o*,o42732f«  —  o",o47oi4/u"  —  o*,ooaig9f«* 

—  o",o3oSi5gïM'^*'-o*',ooo67a/uv  -+•  o",ooooo7/*^', 

^  =  ^  o«,ai5468  +  <»Va66o7Ai  -h  o^ooi^fip^  —  o«',o3a349^»^ 

^'  =  -•  9%33i95o  +  o'',36479£v*  -  6^.860 ifai»"^  o^o5a83V^ 

—  a''^ii|i^7;r^*,p8aoifii«^  —  ô",oo366  !/»▼«, 

^'=  -f.  o%o47w6  -f  o>ao46cn  —  o«a>os84v^  +  o\«i6t^y 

H-  o^,oa334j;^<^  o'jaopooi/i^', 
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-J-'  ■■  —I7*',5a73i90  +  ©•',177006^  —  5",i74o37fe'  —  6%86oii%u" 

—  o*,i9e657/«*—  5*,i95o33fi«»—  o'',a73oi8^'' 

> 

La  Terre. 

^=      ii",i748i5-o',4385iV    +  3*,6454oV  +  o*,87e6ii/««' 

H-  6^998oi4/u*v-f^  o^iSeogatc^  -f,  o%oo7aoîi^^», 

-g-  =  —  0*^,090338  —  o^oo4a86f»    -l-  o'',oi44i^'  —  o*',oi9o4^* 

—  0*^,08 ioi4ai"'^—  o*',ooo4aa«*^  ■+•  o*,ooooa9fi^'. 

Mars. 

^  a:      I5^58456l  4-  o%o!ia645iu    4-  6^48713^  +  i%93aaoa/ 

*-|.ia*,46357Q»«^4-  o*,e6368iiu^-|-  o*,oi53a%c'^', 

2^  =5  +  o*',i88466  +  o^ooiaS^Ec    +  0^00074^'  -h  o*,oaog65îu'' 

+  o*,i59a38/««^-|-  9^oo6285^^  —  o',ooooiC^''' 

^  ^  —  0^395946  +  o",oooo87/u    —  o",oia56if*'  —  o^a58o5ift>^ 

—  o*',oa4637f*^  —  o'',oooo83f«v«, 

^  =  —  9",65i975  +  o^oSeoS^w    -^  o*',3o483o/u'  —  i^8i7ai8/«" 

—  7'',933ia4/u«7—  o",a5347syuv  —  o",oo9o3^v*, 

dû'' 

•^  =  —  o'',oi99a5  —  o^oooSÔT/u    +  o'^jiaôoao^  —  o%i3364!^'v 

—  o",oii897fi^  —  o",oooo39fi^«, 

^  =  — a2",a9i4o8  —  o'',34o5a3/*    —  8",a32ji78/  —  i*,8i7ai  V' 

—  o",a98aa8f**'.— ii',i43ia4fc«^—  o'',448o4^^ 

—  oVii988^»«. 

Jupiter. 

— -  =:       e",35a56o  -|-  0*^,000197^    -f-  o'',oo4i3^'  ^  o^fOogioifà" 

-I-  o'',ooi4®?i^"'  +  6'',aoiaoo/««v+  o'',i365i9f«^s 
-—  =s       o*',a65ia5  —  0^,000004^    +  o",ooooo4/«'  +  o%oooo37f«* 

—  o^oooo66^*  +  o*,a64494/u^  +  o'',ooo66o^>^ 

^^—=1  —  0^,074133  4-  o",ooooa3/(    -f-  0^,000097^'  H-  o%oooo7^*' 

—  o*',o7494<V'*^  +  o^oooôio/M^», 
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—H  =        6^,177646  +  o*',ooo543/*  ^  o",oo5595fi'  —  o",oo9ia3/«* 

—  o'',ooo34aïw"'+  6",«3oa67/t^  —  oV49^94/m^S 

-^  =  —  o'',aio8o3  —  o",oioo34/K  —  o'',  13341^'  '—  o",oo7a87fi*' 

—  o",07i6a^^4'  o*,ooo565fe^', 

^'  =  -i3",64i48a  +  o*,336i5oiu  -ia',a44o(>i/«'  —  o",oo9ià3^-'^ 

—  ©•,a65Ôa5i»*'+  5",6a9a3<VK^—  o'',o53398/«'". 

Saturne» 

■-T-  =      i6",oi793a  4.  o",oooo94iM   4-  o*',ooo473/»'  +  o^'yOoogggiK* 

+  o%ooo3'jgfi'' '{'tS'fi&j^iifiir^'h  o'',347786^^«, 

-7-  =  —  o'',64oa59  —  o^ooooooju  -^  0^,000000^'  +  o^yooooooju'' 

—  o*,ooooo6it«*—  o*,65o8i6/*«^+  oVïo6o3f»^', 

-=-  =  -f-  o*',too4()3  -t-  o",ooooo3/»   +  o",ooooi7fi'  -f-  o",ooooog|û'' 

+  o'',097i5îv*'^4-  o",oo3a8afc", 

-7-  =  —  9"»  137009  -I-  o",oocoo4^  +  0*^,00004 If*'  —  o",ooio3gfu*' 

—  o",oooaa3^"'—  8^843369/1* '▼—  o",a934a3^v«, 

^^—  —  o*,i4ai67  —  oVuôoau   -  o%i84655fi'  —  oVo8573iu"' 

+  o*',o59454/B'^+  oVoSiie/iT», 

^=  -i8",9oi3a3  —  o",ii884if*  —  5",6i7953/  —  o>oio39^'' 

—  o%o9663V'— ïî»"»4459ïSf« '''—  o",3a564au^ 

—  o",Q955i85|i^'. 

Uranus. 

___  =:  4.  a",4ï55a7  4*  o",oooooaf«   -h  o",oooo4ifc'  +  o",oooo88jn«t*' 

-^  o",oooo3V"'H-  l^a473o6yu'▼+  i*,i88o56jm^^, 

-^—  =  —  o",o5i98a  —  o'^^ooooooju    —  o",oooooofc'  —  o",ooooooft* 

-f-  o",ooooocju"'*-*  o*',oo6o33/««^—  0^104594^^^, 

— -—  SX  —  o",o47a6i  4-  o^'jOoocioo/M  4*  o'',oooooojU'  +  o",oooooo^* 

—  o",oo9i79(Bi«7— .o'',o38o8a^^, 

-jjr-  =  4-  a",59(5ao3  4»  o",ooooi6jm.  -f-  o",dooi3s^  —  o%oooo8g|u" 

4-  0^00003 gy»* -h  o*',497753f««^H-  a",09835!V«^, 

Tome  Ul^  ^5 
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—  o'',oo77a3jU^'. 

Les  formules  précédentes  né  renferment  pas  les 
variables  qui  déterminent  les  déplacemens  de  Téclip* 
tique  ;  pour  éviter  les  diviseurs  qui  se  réduiraient  à 
zéfo>  il  a  fallu  t^courir  âtix  fofmulels  (g)  et  (lo)  du 
n*  44  >  ^^^^  ^^*  ^^  ^  supposé  ainsi 

p^  =  tang  Ç^  sih  et!' ,     j''  =  tang  Ç^'  cos  ot'', 

et  ron  a  déterminé  les  diflerences  -^  >  ^  parles  for- 
mules (c)  du  n*  69  du  livre  II.  On  a  trouvé  ainsi 
poû^  Tépoqûe  dé  1806  t 

^  =;  +  o",o6ig6o  -h  o"^oo8838^   +  o",o8ooi7/*'  +  o^oo639d|^ 

—  o",0!i3648/M»v —  o*',oo6670fi^  4-  o",oooo3if(t^«, 

-    ^  ^  =  —  0^,488566  —  o",oo9i39^  —  o",qç599i^'  —  o^oo7Io»,/ 
^  ai 

—  o",i5967%u»^—  o  ,oi6563ft^  —  o^.oooioo^^*. 

On  aura  ensuite^  en  pjh^iiant  pour  plan  fixe  ce- 
s    lui  de  l'écliptique  de   1800  ^  et  en  nommant  t  le 
nombre   d^années  juliennes  écoulées   depuis   cette 
épûbuë , 

P  -^^  dt^  i.a     rit-  * 
^  dt    ^^  1,2    d^ 

On  pourra  ttë  ôohsidét^ei^  que  la  première  puis- 
saiieë  du  temp^  d^ûs  dfts  fbk*muleâ  tant  ^ue  l  ne 
dépiàiâSëï^  pas  ^oô ,  et  tôÏL  "pourra  rejeter  toutes  les 
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puissances  supérieures  à  la  seconde  lorsque  t  sera 
moindre  que  1200;  on  le  fait  même  relativement 
aux  observations  les  plus  anciennes* qui  nous  soient 
parvenues,  à  cause  de  leur  imperfection,  y  et  q'' 
étant  déterminés ,  on  en  déduira  (p"  et  a"  au  moyen 
des  équations  précédentes ,  et  Fon  aura ,  par  con^ 
séquent,  la  position  de  l'écliptique  vraie  par  rap- 
port à  l'écliptique  fixe. 

92.  Ce  que  nous  disons  ici  relativement  aux  quaiH 
tités  /?"  et  q'^  s'appliquerait   également  aux  varia- 
tions de   l'excentricité    et  du    périhélie  de   Forije 
terrestre,  et  à  celles  des  élémens  des  autres  pla- 
nètes.   Les    formules    précédentes   suffisent    donc , 
comme  on  l'a  dit  n**  64  ,  livre  II,  aux  besoins  actuels 
de  l'Astronomie  ;  mais  les  progrès  futurs  de  cette 
science    et  le   désir  de  compléter   sur  ce  point  la 
théorie ,  exigeaient  qu'on  déterminât  les  variations 
séculaires  des  élémens  des  orbes  planétaires  par  des 
formules  qui  pussent  embrasser  à  la  fois  les  siècles 
passés  et,  les  siècles  à  venir.  Pour  tela ,  il  fallait 
appliquer  au  système  solaire  les  formules  des  n"'  64 
et  69  du  livre  II,  et  nous  avons  vu  que  c'était  en  effet 
le  ^eul  moyen  de  résoudre  d'une  manière  rigott^ 
reuse    l'importante  question   de    sa  stabilité.    Li^ 
masses  des  planètes  et  les  élémens  de  leurs  <^rbit^ 
sont  aujourd'hui  assez  bien  connus  pour  permettre 
cette  application  ;  mais  les  calculs  qu^elle  exige  lors- 
que l'on  considère  à  la  fois  les  sept  planètes  princi- 
pales sont  d'une   excessive   longueur  :   M.   Eugène 
Bouvard  a  bien  voulu  m'aider  dans  ce  pénible  travail, 
et  voici  lesîrésultat^  auxquels  je  suis  parvenu. 

25.. 


w 
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Au  moyen  des  valeurs  données  n»  go^  et  des 
formules  (q)  du  n**  64 ,  livre  II ,  on  a  formé  les 
sept  équations  suivantes  : 

(*—  5^5o392)M  +i*',87oo9M'+  o^4M9lM"-H)^oo88IM■'^-o^I48I6M«▼' 

+  o'',oo39iM^-f-o*',oooa5M^*==o, 

.(*-ii*,796o!i)M'  -fo'',a8787M  +  5",7ii9oM''+o",o587aM"'-H>^7a538M'^ 

H-  o*,oi8;9M^-H)'',oooîi2M^'=  o, 

(*— iQ'',9438f)M"  -|-o",o49ioM  +  4",3o8o3M'-fo*,a3933M"'+i*,68a8oM«^ 

4-  o*,o4î58M^-fo'',ooo5oM^'=so, 

(&— i7'',54if»9)M"'-|-o",oo6a4M  +  o",26985M'+i",39737M"+5%!i84a9M«^' 

+  o^l!l535M»-H)^ooI45M▼«=o, 

(A—  7^48905)^1*  v-f-o«,ooooaM+  o",ooo7iM'-H>",ooîi8M*'-fo*,ooii3M*' 

+  4",8i545Mv-fo",o353aM^'=iO^ 

(A— i8'',493C6)Mv  -H>>ooooM+  o",oooo5M'-fo*',oooi4M"+o'',oooo7M* 

+ï  »%8497oM'^+o'',a3aa4M^'=  o, 

(*—  a'',3aQ46)Mv*-H)",oooooM+  o^oooooM'-^o^oooooM"^-o",oooooM•' 

-f-  o^3I!l66M«▼-H)^8354SM▼=o. 

On  a  éliminé  de  ces  équations^  par  les  procédés 
ordinaires ,  les  coefficiens  indéterminés  M  ,  Mf , 
M",  etc.,  et  l'on  est  parvenu  à  Téquation  du  sep- 
tième degré  qui  suit  : 

o,ooi53/i7—o,36i88A«-f- 33,92319^5  — i6o5,3584oA4  -f  40879, i4655)k'  I 
—  558i86,4oooo^»4-37856oi, 78880^  — 9837548, 88888»o.  ]  (*) 

On  a  résolu  cette  équation  par  les  méthodes  d'ap^ 
proximation  connues;  et  en  nommant  h^,  h,,  ^„  etc., 
ses  racines,  on  a  trouvé 

ho  =  3'',7o686,  h^  =  iS^^Sgoo, 

h,  =  33,26007,  hs  =  i7,ii53a, 

h»  =  7,63095,  ^6  =  3,35464. 

^^^  h^  =z  5,37930, 

Au  moyen  des  sept  équations  (a) ,  on  peut  ex- 
primer chacune  des  indéterminées  M,  M',  M'',  etc.. 


( 
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en  fonction  de  l'une  quelconque  d'entre  elles  et  de 
rinconnue  h;  H  y  a,  même  une  équation  cle  plus 
qu'il  n'est  nécessaire  pour  effectuer  l'élimination ,  et 
l'on  en  profitera  pour  écarter  celles  de  ces  équa-<- 
tioQS  dont  les  coefficiens  seraient  trop  petits;  les 
valeurs  des  rapports  cherchés  devant  être  d'autant 
plus  exactes ,  qu'ils  résultent  de  plus  grands  nom- 
bres. Mais  ce  qu'on  doit  surtout  éviter^  pour  ne  pas 
parvenir  à  des  résultats  entièrement  fautifs^  ce  sont 
les  fractions  dont  les  dénominateurs  seraient  peu  dif- 
férens  de  zéro.  Il  faudra  donc  diriger  dans  cette  vue 
l'élimination  ;  en  substituant  ensuite  pour  h  les  va- 
leurs précédentes  y  on  formera  autant  dp  systèmes 
différens  de  quantités  M,  M',  M",  etc.  On  a  trouvé 
ainsi  : 


M 

M' 

M" 

M'v 

M^                 M^« 

»      1 ,  26'^^'jM 

o,864oaM'^ 

o,86396M'^ 

3,3io46M 

i,8a3!i8M*^ 
'              0 

i,6o978M* 

0,01 199M* 

-o,o835iM"' 

o,i776aM 

o,98598M'[ 

3,i3o98M* 

o,i4469M^ 

,  — 7,49m3M'][ 

6,87a8iMl[ 

5,54863M^ 

— o,oa5ioM.^ 

— o,oa667M^ 

Oyo3o33M 

i     io8,ek)3M^ 

g,9oo!ioM^ 

6,3i493M* 

— a,  lOoaSMjl 

— o,o8859M*[ 

o,io36iM 

i — o,ooo46M 

o,oiio8M*[ 

— o,o<»58M 

— o,o43o9M*]| 

-4,58884M"' 

i,6So59M'J 

5     o,oi348M* 

— OjOgSegM* 

-h>,ooi65M'J[ 

o,o9598M* 

o,75a8oMj 

— o,35iaiM*][ 

\     o,6ai44Mg 

o,70766M^ 

o,73i67M^ 

3,6o!193M'^ 

2,5i746M*J 

43,48o3M^ 

Il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  déterminer  les  sept 
quantités  M*',  M7,  etc.,  et  les  sept  constantes  l,  /,, 
Zft ,  etc. ,  que  renferment  les  valeurs  complètes  de  b^ 
b'^eXc,  c,  c',  etc.,  n®64,  livre  II. Pour  cela,  conformé- 
ment à  ce  que  nous  avons  dit  numéro  cité,  on  a 
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calculé,  d^uprès  les  élëmens  des  orbites  planétaires 
rapportés  n""  90 ,  pour  chacune  des  sept  planètes  prin« 
cipales  les  quantités 

5 3£  d  sin  «,     h'  =  e'  sîn  a/,  etc.,     c  =  e  coi  a»,     c'  •=.  ^ cos  a»',  etc., 

relatives  à  l'année  1 800 ,  que  l'on  a  choisie  pour 
époque.  En  supposant  ensuite  ^  =  o  dans  les  ex- 
pressions de  ô,  h\  etc.,  c,  c\  etc. ,  n^  64,  livre  II, 
après  y  avoir  substitué  ces  valeurs ,  on  a  formé  entre 
les  quatorze  inconnues  Mo ,  M,',  etc.,  l^^  Z, ,  etc., 
quatorze  équations,  qui  ont  sufE  pour  les  déterminer. 
On  a  trouvé  ainsi  : 


<= 

0,018007, 

/.  =    290  9'  56", 

X 

0,009310, 

/,  =  191.4^.55, 

m:= 

—  0,017048, 

/a  B=    3o.5o.35, 

m:= 

— -  o,ooo5o7, 

/3  =  205.43. l3. 

M> 

—  0,011343, 

l|^  z=  283.a3.i5, 

m:  = 

0,074337, 

/j   —     69. 27. 21, 

<  = 

0,000737, 

le  =  127.   1.41. 

Si  l'on  substitue  maintenant  à  la  place  de  Mo, 
MT,  etc. ,  leurs  valeurs  dans  le  tableau  précédent,  on 
aura  celles  des  quantités  Mo,  M,,  etc.,  M'o,  M', ,  etc. 
On  trouve  ainsi  : 


Mo  =  0,022820, 
Ml  =  0,000110, 
M.  =  0,127732, 
M3  =  —  o,»55o94, 
M*  ==  0,000000, 
Ms  =  0,001002, 
Me  x=  —  o,«oo4$6, 


m'  =       o,oi5558, 

o  '  ' 

M     =:  —  0,00076g, 

M'^  =  —  0,117171, 
M  ==  —  o,oo5o22, 
M   s=  —  0,000137, 

4 

M'  =:  —  0,007188, 
M'^  =s       o,ooo5aa» 


M''  = 

O 


0,01 5558, 
M^  =  o,ooi636, 
M^  =  —  0,0945916, 
M    ==  —  o,oo32o4, 

0,000029, 
M"  =  —  0,000123, 

o,eoa539i 


m;  = 


I»  . 


M,= 


DU  SYSTÈME  DU  1IDV9E.  3^$ 

m'J  =       o,o4i6o6,        Ml  =^>,o3a83$,  Mj»  =  —  o,o*i8g88, 

Ml""  =  —  0,009081,        M]  =  o,oa8838,  M^'  =  ^  o^poiSa?, 

M^^  ==         ^,0004^8,  Ul  qp  O,opp454,  JiC'  =y  rr  9|09t>5lÇ4 

^^r  ^  0,pp095f,  Hl^   ç=:  9»90m49*  f^]'   ^  '^  0,(¥H>oSS, 

M'^""  ==       «,000489,       M][  3=  o,o59o5o,  M^'  =r  —  0,018495, 

M^  =       0,007135,        M][  =  0,055961,  m!'  =  -TT  o,oa6io8y 

Mj^  =       0,001919,        M^  =  p,oei856,  MV  rs,       0|q330$a. 

On  connaîtra  ainsi  les  valeurs  de  toutes  les  cons- 
tantes qui  entrent  dans  les  expressions  complètes 
des  variables  ô,  c,  b' f  c\  etc. ,  et  l'on  pourra,  pai* 
conséquent/ déterminer  les  valeurs  de  ces  quantité]^ 
pour  un  temps  quelcopque. 

Il  résulte  donc  de  la  suite  d'opérations  doi^t  nou$ 
venons  dlndiquer  la  marche ,  1%  qup  Le^  rfçiuç^  j^S 
l'équation  (Jb)  sont  touteç  réelles  et  inégales^  ^**.  quç 
les  coefficiens  Mp,  M,#  M^,  etc.,  wpt  tç^s  de  très 
petites  quautitié^  du  même  ordre  que  le^s  e^eeq^npite^ 
des  orbites  planétaires  k  l'époque  de  x  3^9  f  çpj^itip^^. 
nécessaires  et  également  indispensables  ^  ppur  qp£t, 
les  orbites  de  toutes  les  pl^pètes  ne  fos^ftt  qfi'o^iUer 
autour  d'un  état  moyen  d  e)liptiqité  qi^'^ujçyi^e  4'^Ues 
ne  saurait  dépasser. 

Ea  effet,  U  première  condition  ^(a^^  F^^aplie,  l» 
sommes  Mo+M,4-M»-+-  etPi  4?  cji^cun  4^  pystèmfA 
de  quantités  Mo,  M, ,  M^^,  ^tCf%  priseï^  iayeç  |e  mènif 
signe,  sont  des  limites  que  les  e?ççentripité$  de$  or- 
bites des  planètes  ne  pourront  jamais  atteindre^  jf^^^ 
livre  II;  on  ai^r^  dope  4aQ$  tOJÇ|$  les  ^èdjss  : 
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€   <o,«07^i6,     c'<o,i46366,    c"<o,ii5685,    «*<<  o,i3ii8g, 
c'^<o, 060709,     ©▼<  0,172037,    c^«<^  0,107546. 

Ces  limites  sont  encore  assez  petites  pour  qu'on 
puisse  assurer  que  les  orbites  de  Mercure,  Vénus,  la 
Terre,  Mars,  Jupiter,  Saturne  et  Uranus,  différeront 
peu  dans  les  siècles  futurs  de  leur  forme  actuelle,  et 
demeureront  toujours  à  très  peu  près  circulaires 
comme  elles  le  sont  aujourdliui. 

Si  Ton  compare  les  résultats  précédens  à  cê^ 
qu'avait  obtenus  Lagrange  {Mémoires  de  Berlin, 
1 782) ,  en  séparant  Tensemble  de  toutes  les  planètes 
en  deux  systèmes  différens,  l'un  composé  de  Jupiter, 
Saturne  et  Uranus,  l'autre  de  Mercure,  Vénus,  la 
Terre  et  Mars ,  ce  qui  facilite  beaucoup  les  calculs,  on 
verra  que  ces  résultats  sWcordent  suffisamment  bien 
entre  eux ,  malgré  les  changemens  qu'ont  subis  les 
masses  planétaires  employées  par  Lagrange  ;  cç  qui 
permet  de  croire  que  les  corrections  futures  qu'on 
pourrait  introduire  dans  les  valeurs  de  ces  masses, 
n'altéreront  pas  d'une  manière  sensible  les  conclu- 
sions auxquelles  nous  sommes  parvenue ,  et  que  les 
calculs  précédens ,  comme  nous  Favons  dit  p^  56 , 
pouvaient  seuls  rendre  rigoureuses. 

Considérons  maintenant  les  variations  des  inclinai- 
sons et  des  nœuds.  Les  équations  qui  les  déterminent 
étant  de  même  forme  que  celles  qui  se  rapportent 
aux  excentricités  et  aux  inclinaisons,  peuvent  être 
traitées  de  la  même  manière. 

En  supposant  dans  les  équations  (c)  n*  69,  livre  II, 

p  =  N  sinfet  +  Z'o),    p'tr: N'sin  (gt  4-  /'.),    p"=^ ]V" sin  {gt  ^  r,},  etc.. 
<5r  =  Ncosfee  +  /'o)»    /=N'co8(srt+f,),    7^=N"ço»^£+ r.),  etc., 
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et  eu  substituant  à  la  place  des  quaatitqsi  represen«- 
tées  par  [a,  a'],  [a,  a"],  etc. ,  leurs  valeurs^  on  a 
formé  d'abord  les  sept  équations  suivantes  : 


{g-h  5",5o39a)N   —  !i'',9io34N'  — 
te+ii",796o!i)]S'  -  o",44799]S''  - 

te4-ia",9438i)lN"  — V,io35iN  .  - 

—  7",o3466]N'^- 

te+i7",54i69)]S--o>i98oN    ^ 

(S+  7",489o5)N'^—  o^oooa4N  - 

—  o>o3iiN'»- 

(ff-hi8",49366)N-  —  o",oooo3N  - 

—  o'',ooo33]N"'  - 

05r+  a",3a;»46)N'^^  o*,oooooN    - 

—  o'',oooo3N"'  — 


o",89i54N"  — 
o",o77o6Nv 

6",86oiiN'' 
.  o",i9836N^ 

5%i74o4N' 
o^3a5G5JS^ 

o^46898W' 
o",6!i974N^ 

o'',oo4o9N'  — 

7",367a8N^- 

o",ooo48W'  — 
.i8",ia9iôN'^ 

o",oooo4N'  • 
o^93I3lN'▼ 


o",oa798]S"'  ^__ 


.-}=■ 


—  o",ooi85]S 

—  o*,oo474N^'  / 

—  o'',i98a3]N"'  \^  1 

—  o",oo77aN''J     ^'1 

—  i*,8i7ia]S"  1         \ . .. 
-o>i463N-'r=*''/^^ 

o^oogiSF'  \ 

o",ooio31S''  \ 

—  o%38666N^«i"'®' 

o^jOcoogN*  1 

I^39Q99N^  /■**• 


Ces  équations  feront  connaître  les  rapports  des 
constantes  N,  N%  N"  etc.,  entre  elles,  et  si  Ton  éli- 
mine toutes  ces  quantités,  on  aura  une  équation  fi^ 
nale  qui  ne  contiendra  que  Tinconnue  g. 

Mais  d'abord  on  doit  observer  que  les  facteurs 
numériques  qui  multiplient  N  dans  la  première  des 
équations  précédentes,  N'  dans  la  seconde,  et  ainsi 
de  suite ,  étant  égaux  respectivement  à  la  somme  de 
tous  les  autres  coefficiens  de  la  même  équation ,  on 
satisfera  à  ces  équations  en  faisant  toutes  les  cons- 
tantes N,  N',  N"  etc. ,  égales  entre  elles,  ce  qui  donne 
g=:o.  Il  suit  de  là,  par  conséquent  que  l'une  des 
racines  de  l'équation  du  septième  degré  qui  résultera 
de  l'élimination  des  quantités  N,  N'  etc. ,  étant  égale 
fx  zéro,  cette  équation  doit  nécessairement  s'abaisser 
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au  sixième  degré.  En  suivant  en  effet  les  procédés 

ordinaires,  on  est  parvenu  à  l'équation  suivante, 

0,0119%^  -4-  !i,83i7<5g'5  -4-  a55,3o485gr<  -|-  io955,!i58i5îg''  1 

-h  a3oo95,i84i5^»  +  2336131,9221^+7679638,81331/       '  ^' 

En  résolvant  cette  équation  par  les  méthodes  d*ap- 
proximation,  on  a  trouvé  pour  g-  les  six  valeurs  sui- 
vantes ,  * 

g  =  —  25^81967,  g^4  =  —  7%o692i, 
gr.=  •—  18,98127,  grs  =  —  4,88242  , 
g3=  •—  i7,6o564,      g6=  —  2,49896. 

Comme  ces  valeurs,  et  par  conséquent  les  racines  de 
réquation  (e)  sont  toutes  réelles  et  inégales,  il  en 
résulte  n*^  69 ,  livre  II,  que  les  expressions  des  va- 
riables p,  />',  etc.,  q,  q',  etc.  ,  seront  composées 
d'une  suite  de  sinus  et  de  cosinus  d'arcs  difierens; 
mais  qu'elles  ne  contiendront  ni  exponentielles,  ni 
arcs  de  cercle. 

Si  l'on  substitue  successivement  à  la  place  de  g  les 
six  valeurs  précédentes  dans  les  formules  (^d)  ou 
formera  six  systèmes  d'équations  au  moyen  desquel- 
les on  pourra  déterminer  les  rapports  des  sept  quan« 
tités  N,  N'  etc.,  à  l'une  quelconque  d'entre  elles, 
relativement  à  chacune  des  valeurs  de  g  qu'on  aura 
choisie.  Et  comme  cette  détermination  n'exige  que 
six  équations  dans  chaque  système ,  on  pourra  choi- 
sir celles  qui  doivent  conduire  aux  résultats  les 
plus  exacts;  on  a  trouvé  ainsi: 
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N 

•  W 

•• 

W"' 

N.T 

Wv 

—   o,3a285jN'' 

—  o,i3G48]\y 

—3,66295^^ 

-ii,o5732]\J' 

-f-7,4oo69Nj' 

-18,4273  iwy 

~    0,88981]^^' 

+  5,77498^:' 

— 5,20417]^^' 

-f.  GMioiK 

-o,2i835Ny 

-f.  o,oi978]Sy 

—    o,o3i93N^' 

—  Oyi'j'jigNy 

+o,ii647N;' 

4-  i,76o75]\;' 

— o,oao62Nj' 

-I-.  o,oi4o4Nj' 

— 34,17013^^' 

+i3,68i9aN;' 

-f.i,59i53N;' 

+  2,64583]Sy 

— o,o3i32Ny 

—  o,oi6o6Ny 

— €4,2075o]Nj' 

-  9,^8977Nr 

— 6,5345iNj' 

-  i,463o8Nj' 

—0,04369^^' 

—  o,o2975Nj* 

—  o,24i35N;' 

-  o,i5777]>î;' 

o,i4356N;' 

—  o,io9i3]Vg' 

-o,o867o]N"g' 

-  o,o7398N;' 

En  joignant  aux  valeurs  précédentes  celles  de 
N  =  ]N^*,  N'=  N^',  etc. ,  qui  se  rapportent  au  cas  ou 
g-z=o,  et  en  les  substituant  dans  les  équations  (d) 
du  n'*  69,  livre  II,  il  ne  restera  plus  d'indéterminées  . 
dans  ces  équations,  que  les  sept  quantités  No%  ^V, 
Na',  etc.,  et  les  sept  arbitraires  Z'o>  l'n  ^\f  ^^^v  V^^  sont 
les  constantes  introduites  par  l'intégration. 

On  les  déterminera  en  remplaçant  dans  ces  équa- 
tions, les  variables  p^  ^9  p' ^  y'  etc.,  par  leurs  va- 
leurs relatives  à  l'époque  de  1800,  et  en  y  supposant 
^  =  o  ;  on  a  trouvé  ainsi , 


N^'  =  0,0291776, 
îî^'  =  o,ooi355i, 

TÇ  =  0,0088759, 

Nj'  =  0,01 13329, 

Wy  =  o,ooo56i6, 


N^'  =  0,^0095601, 


N     =  0,0172890, 

6 


/o  =  io3oi2'38*, 
/,  =  3oG.  9.52, 

la   =      73.10.31, 

h  =    7<^-39-  7> 
^4  =    6i.oo.5i, 

Is  =  071. 45. II, 

l^  zs:  3o5.  7.5r. 


En  multipliant  ces  valeurs  de  lSl\  ISV  etc.,  par 
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les  coefficiens  qui  leur  correspondent  dans  le  tableau 
précédent^  on- a  trouvé ^ 


N     =     0,0291776, 

N' 

=      0,0*91776, 

N" 

=     0,0991776, 

Ni     =  —  0,0004379, 

N' 

«=s — 0,0001845, 

K 

=— 0,0044219b 

N.    =  —  0,0078979, 

a 

=  +o,o5i3584y 

a 

=  —  09  0461920, 

N3    =  +  o>ooo36i9. 

K 

=  — o,ooaoo8i, 

K 

=  +  0,0018199^ 

N4    =  —  0,0191895, 

K 

=  +  0,0076835, 

K 

=  4-0,0065096, 

Ns    =  — o,ia34a55, 

K 

=  -0,0237846, 

K 

&=— .0,0167303, 

Né    =  —  0,0041718, 

K 

=  — 0,0027976, 

K 

—  *-OyOoa4^'9 

T^"  =s     0,01191776, 

N" 

=      0,0291776, 

N» 

=      0,0291776, 

îT  =  —  0,0149845, 

K" 

I 

=  +  0,0100291  y 

t 

^—0,0249719, 

N^  =4-0,0536467, 

a 

=—0,0001938, 

a 

=+0,0001756, 

Nj  =  +  0,0199554, 

n;- 

=: — 0,0002337, 

K 

=  +  0,0001591, 

IN    =-4-0,0014859, 

K 

=  —  0,0000176, 

»: 

=:  — 0,0000090^ 

M* 

Wj  =  —  0,0037459, 

K 

b=  — 0,0001119, 

K 

^— •  0,0000762, 

j\*  =  —  0,0018867, 

K 

=  —  0,0014997, 

K 

= — 0,0013791. 

En  appliquant  aux  inclinaisons  ce  que  nous  avons 
dit  u^  65,  livre  II,  relativement  aux  excentricités,  on  en 
conclut  que  la  somme  de  tous  les  coefEciens  N^  N', 
N''  etc.,  dans  chacun  des  systèmes  précédens,  pris 
avec  le  même  signe ,  sont  les  limites  que  les  tangentes 
des  inclinaisons  ne  pourront  pas  dépasser.  On  aura 
donc  relativement  à  Mercure,  Vénus,  la  Terre,  etc., 

tang  ^  <  o,t846633,  tang  ^'  <  0,1  i6825i ,  tang  ^*  <  o,io68338, 
tang  <;>''<  o,  1248822,  tang  <f  »  ^<  0,04 1 2638,  tang  f  ▼  <  0,0568489, 
tangf  <  0,071 1526, 
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et  par  conséquetit 


<p  <  100  ii  45",    V  <  6°  39'  48*^,    ^^  <  60  5'  53",     <>*  <  7°  71'  6*, 

<f'v<    aoai'46",     <^-<3oii'47%     ^^'<4M'49"- 

Ainsi  donc  ^  on  est  assuré  que  quelque  déplacement 
qu^éprouvent^  par  la  suite  des  siècles^  les  orbes  plané- 
taires, leurs  inclinaisons  au  plan  del'écliptique  seront 
toujours  moindres  que  les  angles  précédens;  et 
comme  le  plus  grand  de  ces  angles  ne  dépasse  guère 
lo*",  il  s'ensuit  que  les  orbes  planétaires  resteront  tou-* 
jours  renfermés  dans  une  zone  de  la  sphère  céleste > 
dont  la  largeur  sera  à  peu  près  celle  du  zodiaque ,  et 
que  par  conséquent  la  stabilité  du  système  solaire  est 
assurée  relativement  aux  inclinaisons  comme  elle 
l'est  par  rapport  aux  excentricités. 

Si  l'on  substitue  les  valeurs  précédentes ,  ainsi  que 
celles  qui  se  rapportent  aux  excentricités,  à  la  place 
des  quantités  qu'elles  représentent  dans  les  équations 
générales  {d)  des  u'''  64  et  69,  du  livre  II,  on  aura 
des  formules  propres  à  déterminer  les  variations 
séculaires  des  excentricités  et  des  périhélies ,  des  in- 
clinaisons et  des  noeuds  des  orbes  planétaires  pour 
un  nombre  quelconque  d'années  juliennes ,  soit  à 
partir  de  1800,  soit  antérieures  à  cette  époque, 
en  supposant  t  négatif.  Mais  dans  ces  formules  les 
longitudes  se  trouveront  comptées  à  partir  de  l'é- 
quinoxe  fixe  de  1800;  et  pour  avoir  des  formules 
relatives  aux  longitudes  comptées  de  l'équinoxe 
vrai  9  il  faudra  les  augmenter  de  la  précession 
des  équinoxes  pendant  l'intervalle  écoulé  depuis  l'é- 
quinoxe de   1800;  ce  qui  revient  à  augmenter  de 
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5o'^2255o  les  valeurs  de  tous  les  coeffidens  h^  h^, 
h^f  etc.  9  gy  gif  g%9  etc.,  qui  multiplient  t  sons  k 
signe  sinus  ou  cosinus  (*).  En  faisant  donc  générale* 
ment  A:  =  5o",2235o-f-  A,  y=5o",2255o  -f-  g,  ce 
qui  donnjs 

*•  =  53',93o36,     A,  î=  7a'',48357,     A.  =  57'',85445,     *3  =  SS^Goa;©, 
A4  =68",7i25o,    As  =  67",3388a,    As  =  5a*,478i4, 

/o  =5o",m55o,    /.  =76^,04517,    /.  =69Vo'J77,    /j  —  67*,83ii4, 
/4=57>947ï>   ys  =55",io792,    /ô  =5a^72446, 

on  aura  pour  un  temps  t  quelconque^  à  partir  de 
1800  , 

Mercure, 

h    =o,oaa82o  8m;Aof-f-/©)4-o,oooiio  sin (A, t-f-/,)-f-o,  1117732  siD(A,e4-lt) 
-*  o,o55o94  sin'A)t+/})-Ho,ooooop  sin(A4C+/4)+o>ooiooa  8in(^£4-/f) 

—  0,000458  si n(A6iH-/6), 

ç    =Oy02)S2o  cos(Ao«-f-/o) +0,0001 10  cos(Ai<-f-/x)-H),ia773a  co8(Aaf+/i) 

—  o,o55o94  cos;<3f-f-/3)-|-o,oooooo  co8;A4e+/4)-H>,ooiooa  cos(Asf+/5) 
•^0,000458  COS(A6t-|-/d)  , 

l>.  =  o,o«9i78sin(/o£-f-^o)— 0,000438  6in(f,t-h/',)— 0,007898  sinf/^t-f^,) 

4-  o,ooo3()asin(/3f+/'3)--o,oi9i89  sin(/4fH-/'4)— o,i2Î4a6  &iA{fU'^ii 

—  0,004173  sin(/6<-t-/''6), 

q    =  0,0591 78co8(/o«-f-/'o) — 0,000438  cos(  /,  f+Z'i) — o,oo7898cos(  f»t+l\) 
H-  o,ooo362cos(/3<-h/'3)--o,oi9i89 cos(/4t4./'4)— o,ia34a6co«(jf5t-|-/'5) 

—  o,oo4i73cos(/(^z-f-/'6}. 

ï^énus, 

f/  =  o,oi5558  si n(Ao «+/©)— 0,000769  sin(A,Z+/,)— 0,117171  sin(A,«-f-/,) 

—  o,oo5oaa  sln(A3t+/3)— 0,000137  sin(A4t+/ 4)— 0,007188  sinvAst+Zf) 
4-  o,ooo52a  8in(A6f-f-/6), 

X?'  =  o,oi5558  cos(*or-+-/o)— 0,000769  cos(Aif-|-/,)— 0,117171  cos(Aai  4-/,) 

—  o,oo5oa2  cos(A3f+/3)--o,oooi37  coj>(A4r4-/4)--o,oo7i88  cos(As<+/5) 
vh  Oy0oo5aa  ac08(A6l+Z6}, 


h**! 


(*)  Nous  adoptons  la  valeur  de  la  pre'cession  qui  résulte  des 
derniers  calculs  de  Bessel  ^  Connaissance  des  Tems  pour  i83t. 
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p'   =  0,029178  8in(/ot-f-/'o)— o,oooi85«m(yi«-Hi',)-+«o,o5i258sm(/,f+/'.) 

—  0.002008  sin(/j«+/'3)-H)>oô7684»ih(/4t4-/'4)— o,oa3785sin(/5«+/'5) 

—  0,002728  sînfyet-f^'ô), 

<jr'  =  0,629178  cos(/or-f*^'*)— o,oooï85cos(/',«-f/'i>4-o,o5i258cos(/,*4-/'«) 

—  0,002008  cos(/3«4-/'3)-f-o,oo7684co5(/4t-|-^4)— o,oa3j85co8(/5«-|-/'5) 

—  0,002728  C08{J$t-;hl'6)- 

La  T^rre. 

h"   =  o,oî5558  *iii(Ao«+^o)+o,m>i636  siii(Ar,f-f/,)— 0,094596  sin(Aaî-h/.) 

—  0,008204  sin (A3 tH-/3)-H>ïO 00029  8in(A4£-f-/4)— o,oooia3  6m(A5f -f-Zs) 
+  0,000539  sin(A6f+/6), 

c"  ^  ô,oi5558  cos(Aof-4-Zo)-H),d6î636  ebs(A-,<4-/i)— 0,094596  cos(Aa«-f/.) 

—  0,003204  C08iA3Ï-f-^3)-4-0,000029  cos(A4t+/4)— Q,oooia3  cos(As<+/i) 

H-   0,000539   C08(A6^+/6)9 

p"  =  0,029178  8in(/oï-l-/'o) — o,oo44m  sin(y,t-f-/',) — o,o46i92sin (/,«+/'•) 
-h  o,ooi3 19  8in(/3Z-f'^'î)-l-<Noo65o9  sto(/42-i-/'4)— 0,0 169)0 «in ( fs <+/'<) 

—  o,ooa48;2  sin^/eZ-H/'e), 

=   0,0291 78  C08(/o«-f-^o^— 0,0044^aC08(/,  f +/',)— 0,046  I92C08(/.f+/'.) 

-f.  0,00 1 3  ig  co8(  /li-f-^ 5>+^oo65o^  cos(/4l+/'4)— to^ i673oco8(/5«-f-/'».) 


V  z=.  0,018007  8in(Ao«+/o)4-o,oo92io  8in(Aii-f./i) — 0,017048  8in(Aa£+Za) 
+  o,ooo5o7  sin/Ast+Z 3)^,0 11343  •in(A4r-fT/4)4-o,074337  8ia(A8{4-/«) 
-f.  0,000787  sin(A6<-4-^6}« 

c'"  =  0,018007   C08(Aof-f-/o)-4-0,009210  C08(A,«-f./,) — 0,017048   C08(A»<+/s) 

--  o,ooo5o7  cosfA 3 t-f/ 3)— 0,011343  «3i(A4t4-/4)-f-o,o74337  co8(Aa;« -f./|) 

+  0,000787   COs(A6t-h/6), 

p*  ^  0,62^)178  8Îûr/o«-l*ro)— a,oi49^  »»n(/«<4-^i)-f  o,o536478in(/af-t-/'.) 
-4-  0,oi995Ô  *in(/3«+/'3)-M>,ooi488  8in{/4«-f-/'4)-.Q,oo374d8iii(/5«+/'5) 

—  0,001887  8in(y*6«-f'/'6), 

^  ±=  0,029178  co8(/o«+ro)— 0,614985  co$(  /if-W,)-H),o53647co8(  /;<+/'.) 
+  0,019955  co8(/jt4-/*3)+o,ooi486  co8(/4H-^'4}^-<>,oo3746cm(/s<4^'«) 

—  0,001 887  C08fjf6t4-^«). 


_« 
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Jupiter. 

6*^=  O,o4i6o0  6in(Ao£-f-/o) — OyOogoSi  6in(AttH-A)+OyOOo4t28  tÀn{k%t+l^ 

—  OyOoooSi  8ic(AL3<+/3)'f  0,000489  Mn(A4t-f-/4)-f-o,oo7i35  siii(Ârst  «^ /i) 
+  0,001919  6in(A6t+46)  y 

c'^ss  o,o4i6o6  cos(Aot+/o)— 0,009081  co8(Ai<4-/t)-fo,ooo4aB  co«(Aae+/a] 

—  o,oooo5i  cos{*3t+/3)-f-o,ooo489  co«(A4«-|-/4)+o,oo7i35  co8(Aisi-|-/g) 

-4-  0,001919  C08(A6t+/6)» 

^«▼t=  0,029178  sin(/o«+/'o)-f-o,o  10029  sin{/it+r«)— o»oooi94  «ûC/if+f  s) 

—  0,000234  «in(/i£+^î)— o,ooooiP  •iii(/4t4'/'4)— Ojoooi  la  ûn(jfst-f-/'s} 

—  0,001499  «in(/«f4^6), 

y ▼ss  0,029178  cos(/ot+/'«)-fo,o  10029  co8(/,<-f^i)— o,oooi94cosfy;t+/'.) 

—  0,000234  co8(/ît4-/'î)--o,<)oooï8coê(/4t-f^4)--o,oooiiaco«(yi«+f  «) 

—  0,001499  C0t(/6t-f^f). 

Saturne. 

by  =  o,o32833  8iD(X:ot-f>io)+o,028838  8in(A:,2-f/,)«H>,ooo454  sin(A.f  +/,) 
-h  0,000045  8in(*3£4-/3)-fo,o5ao5o  8ii](A:4t4-/4)-|-o>o5596i  nn{kst  -h  /s) 
+  0,001 856  Hn(A:6£+/6)i 

#▼  =  o,o32833  co8(A;«t+/o)-fo,028838  cos(A,t+/i)-H>,ooo454  cos(A.t -f- /•) 
H-  0,000045  co8(A:3«-H/3)-H>,o52o5o  co8(A4£-f-/4}*fiO,o5596i  ccM(A:fe-f-/f) 
4-  0,001 856  cos(A6t'h^6). 

pT  t=z  o,029i788in(/ot+/'«;— 0,024972 8in(/,£-|-/',)-H>,oooi76»m(/,«4.f,) 

+  o,oooi59  sin(/3«-f-^'3)— o,ooooo9sin(/4«+^'4)— o,oooo'76sîii(/5eH-rs) 

—  0,001279  8in(/««-h/'6), 

^T  =  o,o29i78cos(/ot-f./'o)— 0,024972  co8(/,<H-/',)4.o,t>ooi76cos(/.«-|-r,) 

+  0,000 I59C0S(  /3«+/'3)— 0,000009 C08(/4t-4-/'4)—0,000076c08(/5r+/'5) 

—  0,001 279  C0s(/6/4-/'6). 

Uranus. 

6t«=  0,028988  sin(A;o£-f-/o)— o,ooi333  8in(A:,c-f /,)-— o,ooo5i7  sin(A.t  -f-  /.) 

—  o,oooo53  8in(A3«-f-/3)— 0,018495  siD(A:4r4./4)— 0,026108  lân  (A«t -f. /«) 

«4-  o,o32252  sin^k^t-^h)  9  m 


cv«=  0,028988  co8(A:o£-f-/o)— 0,001 333  cos{kjt+lt) — o,ooa5i7  cos(itjt<-f./.) 

—  0,000053  C08(M+^3)— 0,018495  C08(A:4t-f-/4)— 0,026108  COÊ(kst  +  ls) 
•4-  0,o32252  C08(*6f-4-/e), 
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pv«c=  0,029  i78îsin(yot+/'o}-H>,ooi  355  «m(/,«-f-f  1)^-0,008876  fin(/«<-f-/^.) 
4-  0,01  i3338in(y3£-f-/'3;-fo,ooo56asin(/4f+/'4)-H>,ooa56o8m( /st-f-Z^si 
+  o,oi7a898iii{/6f+/'6), 

<jrvi=  o,oa9i78cosfyot4-/'o)-H>,ooi355co8(yi«-4-/',)4-o,oo8876cos(y,f-4-^.) 
4-  0,01  i333co8(y3«+^î)+o>ooo56aco8fjf4t-f-/'4)-H),ooa56oco8(jf5<H-/'5) 
4-  0,01 7289  co8(y6*-M'd). 

Ces  valeurs  de  p y  q^  p\  etc.,  se  rapportent  à  une 
écliptique  fixe;  il  seran^cil^  d'en  conclure  les  va- 
leurs de  Pf9  q^9  pjy  etc.,  relatÎYès  à  l'écliptique  vraie, 
au  moyen  des  formules  ;   •  1  . 

P,=P—P%  q^=q—q%  pl^p'—p^  ql—q'—q'^  etc. 

La  racine  de  la  somme  des  carrés  des  expressions  de 
b  et  Cf  et  dep  etç,  relatives  à  chaque  planète,  donnera 
la  valeur  de  Texcentricité  de  son  orbite  et  de  la  tan- 
gente de  l'inclinaison  à  l'écliptique  ;  le  quotient  des 
mêmes  expressions  divisées  Tune  par  l'autre,  donnera 
les  tangentes  de  la  longitude  du  périhélie  et  du  nœud. 

93.  £n  réduisant  en  nombres  les  formules  du 
n""  90 ,  et  en  ne  considérant  que  Faction  de  Saturne 
sur  Jupiter,  on  a  trouvé 

(a'%^^),  =  —  (i  +  lA'')  22%9o57o, 

Ç^^\  =  -(i  +  f*0  26%58755, 
(âP\à'\  =  —  ( I  +  ju^)  4 1  %o6355. 

Il  est  inutile  d'avoir  égard  aux  quantités  analogues 
qui  proviennent  de  l'action  des  autres  planètes,  parce 
qu'il  n'en  résulterait  dans  les  expressions  des  longitu- 
des vraies  que  deà  inégalités  inappréciables.  En  subs- 
tituant les  valeurs  précédentes  dans  la  formule  (/'), 
Tome  III.  36 


4oi  tmokm  Ai*At1f*«|ra: 

^  90,  pour  déterminer  les  variations  rëculiairèfi  de  là 
longitude  de  Tëpoque  de  Jupiter^  on  aura  : 

Pour  Jupiter. 


Si  dans  cette  formule ,  à  Ift  pLsce  de  e^"^  €*  ^  cv*^^  m^  f 
on  substitue  leurs  valeurs  dugm^iltëdâ  de  tetitiEl  Yà^ 
rintions^  qti'oti  supprime  etisuite  totfs  1^  termes  qui 
après  rintégration  seraient  simplement  proportion-^ 
nels  au  temps  t,  et  qui  se  confondent  avec  le  moyen 
mouvement  n^H  dans  Texprèssiôn  de  la  longitude 
ttk>yènû6,  oh  àtikti  : 


—  c'^c^ J 9in 


Nou&  avons  trouvé  n^  91  ^  en  faisabt  ab$fra<nion 
de»  collections  drât  les  masses  planétaires  sont  sus- 
ceptibles ; 

-^  =  0,265 126^      —  =zz  —  O''^4oa59, 

^  =  6^3fî256o,       ^^  =  i6%di7952; 

on  a  d'aiUéars ,  n^  68  : 

e^"  =  0,0481621 , 

é*  ==  o,dà6iSoS, 

û)*  ^  à»'^  ==  78*  o^  44'^ 

Au  ttioyen  de  ces  valeurs  on  trouve 

^  éi±  o,0oiow»<j68ij68i^; 
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d'où  Tcm  tire  eri  îtttégfatït 

J^6'^=  —  o",  000000541 54^. 

Cette  inégalité ,  qui  ne  s'élèverait  qu'à  quelques  mîW 
lièmés  de  seconde  âani  un  ôiècle^  est  insensible  re- 
lativement aux  observations  les  plus  anciennes  qui 
nous  soient  parvenues  ;  on  peut  par  conséquent  la 
négliger. 

L'équation  (3)  du  n°  74  du  livre  tl  donne,  en  ne 
considérant  ^tiô  léS  inégalités  séciilâires , 


m 


eP,-  zi,  _  -     ^-     .  J^ 


V/a' 


IV  i/^iv 


é 


IV  • 


m" 


on  aura  donc  relativement  à  Saturne 

S's'  =  —  Oyoooooi  65590  f  i*. 

Cette  inégalité  peut  être  négligée  satis  erreur  sen- 
sible. Lei  valeurs  précédentes  dé  cPê"  et  de  JV^  diffè- 
rent dé  celles  qde  nous  avions  données  n*  75 ,  livrer 
il,  tant  parte  que  celles-ci  se  rappbrtaîéilt  à  Yépàqaé 
dé  I  *f5ù ,  qu'à  <^âtise  deâ  changemens  que  nous  avotiiï 
fait  subir  aùl!  ihas^es  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

Nous  n'avons  pas  considéré  la  partie  constante  de 

l'expression  de  -^r  9  P^i^^  qu'elle  se  couibnd  avec  la 

constante  n  dans  l'eiiphsssion  du  ftiôyen  môuvemcitit^ 
et  qu'on  peut  d'ailleurs  la  faire  dispfri^aitref,  2i\hÛ  qtkè' 
nous  Tavotiâ  pratiqué  jusqu'ici,  eil  détermiÉlaftl  cOH^ 
venableitient  lu  ebnstante  g  qiii  entre  dans  Texpréâr^ 
sion  de  Itt  Idflgitade  tïioyetine.  Mais  en  nomméilty 
comme  dans  le  n*  75  du  livre  II ,  A/ï<^  cette  cdtis- 
tante  ^  et  à'''  ^  le  grand  axe  de  FùrWtfe  à^  3ixp\W  ^ 
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correspondant  au  moyen  mouvement  pbseryé,  abs-^ 
traction  faite  de  la  partie  dépendante  de  la  variation 
séculaire  de  la  longitude  de  Tépoque ,  on  aura ,  nu- 
méro cité^ 

al  =?=  a\i  +  JA). 

D après  les  valeurs  précédentes,  on  trouve..  .  . 
A  =:  —  0,0000696244  f  ^^  ^^1*^  donc  ainsi  : 

On  voit ,  par  conséquent ,  qu'il  ne  résulterait  dans> 
les  valeurs  du  grand  axe  de  Jupiter,  et  à  plus  forte 
raison  dans  celles  des  grands  axes  des  autres  planètes, 
de  la  considération  de  la  constante  A ,  que  des  cor- 
rections très  légères  ,  ce  qui  est  conforme  à  ce  que 
Ton  a  dit  n*  76 ,  livre  IL 

On  pourrait  obtenir  des  valeurs  plus  exactes  des 
inégalités  qui  affectent  les  longitudes  des  époques  de 
Jupiter  et  de  Saturne ,  et  qui  s'étendraient  à  tous  les 
siècles  passés  et  futurs  par  la  méthode  indiquée  n""  76 
livre  II  ;  mais  ces  inégalités  étant  absolument  insen- 
sibles, cette  recherche  devient  sans  objet. 

On  a  vu  dans  les  chapitres  précédens  q^ue  l'ellip- 
tîcîté  du  Soleil,  l'action  des  étoiles  et  des  comètes  ne 
produisent  dans  les  excentricités,  les  périhélies ,  les 
nœuds  et  les  inclinaisons  des  orbes  planétaires,  que 
des  variations  insensibles;  les  inégalités  séculaires 
dépendantes  de  ces  causes  peuvent  donc  être  négli- 
gées ,  et  les  formules  précédentes  feront  connaître , 
par  conséquent ,  les  changemens  que  subiront  ^  dans 
la  suite  des  temps ,  ces  divers  élémens  avec  toute 
Texactitude  convenable. 
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se 


CHAPITRE  XIl 


Détermination  des  constantes  qui  entrent  dans  les 
expressions  du  rayon  vecteur  y  et  du  mouvement 
en  longitude  et  en  latitude  des  planètes. 

94*  Dans  le  n^  g4  du  livre  II  ^  nous  avons  disposé  des 
quatre  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans  les  for- 
mules qui  déterminent  les  perturbations  du  rayon 
vecteur  et  du  mouvement  en  longitude  de  la  planète 
m  soumise  à  l'action  des  autres  planètes  ^  par  la  con- 
dition que  la  longitude  moyenne  et  l'équation  du 
centre  demeurassent  les  mêmes  dans  le  mouvement 
elliptique  et  dans  lé  mbuvemetit  troublé. 

Cette  disposition  introduit  dans  l'expression  du 
rayon  vecteur  un  terme  constant  et  une  partie  dé- 
pendante du  même  argument  que  l'équation  du 
centre,  parce  que  cette  partie  ne  peut  disparaître  à 
la  fois  dans  Texpression  du  rayon  vecteur  et  dans 
celle  de  la  longitude.  Déterminons  ces  difiërens 
termes. 

Si  l'on  nomme  a  la  distance  moyenne  de  la  pla« 
nète  m  au  Soleil,  la  constante  a^  dans  l'hypothèse  el- 
liptique ,  se  déduira  du  moyen  mouvement  observé 

par  l'équation  o?  :?=  — ~ — ,  la  masse  du  Soleil  étant 


prise  poiir  unité.  De  cette  équation  on  tire 

Tel  est  par  conséquent  le  gr^n4  n§  ^pnt  on  doit  faire 
usage  dans  la  partie  elliptique  du  rayon  vecteur.  Les 
valeurs  des  demi^grands  axe»  des  orbites  planétaires 
données  n^  88,  supposent 

a  z=s  n     s,     a  z=i  n'     ?,  etc. 

Il  faudrg  4aîiç  f  (^m  h  citkul  da  la  pwtiâ  ^lip- 

tique  du  rayon  vecteur,  augmenter  respectivement 
lejB  valeurs  de  a,  a',  ^tc. ,  de  J/wt,  jm!a\  etc.; 
dans  le  calcul  de  la  partie  qui  dépend  du  mouve- 
ment troublé  ^.  cette  correction  est  inutile  tant  qp'on 
i)ég;lige  Içs  quantités  de  l'ordre  du  carré  des  masses. 
Au  reste,  l'augmentation  précédente  n'e^t  sensible 
Que  pour  Jupiter  çt  Saturne }  4'^prçs  le^  valeurs  r$ip- 
portées  plus  haut,  on  trouve 

ym*'^'^  =  4),oo  164507,     lm7à'  txm  0,000905^8. 

Si  l'on  ajoute  ces  valeurs  à  celles  dç  ^'^  et  a"  djj 
n""  88 ,  on  aura 

a^"  :;=  5î,;2p28ii45i 

a^  aoR  9,53877645. 

Ce  sont  les  valeurs  des  demi-grands  axes  a'^  et  a^ 
dont  on  doit  faire  usage  pour  calculer  la  partie  el- 
liptique du  rayon  vecteur  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

Maintenant,  il  résulte  du  terme  constant  introduit 
dans  l'expression  du  rayon  vecteur  que  la  distance 
moyenne  de  la  planète  an  Soleil  diffère  dans  l'orbite 


DU  ^wWi^  w  vmm'  é97 

4(erpji^ra  prfeite,  4«yri?  êtr«  augrosnl/éie  4?  tepwl» 
constante   de   T^i^pr^W  4v^  njm  Y^^f  #fl? 

t^AiCi^  nipy/eppe  q»ji  l^  cqrffi^pQ^4• 

La  partie  »w  p(éri«4îqw  4»  wyftff  y* cjf w  4?  )l» 

I^anèibe  ^  tîwWé»  fW  l'iM*iQn  4?p   I^as^^g^  m^  p 

Pa  ;mga^ei|t^t  dpftç  respççtîvenient  Jes  yaleups  de 
ap  d' ^  fiipsi j^étexvfiinpes  ^  4^  ^  P^r^îe  çorr^spond^n^e 
a  la  p^éçe4e,nte  qui  ^e  rapport/s  a  ç]jiaçune  de^  pla- 
nètes m,  m' ,  etc. ,  ou  aujra  la  dji^taqpe  mpye^QÇ  de 
la  planète  au  Soleil  relative  au  mouvement  trotiblé. 
La  partie  de  l'expression  du  rayon  vecteur  dans 
l'orbite  troublée^  qui  dépend  du  même  argument 
que  le  premier  terme  de  l'équation  du  centre ,  se 
compose  des  deux  termes  : 

+  m'afe  cos  (w^+  c —  o) -{•  m' af^e' cas  (nt  H-  e —  r/)  ^ 


feif  étant  déterminés  par  les  deux  cquations  sui-» 
vantes  (*)  : 


-* 


*)  Supplément  au  livre  II. 
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il  sera  donc  facile  de  calculer  les  coefficiens  des»  deux 
inégalités  précédentes ,  et  Ton  pourra  les  réunir  ^ 
dans  une  même  table  ^  aux  inégalités  semblables  de 
la  partie  elliptique  du  rayon  vecteur. 

Quant  aux  constantes  >^  et  II  qui  entrent  dans  les 
formules  du  mouvement  en  latitude ,  et  qui  dépen- 
dent de  la  position  mutuelle  des  orbites,  oo  les  dé- 
terminera au  moyen  des  valeurs  rapportées  n*"  88, 
en  considérant  le  triangle  sphérique  compris  entre 
récliptique  y  le  plan  de  Torbite  de  la  planète  troublée 
et  celui  de  la  planète  perturbatrice. 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  détermi- 
ner les  corrections  du  rayon  vecteur,  de  la  longitude 
et  de  la  latitude,  résultant  de  l'action  mutuelle  des 
planètes  en  réduisant  en  nombres  les  formules  du 
n"*  84  du  livre  II ,  et  des  chapitrés  précédens. 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  409 

THÉORIE  PARTICULIÈRE 
DES  SEPT  PLANÈTES  PRINCIPALES. 


CHAPITRE  XIII. 

TTiéoriede  Mercure. 

g5.  Les  inégalités  de  Mercure  indépendantes  des  ex-* 
centricités  et  celles  qui  dépendent  de  leur  première 
puissance ,  ont  été  calculées  par  les  formules  du  n°84 
du  livre  II ,  dans  lesquelles  on  a  substitué  pour  A^"', 
J\i0^  A^*\  etc.,  et  leurs  différences,  leurs  valeurs  en 
fonction  de  è?\  è?^ ,  b*\  etc.  Il  en  a  été  de  même 

ft  ft  â 

pour  les  autres  planètes.  On  a  négligé  les  pertur- 
bations du  rayon  vecteur  dont  l'effet  sur  la  longi- 
tude géocentrique  de  la  planète  serait  au-dessous 
d'une  seconde.  Quant  a  la  limite  qu'une  inégalité 
du  rayon  vecteur  doit  atteindre  pour  produire  une 
seconde  sur  la  longitude  géocentrique  de  Mercure , 
on  la  déterminera  de  la  manière  suivante  : 

Soit  V  cette  longitude,  r  le  rayon  vecteur  de  la 
planète,  et  i^  sa  longitude  vraie  dans  son  orbite; 
soient  r"  et  (/',  les  mêmes  quantités  relatives  à  la 
Terre;  si  l'on  considère  le  triangle  compris  entre 
Mercure^  la  Terre  et  le  Soleil,  qu'on  nomme  p  la 
distance  de    Mercure  à   la    Terre,  et   qu'on  fasse 

pp  ==  a ,  on  aura ,  aux  quantités  près  de  l'ordre  du 
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carré  des  inclinaisons  des  orbites , 


f  =  r'^V/i  — aa  cos  (/  —  i^)  +  a*. 
Si  Ton  différentie  cette  expresdon  par  rapport  a  la 

on  aura 

i>    it^  p      r — r^co8(y^  —  i^)     "1 

IjC  même  triangle  donne 

d'où  f  en  différentiaiit  «t  en  «ubstifevant  pour  p  et  €/f 
leurs  vtieuvs ,  on  tire 

JVcosV=^.t2:îiî2!^^^ 
La  Taleur  prëcédenté  d^  sin  Y  donne 


cas  V  =   |/f^-'*«P*(»''->') 
ou  bien,  en  mettant  pour  p  sa  valeur , 

.ÇpS   y    irn  =4?   W    P.*    W   ^r^'^\\^J — tAw-W-* 

V^  I  2«  CpS  (ir  —  i/)  -|-  *» 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  danf  rpxpres^ion  de 
cTVcosV,  on  aura 

Iç  iffiaxinfiifli  de  1^  fonction 

correspond  à 
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ce  (juî  donne  sîn  (i^"  — .  (^)  =  -^j-,.  Eçi  $u})$titmint 

ces  valeurs  dans  la  fonction  précédente,  on  trouve  que 
i^  nHWimùm  e^t  égal  àa,    .11,  OnadonçdaDScecas 

Si  Ton  ^upposç  ^Vi;=s=fc  i",  et  que  pftw  rçlif  m 

pri^pne  k^  moyenn^es  ^staac^  dfî  Wfewwi^  ^t  de  in 

Terre  au  §olei^,  çiçqui  doaue  f^  î  (St  ft:^Pi3â7i9o3<d« 
on  aura 

J'r  =  zjfz  0,000004  i^o4* 

pn  pçurra  donc  négliger  les  inégalités  du  rayon  vec- 
teur dont  le  coeffideniserait  au-<lessous  de  0,0000041  * 
IJji^nt  au^  inégalités  du  xpouvemçu(:  eu  U^ngitude  et 
eu  JUtitude,  nous  négligerons  toutes  celles  dont  le 
coefficient  serait  au-dessous  dun  dixiè|iie  de  se- 
conde. 

Inégalités  dç  Merpui^  indép^rffianiçs  ^e^  ffççççnuicitéi^ 

C      o",63j43|  w  (/>'/  -TT  f  <  +  4'  -  f)  1 
/t/  =  (i  -t-zu*).  <—  a^SSo?^!  8ina(/i't--  n«  +  •'—>)  | 

(—  V',M68*a  •In3(/i'e  —  n*  +  •  —  •)  j 

a.  r,^^"^  i      «".576447  ««  ('»'^«-  ««  +  •'^-  0  ) 
-t-  ^I-^f«   ;.-^_  o",ii9863  8ina(/ï«^f—  /i«  +  fv—  ,)./ 

Inégalités  dépendantes  de  la  première  pw^ar^ce  4cs  e^cen^ 

tricités. 
«^Ii8i45§  fin  (n't  ^  /  —  W) 

j.    ,  '^  J""*  o">376iaa  sin  (aw'f  — •  3/it  4"  ?•'  —  3i  4-  «•) 

rfv  —  c*  -^  ^;  <;_  j«  g^^ggj  j.^  ^^^  _  ^^^  ^  5^,  «_  ».  .^  .) 

+  o",a8o3o7  sîn  (4/i't  —  3/i«  -f-  4/  —  3f  —  •) 
+  o^iCSSSq  sîd  (  nft  —  2/i«  +    /  —  at  -f  ») 

u.  /t  a.  ^.'^  /-  o^4a7o86  sin  (a/i"t  -    nt  +  at"  -    •  -  «)  ï 
•»•  II  -^-A*  ;  -^^  o",aa584i  sin  (3/i"f  —  an«  +  3*'^  ai  —  »)./' 


4i2  THÉORIE  ANALYTIQUE 

Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  des  exceur- 
,  tncités  et  des  inclinaisons. 

Ces  inégalités  ont  été  calculées  par  lés  foilnules 
du  n"*  34*  D'après  les  rapports  qui  existent  entre  les 
moyens  mouvemens  de  Mercure,  Vénus  et  la  Terre , 
les  trois  quantités  5//— ^a/i,  5n  ^ — nf,  et  an — 4^*, 
sont  très  peu  considérables.  Il  faut  donc; ayôiir  égard 
âUx  inégalités  dépendantes  des  angles  Sn'i'^^nt, 
5n't  —  nt  et  ant  —  z^'^t»  On  a  trouvé  ainsi  : 

_  ^  r      i",6ii738»m(5/i'£  —  3nt  -f-  5i'—  3i  -h  43oi8'3a")v 

rf^i/—  (I  +f«}  \_^,«^56gg3^  8În(à/i't  -    if«  +  Si'—    •  +  4o»36'35*jf 

4.(1  +^«^.o%a437i5im(4«*'«  — ji/it-f.4t"—  ai-f.4i<>ii'46"). 

Inégalités  dépendantes  des  cubes  et  des  produits  de  trois 
dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites. 

Les  seules  inégalités  sensibles  dépendantes  des 
troisièmes  puissances  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons^ résultent  de  Faction  de  Venus  et  de  la  Terre 
sur  Mercure.  La  première  est  relative  à  l'angle 
2nt  —  5n!tf  et  a  été  calculée  par  les  formules  du 
n*  35;  la  seconde  est  relative  à  l'angle  nt  —  4^''^>  ^* 
a  été  calculée  par  les  formules  du  n""  43-  On  a  trouvé 
ainsi  : 

«rï/  =  (i  +  ^')  8>8764«  sin  (5n't  —  ant  -f-  5t'—  3t  -f-  3o»i3'36*) 
+  (1  -hfô  0^,557373  sin  lin"i  —    /it  +  4t'*—    •  —  i6»59'ao"). 

Les  inégalités  de  la  latitude  sont  insensibles  et 
au-dessous  de  un  dixième  de  seconde  ;  on  peut  donc 
se  dispenser  d'y  avoir  égard» 
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CHAPITRE  XIV. 


Théorie  de  frémis» 


(•'■ 


g6«  Si  l'on  nomme  V  la  longitude  géocentrique  de 
y énus ,  et  si  l'on  fait  -j?  =  *»  l'équation  (a)  du  n°  q5 
deviendra  relativement  à  cette  planète 

J^r^  =  —  r^(i  —  «•)J^V'. 

En  prenant  pour  r'  et  r"  les  moyennes  distances  de 
Vénus  et  de  la  Terré  au  Soleil,  on  ^ura,  n°  88, 
a  =  o,7!25332i5o ,  r''  =  1 3  en  supposant  donc 
<fV=i:=t:  1/,  oaaura 

r 

éT/  =  dbo",  000002  5652. 

!  C'est  la  limite  que  doit  atteindre  une  inégalité  du 
rayon  vecteur  pour  produire  une  inégalité  d'une  se- 
conde sur  la  longitude  géocentrique  de  Vénus.  On 
pourra  donc  négliger  toutes  les  inéjgalités  du  rayon 
vecteur  qui  ser9ient  au-dessous  de  0,000002.  Quant 
aux  inégalités  de  la  longitude,  nous  négligerons, 
comme  précédemment,  celles  qui  ne  s'élèveraient 
pas  à  un  dixième  de  seconde. 


i 


■  r*    .1 


^^  ^  da  excemricitéi. 

Ai  ,/^'^''''-«''  +  *"-"0 

CcB   y  ^^  f,^^^(n't -^  n't  ^  ."  ^  ff) 

du  n-  ■  h^^^  4^'"''  -»'«-#-••-  •') 

■on*  J    o'jSÀS^  ttnîi(ii«T<—  /i'^  +  i«v—  O  I 

Atr  ^  ^  '^^  ^V*'97  «n  (un  -  !•«  +  .T  -  g'), 

■  "^1+  o',ooooo35486  oos    (/i*'t  —  n't  ^*  ,«  —  /) 

./j,<'4'  o^,«t)boi5aè7o  cos  2(n^t  —  n't  -f-  t*  —  /) 
^^f^  "^        I—  o*,ooooiag^3  cos  ^nU  —  n'«  -f-  •"  —  •') 

f—  o'',oooooo3i45  1 

l—  o'',oooooaai85  co«  a(/i'n—  n't  -f-  t'^—  t').  j 

jgJHét  dépendances  de  la  première  puissance  des  excen^ 

^  ^  (t  +  iw)  o*,84î)6a7  sîn  a  \i?t  —  /it  +  at'  —  •  —  •) 

^_-  o^lI84ao  sia  (  /i^t  +  •"  —  •") 
4-  o",i5o2o4  5in  \in"t  —    ^^  +  i»*  —    i'  —  <»') 
—  o'',io5i83  bin  (2n"«  —    n't  4-  ai*  —    •'  —  a»") 
I—  l^496gn(l  iin  fân^t  =»  ai/t  +  Si"  —  at'  —  «') 

-f-  (I  +  /«").(+  4",4i9a90  sin  (Sn^t  —  a/i'£  +  3f"  —  at'  —  m") 
I—  «",375773  5ii|  (4i»"t  —  3/ï't  +  4f"  —  3f'  —  »') 
'+  o«',878l^47  «il  (4/i''«  —  3f«'<  +  4t''  —  V  -^  •") 
^  ^\m&&A  sitt  (&l'i  -M  4>/t  4*  5/»  ^  4t'  -.  é»') 
^4-  a%o3659o  un  {^M'i  -^  4»'!  4-  5é"  -^  4t'  —  •") 

—  (i  +  y!')  0,754401  sia  (3«"^t  —  'xn't  +  3s*  —  a/  —  •*') 

Î—  ^•,5a5383  sin  (»«▼«  -f-  t»^  —  ••^J 
^  ô", 3a3d58  éti  (aifc«^«  --  4ft*«  4-  as»^—    •'  —  »') 
-f-  o",a3575a  sîd  (an'^t  —    n't  4-  at«v^    t'  —  •'»)( 
—  o",i658o6  sÎM  (3f/i'»t  —    n't  -H  3f"'—  at' —  •'») 
«_  (,  4:  ^v)  o",ao896a  *in  («▼«  +  •▼  --  »vy^ 

J^/  =  {1  +  yi')  o",ooooo33689  cos  (S/i^it  -  fyi'%  +  5f"  —  4t'  —  t»") . 


Btt  stsfËKÊ  vb  ttôitfefÈ.  4tà 

Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produite  de  deu» 
dimensions  des  excentricités  et  des  inctiftaisons  des  owties. 

D'après  les  rapports  qui  existent  entra  les  moyens 
mouvemens  de  Mercure,  Vénus,  là  Terre  et  Mars, 
les  quantite's  /^n!  —  an,  Sri'  — Zn' ^  ifi^ -^  !X9é  tt 
Zn'"  —  n' ,  sont  très  petites  toutes  les  quatre  j  les  iné- 
galités i^ùi  déperident  déà  àngleà!  /^fûi  ^  ^nt  , 
Bvl't  —  Sw'^,  /çi't  —  !m*t  et  Zn'"t — n'i,  croissent  donc 
avec  une  grande  lenteur,  et  pourraient,  par  la  même 
raison,  devenir  sen^blèâ.  Ou  à  tl*ot)hré,  en  les  caku* 
lant , 

«5,'  =k  ^  (,  -I-  ^  )  o",3l53878  sin  (4«'«  -^  int  -f-  4/  —  at  -^  V  3o'  3o") 
—  (i  +  ^")  1  ",39î  1 70  sin  (5fi"t — 3n'£  -H  5t"  —  3/-**  20»  54'  a6"> 
4-  (i  -f-A**)  >,364i64  sin  (â/ï*i-   nH  +  ît^-  •''+  &<*  I» 9"). 

L'inégalité  dépendante  de  l'angle  É^'^^otn'  ne 
s'élevant  pas  à  un  dixième  de  seconde ,  nou»  ayoïif^ 
cru  inutile  de  la  rapporter  ici  ;  il  en  est  de  même 
d'une  inégalité  dépèùdàntë  Ûq  Faction  de  Mercure  et 
de  l'angle  ^n'i-^M. 

iflégàtttés  àépétidàûteè  deé  àUbés  et  dés  pPbàaiïé  de  tràtè  jfi'- 
meà^idHà  dès  è±cehiHèlig^  tt  éés  trt^SkdtèMs. 

yV/'  =  (1  -f  A*)  i*,a56877  sin  {int  —  tn't  -f-  ai  —  5t'  +  3o«  i^  37''). 

Inégalités  dépendantes  des  cinquièmes  puissances  et  des  pnh 
duits  de  cinq  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinai^ 
sons. 

J^/  =  (i  -f. /x")  V',7 J  7796  sin  (iS/i^e  —  Sn't  -f.  i3t"  —  8t'  —  4oo  44^  34"). 

Cette  inégalité,  remarquée  pour  la  première  fois 
par  M.  Airy,  a  été  calculée  de  la  manière  suivante 
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Inégalités  dépenàantes  dès  cinquièmes  puissances  etdesprodûits 
de  cinq  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

L'inégalité  de  cet  ordre ,  qui  dépend  de  l'argument 
vZrl't  —  Mtf  peut  devenir  sensible ^  parce  que,  en 
vertu  du  rapport  qui  existe  entre  les  moyens  mou^ 
vemens  de  Vénus  et  de  la  Terre,  i5/i"— Sw'  est  une 
très  petite  quantité.  En  réduisant  en  nombres  les  for- 
mules du  n**  44  ^  ^^  ^  trouvé  (*) 

•Inégalités  du  mouvçment  en  latitude» 

Par  les  formules  du  n*^  86  du  livre  II,  on  a  trouvé 

yiï«=^(i-f-  iu').o",âa335a8in(4/i"f  —  3/»'«  +  4i''  -3i'  — «') 
-f-  (i  -f-A*'').o",i6676i  «m(2n'n—  n"t  +  »•»▼  —  /  — .  «»▼}. 

Ce  sont  les  seules  inégalités  ^sensibles  du  mouvement 
de  la  Terre  en  latitude. 

Des  variations  séculaires  de  l'orbe  terrestre,  de  Véquateur 

et  de  la  longueur  de  Vannée. 

g8.  Dans  le  n**  91  nous  avons  donné  les  variations 
séculaires  de  l'excentricité ,  du  périhélie  et  des  quan- 
tités qui  déterminent  la  position  de  l'orbe  terrestre, 
en  ayant  égard  à  la  première  puissance  du  temps.  Mais 
la  grande  influence  de  ces  variations  sur  tous  les  phé- 
nomènes célestes,  puisque  c'est  au  plan  de  Fécliptique 
que. les  astronomes  rapportent  toutes  Jeurs  obser- 
vations, ipous  obligent  à  les  déterminer  avec  plus  de 

r 

(^~  Connaissance'  des  Tems  pour  Tamiée  i836. 
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précision  y  et  à  considérer  les  ternies  de  leurs  valeurs 
dépendans  du  carré  du  temps. 

En  déterminant  parle  n*  65,  livre  II,  les  différences 

secondes    des   quatre    quantités    -J-,  -^ ,  --^,  — ^ , 

et  en  adoptant  les  valeurs  des  mas3es  planétaires  du 
n**  87  ;  on  a  trouvé 

■j^  =  —  o*,ooobo644o34,     -^  =  4-  o^oooiSaSSoi , 


-j^=      o',oooo3g9i36,      "^  *=      o^ooooi  4735^6. 

dp"    H  m" 

Enjoignant  ces  valeurs  à  celles  de  -^,  -r ,  etc.,  don^ 

nées  n*^  91,  on  a  conclu,  n*  63,  livre  II,  pour  un 
temp^  quelconque  t,  les  expressions  suivantes  de  e"^ 
â)^^"et2":     : 

e"  =  e"  —    0"yO9o538S<  — o",ooooo5220i7<», 
;a.":=e»"-f-  ii",i748i5«  -^  o" /iOoo^mJ5<>t* , 
jfi  ^       o",o64g6ot  4-  o",ooooi99568<% 
q"  =£  —  o",488566t  +  o",ooooo756765<*; 

les  valeurs  de  e"  ?  cj" ,  dans  les  seconds .  membres  •  se 
rapportant  à  Torigine  du  temps  ^,  c'est^à-dii^e  à 
llépoque  de  i8qp. 

Nous  avons  donné  dans  le  n""  92  les.  vçdeurs  finies 
de^' et.gf",  ainsi  que  celles  des  quantités  qui  déter- 
minent e"  et  m";  ces  valeurs  se  présentent  sous  la 
forme  suivante,  SlB  sin  {gt  •+■  Q)  et  2B  cos  {gt  +  Ç), 
et  s'appliquent  à  un  temps  quelconque,  avant  pu 
après  celui  que  l'on  a  choisi  pour  époque.  Cependant 
on  a  vu  que  les  difficultés  du  calcul  qu/exige  leur 
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detenninatioii^  et  l'incorrection  qui  peut  e3:ister  en- 
core dans  les  valeurs  de  quelques -tines  des  masses 
planétaires^  doivent  laisser  cpielque  incertitude  sur  la 
précision  des  résultats  ainsi  obtenus.  C'est  pourquoi 
il  est  préférable  j  pour  la  détermination  des  élémens 
de  l'orlle  terrestre,  d'adopter  les  précédentes  for- 
mules, qui  ne  peuvent,  il  est  vrai,  s'étendre  qu^ 
mille  ou  douze  cents  ans  avant  et  après  l'époque 
qu'on  •  a  choisie ,  mais  qu'il  sera  facile  de  corriger 
et  de  rapporter  à  une  nouvelle  époque  à  mesure 
que  le  temps  fera  mieux  connaître  ]es  masses  des  pla- 
nètes (^).  lies  cbangemens  que  ces  masses  ont  subi 
dans  ces  derniers^  temps  nous  engagent  à  reprendre 
ici  les  formules  de .  la  précession  des  équinoxes  et  des 
variations  de  l'obliquité  de  Féquateur,  soit  par  rapport 
à  récliptique  fixe,  soit  par  rapport  à  l'écliptique  vraie, 
que  nous  avons  présentées  dans  le  n"  34  du  livre  IV. 
Nous  avions  adopté  alors  les  valeurs  de  fl'  etq^'  cal- 
culées par  M.  Bouvard ,  mais  ces  valeurs  difierent , 
comme  on  peut  le  voir,  de  celles  qui.ont  été  rapportées 
plus  haut;  et  d'ailleurs,  comme  nous  avons  choisi 
pour  époque  dans  la  théorie  des  perturbations  plané- 
taires l'année  1 800 ,  il  est  nécessaire  de  rapporter 
aussi  à  cette  époque  les  variations  de  l'écliptique  et 
de  l'équateur. 

Les  valeurs  âiies  de  //'  et  ^'  se  présentant,  la 
première  sous  la  forme  de  Z.Bsin  {bt  ^  S),  la 
seconde  sous  la  forme  de  Z  •  B  cos  {bt  -I-  €),  si  l'on 
développe,  comme  dan§  le  n*  55,  livre  V,  ces  quan- 

{*)  Voit  les  notes  à  U  fin  du  volume. 
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tites  en  neg^ligeant  les  puissances  du  temps  supé-* 
rieures  à  la  seconde^  et  qu'on  les  compare  ensuite 
à  celles  de/?"  et  ç"  données  plus  haut,  pu  trouve 

X,BbsinC=:      o'^SSSôG,  S.BAcosC=      o",oÇ4o^o, 

D.B&'sin  C=— o", 0000899 13(),        1,Bb*  co8C  =  —  o%ooooi 4735^6. 

Maintenant ,  en  nommant  6  Tinclinaison  de  l'équateur 
à  récliptîque  fixe  de  1800,  6'  roblîquîté  de  l'éclip- 
tique  vraie,  ^  la  prëcession  des  équînoxes  par  rapport 
à  récliptique  fixe,  et  4*'  la  précession  relative  à  Té- 
cliptique  vraie  ^  et  en  ne  considérant  que  les  variations 
séculaires,  on  aura,  n*  54,  livre  IV, 

4  =  It-^fcot^hlJbsinC, 

4'=f(/— cot/i2.B!;  cos 0-*-rf-r-^2.B/Z'8inC-f--cot A2;.B*»ii«c\ 

\8m  a/i  a  y 

h  étant  l'obliquité  de  l'équateur  au  commencement 
de  1 800 ,  et  It  le  moyen  mouvenieut  des  équinoxes 
à  la  même  époque^  rapport^  a  Técliptique  fixe.^ 

D'après  les  recherches  les  plus  récentes  de  M.  Bes- 
sel,  la  précession  annueUe  rapportée  à  l'écliplique 
vraie  était,  eu  1800^  égale  à  5o"2335o;  on  ^ura  donc 
ainsi 

/  —  cot  h  2.B6  cos  C  =  5o'',2255o; 

l'obliquité  de  l'écliptique  étkit,  à  la  même  époque, 
de  23*  27'  54"8;  d'où  Ton  a  conclu 

h  =  23-27'54",8,      /  =  5o",575i5. 

Au  moyen  de  ces  valeurs  et  de  celles  des  quantités 
2.B6  sin  ff,  2.B6  cos  fi,  2.Bi*  sinfi,  et  2.B6»cos6 
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données  plus  haut^  les  formules  (o)  deviennent 

Ô  =  23*27'54",8  +  V^  o'>oooo7952i3, 

fl'  =:23-  27'  54^8  -f  o",488566— ^-^  o",ooooo5645o, 

^j,  ;=  t  5o",373i5  —  t^  o">oooi 04309 i;p 

•^'==:   ^  5o",2235o   +   <•   p",000 1097248. 

Ces  formules  diffèrent  peu  de  celles  que  nous  avons 
données  dans  le  p*  34  du  livre  lY;  maïs  une  erreur 
facile  à ,  reparer  s'était  j^mée  dans  celles-ci  :  nous  y 
avons  supposé  la  précession  moyenne  des  équinoxes 
relative  à  l'écliptique  vraie  égale,  en  1 760,  à  5o", 57572, 
tandis  que  c'était  la  valeur  de  la  précession  moyenne 
relative  à  Fécliplique  fixe  (*). 

Les  formules  précédentes  peuvent  s'étendre  de  mille 
à  douze  cents  ans  avant  et  après  l'instant  que  Ton  a 
choisi,  pour  époque;  on  peut  même  les  étendre  aux 
plus  anciennes  observations  qui  nous  soient  parve- 
nues, vu  leur  imperfection. 

L'angle  fl'  représente  l'obliquité  moyenne  de  l'é- 
cliptique. Cette  obliquité,  conclue  de  l'observation 
des  solstices  d'été,  faîte  à  Parîs^  dans  les  années  1812, 
181 5  et  i8i4>  par  MM.  Arago  et  Mathieu,  en  pre- 
nant leur  résultat  moyen  et  9",4o  pout*  le  coefficient 
de  la  nutation,  était,  en  181 3,  égale  ^ 

23»  27' 49",  28. 

En  faisant  ^=  i2,5  dans  l'exprçssion  précédente  de 
6%  on  trouve 

ô'  ==  23<>  27'  48^69. 


•■^ 


(*)  Voir  Terrata  à  la  fin  du  volume. 
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La  différence  çntre  le  Calcul  et  Tobservatioaseraitdonc 
de  o'^jSg.  Cette  différence  ne  serait  que  de  — .o'Vï5  en 
calculant  8'  par  les  formules  du  n®.34  du  livre  IV^niais 
il  fautjdes  observations  plus  nombreuses^  et  faites  à 
des  intervalles  plus  considérables^  pourpouvoir  juger 
avec  quelque  x:ertitude  de  la  précision  des  formules. 
L'année  sidérale  est  constanlç  .^et  égale  en  jours 
moyens  à  365'>a563744i7;  Tannée  tr€?piqui&  est  égalç 
à  Fannée  sidérale ,  moins  le  temps  que  le  Soleil  met 
à  décrire  l'arc  de  la  précession.  Les  valeurs  précé- 
dentes donnent  ainsi,  pour  la  longueur  de  l'année 
tropique  y 

365^,:î422  19746  —  ^.0,0006000618482; 

d'où  il  suit  que  à^n  temps  d'I^ypparquè ,  c'est-à^ire 
cent  vingt -huit  ans  avant  l'ère  chrétienne  >  la  durée 
de  Tannée  tropique  était  de  10'',  ?8  plus  longue  qu'elle 
ne  Tétait  en  1800;  l'obliquité  de  Técliptique  était 
alors  de  16'  1 5^,77 1  plus  grande  qu'elle  nejî'est  au- 
jourdTîui.  ^        .  *  * 

Comparons  aux  formiules  précédentes  l'observation 
de  Tcheou-Kong  (*)  que  nous  avons  citée  dans  le 
livre  IV,  et  qui  donne  pour  Tannée  correspondante  à 
iioo  ans  avant  notre  ère  l'obliquité  de  Técliptique 
égale  à  aS»  54'  2",5.  Si  Ton  fait  te=—  285o  dans  l'ex- 
pression de  G',  cette  valeur  est  alors  égale  à  23®5o'44^^ 
ce  qui  ne  diffère  que  de  5'  19'-  de  Tobservation 
chinoise. 

Laplace ,  dans  la  Mécanique  céleste  ^  a  calculé  Tex« 


.li. 


(*)  Connaissance  des  Tems  pour  raniiée  1827,  page  %à^. 
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pressîoTD  de  4'-  pour  deux  époques  remarquables: 
celle  où  le  grand  axe  de  l'orbe  solaire  coïncidait  avec 
la  ligne  des  équînoxes ,  et  celle  où  le  grand  axe  de 
l'orbe  solaire  était  perpendiculaire  à  cette  ligne.  A  la 
première  époque ,  l'équinoxe  vrai  et  l'équinoxe  moyen 
coïncidaient;  dans  la  seconde»  le  solstice  vrai  coïn- 
cidait avec  le  solstice  moyen.  Voyons  ce  que  donnent 
à  cet  égard  les  formules  précédentes.  Si  l'on  fait 
tzs: — 5907 ,  par  l'expression  de  ^%  on  a 

4'  =  —  Si^2o'42"; 

cette  quantité  prise  avec  un  signe  contraire  sera  la 
longitude  de  l'équinoxe  de  i8oô  par  rapport  à  l'é- 
quinoxe correspondant  au  temps  i.  L'expression  pré- 
cédente de  Gjf'  donne  pour  la  longitude  du  périhélie 
de  l'orbe  terrestre /comptée  de  l'équinoxe  fixe  de  1 800  : 

La  soinme  de  ces  valeurs  prises  avec  leur  signe  sera  là 
longitude  du  même  périhélie  comptée  de  l'équinoxe 
de  l'année  4107  avant  Tère  chrétienne,  époque  qui 
correspoad  à  la  valeur  que  nous  avons  supposée  au 
temps  ^;  cette  longitude  était  donc  alors  de  ii'^  La 
plupart  des  chronologistes  placent  la  création  du 
Monde  vers  l'an  40^4  avant  l'ère  chrétienne;  l'é- 
poque où  le  grand  axe  de  l'orbe  solaire  coïncidait 
avec  l'intersection  de  l'écliptique  et  de  l'équateur  a 
donc  précédé,  d'après  nos  formules,  d'un  siècle  en- 
viron la  création  du  Monde. 

La  seconde  époque ,  celle  où  le  grand  axe  de  l'orbe 
terrestre  était  perpendiculaire  à  la  ligne  des  équinoxes 
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et  oii  par  conséquent  le  solstice  yrai  se  confondait 
avec  le  solstice  moyen ,  est  beaucoup  plus  voisine  de 
nous,  et  remonte  seulement  à  peu  près  à  Fan  i25o« 
En  effet,  si  dans  les  formules  précédentes  on  fait 
^=: — -555,  on  trouve 

4'  ==  -  7«44'o", 

En  ajoutant  ces  deux  quantités  prises  avec  leur  signe^ 

ùa  aura  9o'^i'47'^  P^^iv  ^  longitude  du  périhélie  de 
Forbe  solaire  CQoiptée  de  Féquinoxe  mobile;  en 
sorte  que  Tinstant  où  cette  longitude  était  de  po*  ré- 
pond à  peu  près  >  d'après  nos  fornMles ,  à  l'aii*- 
née  1245;  mais  Finoertitude  des  élément  employés 
dans  le  calcul,  comme  Fpbserve  Laplace,  peut  en 
laisser  une  de  quelques  années  dans  ce  résuhâft. 
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CHAPITRE  XVI. 


k        ' 


Théorie  de  Mars, 

.1 

*■         •  j    ■  •»•  ;    \  I  •  1       •   "  :  '  •       ' 

^ ,  •  ■  ^  »      •      .    ■  ■  »  ; 

•'  99*  ^^  ^'^^  nomme V'  la  longitude  géocentrique  de 
Mars  y  etsî  rpn  fait  a  a=:  ;^ ,  dân^  le  cas  du  maximum 

•■"  ■  J  :y    X  *  ■  j  • .  ,     ,    ■  •  II' 

-de- y!f  on  a^ra 

(•  ■  I      '      J  t    .  .'V  •   »■    »■      i  .   J  ■   V    -i  #1  , 

•    ..*X*.'.'        >>..-!.  .»■  ^/if.-  <kw«.'  !•  * 

La  v^Um\de  i^.  en-ne  faisant  varier  que  r^  donne. 
d  a  =  —  —jj^  ;  on  aura  donc 


^»a 


si  l'on  prend  pour  r^'  et  V  les  moyennes  distances  de 
la  Terre  et  de  Mars  au  Soleil  ;  ce  qui  donne  r"  =  i , 
r"'=  1,52569552  ,  a  =;=  o,6563oo5o.  En  supposant 
crV'"z=±i",  onaura 


jy  =  =p  0,0000064074* 

Nous  négligerons  donc  les  inégalités  du  rayon 
vecteur  dont  les  coefficiens  seraient  au-dessous  de 
0,000006.  Quant  aux  inégalités  de  la  longitude,  nous 
négligerons  toutes  celles  qui  ne  s'élèveraient  pas  à  un 
dixième  de  seconde. 
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Inégalités  de  Mars,  indépendantes  des  excentricités. 

A.^=  (i  +  /)  o*,i99493  sin  {nU  ^  n't  -h  •'  -  O 

f      6«',4647i7  sin    («"r—  n't  -f-  f-'  —  ,«»)  x 

+  (i  +  A»*').  ]  —  0^89603    dn  a(«*f  --  »•«  +  •"  —  %")   l 

l—  o",  169287  sÎD  Sin^t  —  /i*£  -f-  t*  —  t")  i 

Îa4",746i6ii  «a  (n'U-*  n^t  -f-  <«▼,-  §•} 
-i3",76793.i  «n  ^{n^n-^  n^t  +  t'v_  ,«') 
—  i*,i95o3a  sîn  3(/i'Vf—  /i*t  +  t»T_  ,•) 
—  o",  174926  sin  4(«'^«—  «"«  -h  t*^—  O 

"T  VI  t-  A*  ;•  |_  o",42439o  «in  >(«▼«'-  n»*  +  t^  -  O,  J 

0000022071 
00601734^  C08  (n^t  —  /i"'i  4-  i*  —  1») 

!'— '  O*',oo6oo67otfi  .   ■  - 
4-  o",oooo794i7o  cos  («'▼«—  n**  4,  ,«▼—  »•) 
—  0*^00006879^3  C082(/l«*£—  «"'t  4-  §«▼—  •«') 
—  o",ooooo70256  co«3(/t«Ti—  n*r  -|-  t»T —  ,«»j. 

Inégalités   dépendantes  de  la  première  puissance 

excentricités. 


#É^=(, +^").f_^;;^' 


des 


(i  +i" 


f      i",d34565 


rh  (î  +  ft'")* 


a39746 

o",647772 
•—  o",  124733 

-'9^M»a4 

4",75oo4i 

—  o*',6o4»75 

o-,7844o4 
«H  o",5789Sp 
4-  o",iiii93. 

5*',57i93o 

—  ô",4437o4 

— 23*,90252O 

-f-  2",63oi57 
+  2",33o85i 

—  3",6i998o 

H-  0*',223432 

-T  o",35768o 

—  2",9ii3oo 

—  o*',20744a 
H-  i'',88o72i 
+  ô",2o"iaS^ 


sin  (2/i"'<  —    «'t  *4-  a»*' 
sin  (2»"'t  —    n't  +  2f 

6in  («"t  +  %"  —  a»»} 
sin  (2/i*'«  —  n^'t  -f-  2i''  — 
sin  (2«*t  -^  «'"t.  -H  21*  — . 
sin  (2/2"'t  —  /i"t  -h  2f"'  — 
sin  (S/i^t  —  2/t"«  -V  ^•*''  — 
sin  {^n^t  —  l/i"t  4-  3t"  — 
sin  (4»*«  —  Sn"t  -^  4$"'  — 
siii  {Sn'^t  —  4/»"t  4-  Si**  — 

sin  (  /i«W  4-  i»^  —  •"') 
sin  (  n'ft  -I-  •'▼  —  •'▼) 

sin  (2rt«^«  —    «"'t  4.  sif«'- 
sin  (2/1 'vt  —    ««'i  -j-  a,xv 

sin  {3n'n  —  a/i'*^  4-  3i'* 
sin  (3/1  «Vf  —  ^n^l  +  3i'v- 
sin  (4n<v£  —  3n"'f  -f-  4i*^' 
sii\  (4ii»v«  —  ^"t  -jh  4i*^ 
sin  (2n"'f  —  n»vf  +  as"'  • 
sin  (2/i"'t  —  «»▼«  4-  2i'* 
sin  (3(»"'«  r-  an«v£  -f».  3*"  • 
sm  lin^c   —  3n«vr+  4i"'. 


.ff 


II 


% 

2*" 
2f" 

3f" 

4«" 


-  «-). 


—  2i'«'— 

2f"'— 

•  3f"'- 

.  ,iy_ 
2i' 

3i'v 
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j—  0^065705  tin    (itn  +  •'^  —  <) 
+  (i  +  A*T).<—  i%7i7676  tin  {imU  ^  wFt -^  >•▼  —  iT  ^  é*) 
4-  </',ia6a66  fin  (a»'t  —  ii*i;  4-  ai^  —  •*  —  •▼) 

Inégaliiés  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites^ 

Les  inégalités  suivantes  sont  les  seules  de  cette 
espèce  qui  paraissent  devoir  être  sensibles ,  en  vertu 
des  rapports  qui  existent  entre  les  moyens  mouve-* 
mens  de  Vénus ^  la  Terre,  Mars  et  Jupiter  : 

A/  =  —  (t  +  |«0-6",^838o  «a  (Zn^t  —  n'f  4, 3«^  -  V  -l-  65*  aG'  i5") 

+i*,4ê5976tin(5/i*l^3/i*'t+5f«'^3f''+68»îir  o*)J 

{— ©'',468575 «in  (  »*▼£+  «''t-f-  f*^-f-  •*— 53«  7' 47*0-1 
—  i",46aâo98in(a/i»^<4-  «t'^-l-  6o«  7'  a")  l 

+  i",3ii633fm(  n^^f-*  «•<rf-t'^-.i"'+54»4i'30J 

On  peut  réunir  la  dernière  de  ces  inégalités  à  l'i- 
négalité indépendante  des  excentricités 

(i  +Afc"0  ^",7461 62  sin(7i'V  — «'''^+  t'^—  é'"); 

Içur  somme  donnera  l'inégalité  suivante 

(i-f-fi«^)a5*',5a748a«m  (««n  — n"'i4-  •*'—  •*  +  a© 34' i T). 

Pour  les  inégalités  correspondantes  du  rayon  vec- 
teur, on  aura 

jyj_/    .    .N   f-ho,ooooo64979co8(4n"'e— aii*f-f4/»— ai"— 58o5i'5o")  1 
^  -t-/«  ; .  j  _  0,0000069405  co«  (S»*/— 3rt*/-4-  S/'—  at^-f  68«  37'  a8")  J 

'4-/i-4-i*»^^  J     0,0000081004  co«(aiif  +  at  +  6o»  i7'5a'0  > 

l  -f-  0,000004^007  cos  (n ' ▼«  —  n"'<  -f-  f  » ▼—  Z'  -f-  590   S'  57") .  ^ 

La  dernière  de  ces  inégalités  peut  être  réunie  à  l'i- 
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nëgalité 

(i  -h  f*»v)  0,0000794170  CO8  (»»▼«  —  nTt  -f- 1'^  —  O  > 

c'est  par  cette  raison  que  nous  l'avons  conservée, 
quoiqu'elle  tombe  au*dessous  de  la  limite  assignée 
aux  inégalités  du  rayon  vecteur. 

La  somme  de  ces  deux  inégalités  donne  la  sui- 
vante : 

(1  H-  A*'')  o,oooo8i653a  cos  (««▼«  —  n^t  ^-  •«▼  —  t**  +  i«  3i' 54*^. 

Le  mouvement  de  Mars  en  latitude  n'est  affecté  que 
d'inégalités  très  peu  sensibles.' En  désignant  par  11*^ 
la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l'orbite  de  Jupi- 
ter sur  celle  de  Mars,  les  seules  de  ces  inégalités 
qui,  s^élèvent  à  un  centième  de  seconde,  sont  les 
suivantes  : 

â^s"-  U  -»-  u^y^  I      o",o95575  sin  («'-  4-  f«v_  n^-)  1 

—  »  -^f*    ^•\4.o",4o3a69  sin  (aw  — /i"'f  +  af^  —  •"'  —  n«T).   / 

on  a  d'ailleurs 

>"  =  i'34'45", 

n"  =  2''57'5i"f 

en  nommant  y"  l'inclinaison  mutuelle  des  deux  or- 
bites' de  Mai%  et  de  Jupiter. 
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CHAPITRE  XVII. 


Théorie  de  Jupiter. 

loo.  Jupiter  et  Saturne  sont  de  toutes  les  planètes, 
celles  qui  sont  assujetties,  en  vertu  de  leurs  attrac- 
tions mutuelles,  aux  inégalités  les  plus  considérables. 
Leur  théorie  mérite  donc  une  attention  particulière. 

L'équation 

cfa  =  (i  —  flf)J^V'% 

en  supposant  a  =  —  et  en  ne  faisant  varier  que  r'^ 
dans  âc,  donne 

J'r''  =  —  ^'  (i  —  fit*)  crV'\ 


Si  l'on  prend  pour  r''  et  r'^  lès  moyennes  distances 
de  la  Terre  et  de  Jupiter  au  Solieil ,  et  si  dans  le  cas 
du  maximum  on  suppose  cTV'^  =  zfc:  i",  on  aura 

JV*''  =  zp  0,000126304. 

On  peut  donc  négliger  les  inégalités  du  rayon  vec- 
teur qui  sont  au-dessous  de  =p  0,0001 5.  Quant  aux 
inégalités  du  mouvement  de  Jupiter  en  longitude  et 
en  latitude,   nous  négligerons,  comme  précéilem- 
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ment^  celles  qui  seraient  au-dessous  d'un  dixième  de 
seconde. 

Inégalités  dt  Jupiter  indépendantes  des  excentricités. 


/!/«▼  =  (i  -+-  ^";.o",iii77i  8in     {n"t  —  /!«▼«  -f»  t"  -^«▼) 

79",a  13453  sin    {rft  —  ii«»f  -ff^    -  i»») 
— 195",524778  sin  ^{n^t  —  «»▼«  •+•  é^  —  i'^) 

—  i6",32234i  sin  3(/i»t  —  ii"^«  «-h  f^  •»▼) 

(I  H-  f«').(—    3",753g96  sîn  4(»^«  —  /r"f  +  i^  —  t«v) 

—  i">ï5797a  sin  5(ii^r  —  n^^t  -f-  §▼  —  §«▼) 

—  o'',4o98o4  sin  6(iiv|  —  n^^t  -f-  $▼  —  §»▼) 
^—    o",  163496  sîn  7(n^«  —  «»▼«  -^  •▼  —  •»▼) 


/t  j.,.v.^  /        »^'4483o  sin    (/i^'t—  /l'Tt  ^  ,Ti_  .,v)   1 
11  -^iu    ;.|_    0^,585549  sîn  a(/i^»£—  n«v«  -f-  .vi-.  ,«t),/ 


—  o,oooo5936ao 

^r^y  =  (i  -4-  iu^).  )"*"  <>»®®°^47465i  cos   (n^«  — »«▼£+  ,t  —  ,«y) 

'  ^      ^,0027707579  cos  aC»^t—rt»^f-f-  fv  —  t'v) 

,0002890087  C08  3(»^ï «'▼«-f-    «V   ,iv). 


S—  o,< 
•4-  o,( 
—  o,< 
—  0,1 


Inégalités    dépendantes   de   la  première  puissance   des 

excentricités. 

Plusieurs  de  ces  inégalités  étant  considérables,  on 
a  dû  avoir  égard  aux  variations  séculaires  de  leurs 
coefficiens.  Pour  cela,  on  a  calculé  ces  inégalités  pour 
deux  époques  différentes,  en  tenant  compte  de  la 
variation  des  excentricités  e*^  et  e^  durant  cet  inter- 
valle, et  l'on  en  a  déduit,  par  la  méthode  du  n"  Q6^ 
la  variation  dû  coefficient  de  l'inégalité  pour  un  temps 
t  quelconque.  On  verra  plus  loin  qu'en  tenant  compte 
du  carré  de  la  force  perturbatrice ,  on  a 

J^e*^  =  o",3i4o9,         cfe^  =  —  o'',7565i. 

En  n'ayant  égard  qu'aux  variations  des  coeffidens 
qui  surpassent  60"  dans  l'expression  de  i'v^'' ,  on  a 
Tome  TIT»  28 
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trouve. 

8",249070  sin  (n^t  +  •▼  —  a»'») 

—  g^jaSgoiG  sin  {n^t  -i-  •▼  —  e»") 

-f- 54*',ïoi9oo8În  (a»^£ —   »*▼« -f-at^  —  t'^ — »^) 

—  4a",6o4479  sin  (3/»vt  —  3/1'^^  +  3fV—  2tiv_  ^iv) 
(81",  1 4470o-/o,oo5i  6oo8>inf  3/i^«-2«  '  ▼«  H-3i^-ai  '  ^-w^) 

7*55944*5  sio  (4/m  —  3/i'v|^-  4,T  _  3i'^—  o»»v) 
1— 14^930790  sin  (4«^t  —  3/i'n+  4»^  —  3i'^—  »v) 
U-  1  ",003985  sin  ISnn  —  ^n^^t-h  5ff  —  4«'^—  »'^) 
'—  ^",657290  «in  (5nn  —  ^n^n-^  5%^  —  4«'^—  •^) 
/»/»v=(iH-^v\^  _^  o",39oa43  «xn  (6n^«  —  5/i«^^+  6iV  —  S»''—  »«▼) 

,—  o",87a467  "n  (6«^*  —  5/i«^/+  ôi^  —  5f»^—  »▼) 
l-f-  o",i43o44  "n  (7'»^*  —  6n«v<H-  yi^  —  6f«^—  »'▼) 
1—  o",3rio34  sin  (7/m  -^  6/i«*«+  7iV  —  6f»v—  «^J 

—  4"»99o673  sio  (aa'^f—    n^t  -f-  ai^T—    §▼  —  «»»▼) 
I—  o",544a63  sin  (an'^f—    n^t  -+-  at'^—    §▼  —  »▼) 
+ia*',339oao  sin  (3»«^«—  awv«  -#-  3f«^—  ai^  —  •«▼) 

—  o",336643  sin  (3n«^«—  an^t  -+-  3f»v—  aiv  —  «v) 
-^  i",a37i54  sin  (4/»'^«—  3n't  -4-  4«*^—  3i^  —  a'^) 

—  o^iôSiGi  sin  (4n»v£—  3/,t£  ^  4f«v_  a.v  _  ^v) 

^-f-  o",34i737  sin  {5n*n^  ^n^ft  -f-  5f'^—  4i^  —  ««v) 

©",134677  sin  («▼'«  4-  i^'  —  «*^) 

—  o",a55578  sin  f/i^«tH-fV'  —  «▼') 
+(iH-ft^»)-^—  o",58ia95  sin  (^n^'t  —  n'^t  -f-ai^»—     §»▼  —  a'v) 

-f-  0*111548  sin  {in^'t  —  n'v«  -f-a«v' —     «»v  ^vi) 

—  o'',ï3c)iïî»5  sin  (S/i^'i  — a/î*'^*  +3iV' —  2«*v  —  «▼»), 

' —  o,oooa795i3  co$  (^n^t  —  n'H  +  as^—    •»▼— «'v^ 
+  0,000161474  cos  (an^t  —  n«^£  +  ai^—    §«▼.— «v^ 

|—  o,ooo4385aS  cos  (3/i^£  «^a/i'^t  +  3i^—  as*' m'^) 

/r«^=.(i4./u^).^+  0,000865468  cos(3/ivf  — an'vf  +  3«v—  a«'v— «▼; 

1+  o,oooiao47i  cos  (^n^t  — 3n'H  +  4«^—  3»'^ — »'^) 

—  o,oooa3i907  cos  (4«^t  — 3n*vf  H*  4*^ —  3»»* — •▼) 

—  o,oooia88oa  cos  (3/i»^£— an^t    ■+'3i»^—  at*  —«*▼). 

Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des   produits  des 
excentricités  et  des  inclinaisons. 


I  o  I  •  La  pins  considérable  des  inégalités  de  cet  ordre 
est  celle  qui  résulte  de  l'action  de  Saturne  et  qui  dé- 
pend de  l'angle  5ri't  —  5/i*^^,  Comme  5n^  —  2»*^  est 
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une  très  petite  quantité  ^  à  cause  du  rapport  de  com- 
mensurabilîté  qui  existe  entre  les  moyens  mouyemens 
de  ces  deux  planètes,  l'angle  "in^^t  —  571" t  difiere 
très  peu  de  n^'^t  ;  on  a  donc  fait  usage  pour  calculer 
cette  inégalité  de  la  formule  (A)  du  n**  54  et  à  cause 
de  la  grandeur  de  son  coeflScient  on  a  eu  égard 
dans  son  expression ,  à  la  variation  des  élémens  de 
Torbite  de  Jupiter,  par  la  méthode  du  n®  29. 

On  a  trouvé,  par  le  n*  58,  cette  inégalité  en  1800 
égale  à 

—  84",938oo  sin  {Sri^t  —  3/i'^  H- 5i^  —  3i«»), 
-f-  i36*',953io  cos  (5n^t  —  3/i'vf  -f-  $•▼  —  Si»'')  , 

et  en  2000  égale  à 

—  77",468o3  sin  (5n^«  —  3/»'^f  +  5i^  —  3i'^), 
-f-  i38*,i3567cos  (S/i'i  — 3/i'^f  -f5r  — 3i'v)  j 

d'où  l'on  a  conclu ,  pour  un  temps  quelconque ,  cette 
inégalité  égale  à 

—  (  84",938oo -  t  o'',o393498)  sin  {5nn  —  3/i'^«  -f-  5i'  —  3i'v), 

-4-  (i38%i3667  -4- 1  o",oo59iii8)  cos  (5ii^t  —  ^n^n  H-  5i^  —  3i«v) , 

/ 

ou  bien,  en  réduisant  ces  deux  termes  en  un  seul 
par  la  méthode  du  n"*  5o , 

/j;«v3;«.(,-f.^T)(,6,",,4g37-_t  o>i38a6)«n(5/inr-3/i«^£-|-V-.3i«^ 
—  58»ii'34"-<.45",3io). 

Les  autres  inégalités  du  mouvement  de  Jupiter  en 
longitude  dépendantes  du  carré  des  excentricités,  ont 
été  déterminées  par  les  formules  (A) ,  (B) ,  (C)  et  (D) 
du  n"*  54;  on  a  trouvé  ainsi 

28.. 


436  THÉORIE  ANALYTIQUE 

o*',7<34o5  MO  (  »▼«-*-  »«▼£+  •▼+•«▼  4-67»  4'  10"; 
i—  5*,3363o6  sin  (^rtH-m''  H-  i5«56'a4*) 
lH-II^ilI48I8  sin  (3im— ««▼t  -f^fT— •«▼  +79059' 48^ 
/^«▼=i(i-fft^)  \— i7*',a8989i  sin  (4»^«— a/i»^t4-4«^— «"'— 570  i^aS*) 

i*,57557o  sin  (6n»«— 4/ï«n-f6i^— 4f «^— 54»  a5'48") 
^-f  a",3G88oi  tin  (  »▼*—  n'^t-h  t^—  #'^+430  17'  O 
—  6*,oi{774  sin  (a/i^— a/i'^rf-ai^— ai'^+4a«4«'44")- 

Les  deux  dernières  iDegalîtés  réunies  aux  deux  sui- 
vantes qui  leur  correspondent ,  et  qui  dépendent  des 
simples  excentricités 

79*,ai9453  sin  (  »▼«  —   /!«▼£  -f-   |T—   i«t), 
— i95*',5a4778  sin  (a/l▼^  —  a««^£  H-  ai*  —  at'\\ 

donnent  celles-ci  : 

.    f      84",6289ao  sin  (  n^«  —   n'^^t -h  •▼—    f»vH-io8'5a")  } 
V'-t-A*  ''I— ao9*',o98i9i  sîn(a/i^t  — an'^f -hai^—  ai«^-fi0  9'57").  J 

La  seule  des  inégalités  du  rayon  vecteur  qui  dé- 
passe la  limite  que  nous  leur  avons  assignée  est  la 
suivante  : 

^r« ^=  — ( 1 4-/<*)  (o,ooaoi 9705 ~ t  0,0000000509a)  co8(5/i^«— 3#i ' ^<H-5i' — 3i ' ▼ 

—  580  6' 5i"  —  «44",4io). 

Grande  inégalité  de  Jupiter  produite  par  V action  de  Sa^ 
iume,  et  dépendante  du  cube  et  des  produits  de  trois  et  de  cinq 
dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites, 
ainsi  que  du  carré  de  la  force  perturbatrice. 

Les  grandes  inégalités  que  produisent  dans  le 
mouvement  de  Jupiter  et  de  Saturne,  leurs  actions 
réciproques,  en  vertu  du  rapport  qui  existe  entre 
leurs  moyens  mouvemens,  sont  au  moins  du  troisième 
ordre  relativement  aux  excentricités  et  aux  inclinai- 
sons,et  leur  importance  exige  qu'on  ait  égard  dans  leur 
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détermination  aux  cinquièmes  puissances  de  ces 
quantités  et  même  aux  termes  de  l'ordre  du  carré  des 
forces  perturbatrices. 

On  a  d'abord  déterminé  la  partie  de  la  grande  iné- 
galité de  Jupiler  dépendante  des  cubes  et  des  pro- 
duits de  trois  dimensions  des  excentricités  et  des  in- 
clinaisons au  moyen  des  formules  du  n®  58.  En 
partant  des  élémens  rapportés  n?  88^  on  a  trouvé 
par  le  n"*  7 1  : 

^Tjvico)  _  _  77ïTr^i62oa85, 
^Tjvico  _  /»^5,8o7075o , 
^T]vi(0  _  _  m^9,6o74688, 
^T^cs)  _  m^5, 2439 100, 
^Tjsfco)  _  771^0,658578 1, 
^T]>{(0  _  _  771^0,5520740; 

De  là,  on  a  conclu  pour  1800 

a7f  =  : —  o,oooo52o64o , 
à'V^  =:        0,00 1 028097  r . 

Il  a  fallu  ensuite  n*  66,  déterminer  les  mêmes 
quantités  pour  23oo  et  pour  2800.  Pour  cela  il  fallait 
connaître  les  élémens  des  orbites  de  Jupiter  et  de 
Saturne  pour  ces  deux  époques. 

Nous  avons  donné  n°  91 ,  les  variations  séculaires 
de  ces  quantités  dépendantes  de  Faction  des  planètes, 
mais  il  est  encore  nécessaire  d'avoir  égard  aux  ter- 
mes dépendans  du  carré  de  la  force  perturbatrice. 
Cette  partie  se  calculera  par  le  moyen  des  formules 
du  n*  55.  On  a  trouvé  ainsi  :  • 


rf.i^4 


dt 
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^(è'"  =    ,     ^o",55o562, 
J^gi^  =        ^.o",948963, 

S'ë'  =  r—  i.o",  096247. 

En   différentiant  ces   valeurs,  les  quantités 

dM^^    d.i'm'      d.lé'  ^,  .  ,     dm''' 

— - — ,  — î — ,    -^ — ,  sont  les  accroissemens  de  -y-  • 

dt     *      dt     ^      dt    ^  dt   ^ 

^-,  ^>  "T  »  T^^  dépendent  du  carré  de  la  force 

perturbatrice;  en  ajoutant  donc  aux  variations  dé-^ 
terminées  n®  91  ^  les  coefficiens  du  temps  t^  dans 
les  expressions  précédentes ,  on  aura  les  valeurs  com- 
plètes de  ces  quatre  quantités.  En  négligeant  les 
corrections  des  masses  planétaires,,  on  trouve  ainsi 
pour  23oo  ; 

• 

^  =  o",3i4o88,        ^'  =  —  o",7565o6, 
-jf  =  6",685i22,        -^  =       i9%o55o44- 

On  a  calculé  les  mêmes  quantités  pour  2000 ,  et  en 
désignant  par  -~- ,  -^ ,  -^ ,  -^  ce  qu  elles  devien- 
nent pour  cette  époque,  on  a  trouvé 

^  =  o",5.0985 ,        ■§-'  =  -  o",74i686. 


-^  ==  6",777i»i9,        -J' =       i9",ïi994i. 
En  supposant  que  t  exprime  un  nombre  d'années  ju- 
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tiennes  ^  on  a  généralement 

de^  de  d^'e 

":i7  =   -X  +   ^ 


dt  dt     •         dC"* 

les  différences  ^9  -y?*  ^^^^  '^  second  membre  étant 
relatives  à  l'époque  de  1 800 ,  il  en  serait  de  même 
relativement  à  -^  ,  en  faisant  donc  t  =  2000  ,  on 
aura 

-^-r  =  —  o%oooo  1 55^7 ,     ^  =  —  o'',oooo2590o , 

-^  =  4-  o'',ooo47o485 ,     -^  =       o",ooo524485. 

L'expression  de  e'^  pour  un  temps  quelconque  t  en 
négligeant  les  cubes  et  les  puissances  supérieures  du 
temps  est  : 


e''+  ^-37  + 


a     9 


dt     *    2     dl 

et  l'on  a  pour  cù*",  é^  et  cù"  des  expressions  sembla- 
bles. On  aura  donc  ainsi  pour  un  temps  quelconque 
t  a  partir  de  iSoo, 

g  lY  _  gif  ^  ^.o%5i4o88  —  ^'.o",ooooo7765, 
C7/^  =  a>'^+t .  6'',685 122  +  ^.  o",ooo235242 , 
e/  =  e^  — '  < .  o", 7365o6  —  t^ .  o",oooo  1 2950 , 
&)/  =  û)^  +  ^.  i9",o55o44+^*- 0^^^01622425. 

Les  valeurs  de  e"^,  a>^^ ,  €' y  û)^,dans  le  second  mem- 
bre étant  celles  de  1800. 

En  nommant  y  l'inclinaison ,  et  II  la  longitude  du 
nœud  ascendant  de  l'orbite  de  Saturne  sur  celle  de 
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Jupiter^  vn  la  petitesse  des  angles  (p  et  ^'  on  a  à  très 

peu  près/n°  86,  livre  II, 

^  sîn  n  =  ^'sîn  a'  —  (p  sîn  et, 
^cosn  =  ^'cosût'  —  ^cosa; 

d'oà  l'on  a  conclu  pour  1 800 , 

n  =  126°  6'i4". 

Les  équations  précédentes  donnent  en  les  différen- 
tiant 

^  =  ^W'-n)-  g  cos  (*-n)-<^'  ^'  sin(ct'-n)+^  1^  sin  (*-n), 

du      d^'  .  ,  ,    —.      d^    ,    ,      _.  ,    ,d0tf       ,  /    „x        dd       ,       _, 

'^li'^'dt  "û(«'— n)—  ^  8iii(ct-n)-H)  -^  cosy-n)-  4)2^cos(*— n). 
si  l'on  substitue   dans   les  seconds  membres  pour 

dp       d(p     dot      dtt    1  11/ 

-j-,  'di^li^  Tt  ^^^^^  valeurs  données  n*  91 ,  on 
aura  pour  1800 

^  =  —  o",oooi94o, 

-Jt  ~  ~  22',924657. 

En  calculant  par  les  formules  du  ti''  54 ,  la  partie 
des  valeurs  àe  -^,  et  de  -j-,  qui  dépend  du  carré 
de  la  force  perturbatrice,  on  trouve 

J^y  =  ^.o^^ooo  178254, 
cTn  s=  —  ^.o",oo7 59080. 

Le  coefficient  du  temps  t  dans  ces  expressions  doit 
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être  ajouté  aux  valeurs  précédentes  de  ^  et  de  -t-  , 

et  Ton  trouve  ainsi  pour  les  valeurs  complètes  de  ces 
deux  quantités  en  1800. 

^  =  —  o/'ooooi5766, 

^    =   22'',952028. 

On  a  calculé  de  la  même  manière  les  parties  des 

valeurs  de  ■—  et  de  -^  ,  dépendantes  du  carré  de  la 

force  perturbatrice  et  relatives  à  l'époque  de  2000, 
on  a  trouvé 

jy  =  ^.o',ooo245o56, 
cTn  =  —  ^.o^ooogSSyô, 

en  ajoutant  les  coefEciens  du  temps  dans  ces  expres- 
sions aux  valeurs  de  "j  ^*  de  -^    calculées  pour  la 

même  époque^  on  trouve  pour  les  valeurs  de  ces 
quantités  relatives  à  2000 , 

-^'  =  —  o'>o  16329, 

-^'  =  —  25",  252521; 

de  là ,  on  a  conclu  pour  un  temps  quelconque  t, 

n'  =  n  —  ^.22', 932028  —  ^•.o%ooi5o247  f 
yi^=^y  —  ^ .  o",oooo  1 5766  —  ^ .  o',ooooo8 1 645 . 
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Les  valeurs  de  y  et  U  dans  le  second  membre  se 

rapportent  à  1800. 

Au  moyen  de  ces  expressions ,  on  a  calculé  les 
valeurs  de  e'%  e^,  0)*%  cj^,y  etU,  pour  les  époques 
de  âSoo  et  de  2800^  et  à  l'aide  de  ces  valeurs  on  a 
trouvé  ensuite  pour  sSoo , 

a7F^  =  0,000154928^ 
à'f^z^  0,001005397, 

et  pour  2800, 

a^f,^  =  o,ooo5 1 2547 , 
a''P'^^=  0,00094^940* 

De  là  y  on  a  CQnclu  par  le  n""  66 , 

=  —  o,oooopo583557 , 
0,0000000126455 , 

=        0,000000000057492 , 

0,000000000 I 47028 . 
Si  l'on  suppose,  n»  66, 


à' 

dt 

■Hm 

à' 

dP' 
dt 

a" 

d'V 
dt'' 

= 

à' 

d'V 
de 

.—. 

(5/iv_2n'^)  dt        {5ny—!in'''ydt*  * 

2dP 3^F  ^ 

(5/1^—2/1»^)  dt        {5rC'-^^n'''ydt^  ' 

on  aura  donc ,  d'après  les  valeurs  précédentes , 


\ 


6m' ^n*""  A 
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a^P,  =  —  0,000046507, 
à'V^  =         0,00  i  1 44278 , 

a^  -T^z=z  —  0,0000004^4^89, 

à'  -^*=         0,0000000251575, 

a:'  —2-'=         0,000000000057492, 

a"  ^'=         0,000000000147028. 

La  partie  de  Ss^^^  qui  est  divisée  par  (5»^—  an"')*,  a 
pour  expression 

En  réduisant  cette  fonction  en  nombres,  on  aùrl^ 

lu  «  ▼=(  I  a  1 3*',oi5555— « .  o*,oa  j54g— t* .  o*,oooo7793o)  %\ii{Snn--in  «  ▼f+5r-ai' v) 

Four  calculer  la  partie  de  la  valeur  de.  S^s^  qui  a 
pour  diviseur  S/ï^— 2n*^,  il  faut  déterminer  les  diffé- 
rences a'^  dà^y^  ,^^^  d~^y  ^^  entrent  dans  la  for- 
mule (I),  n*  58;  on  troYive 

^  "dï^  =^  •  ^2,14096,  «"  ^^  s=n»'. 2^,46390^ 
^  lïïï'  =^'«5o,aa7i4,  «'•-^17  =  to'.4,i3i73  , 
^""55^"  =^' -^^'75870»    ^"^^  =  TO\6,75963  j 
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d'où  l'on  a  conclu 

a^^  ^-7;  =  m^.o,oo2333i5^ 
cC^  -r-  £=  m^.o,oo63o36i. 
La  partie  dont  il  s'agit  a  pour  expression 

V  IV  .  (     cC'fr,  sin  (oTi^^— 2n'^^+5€^— :îc'0 

2m^n*V  J  da>^         ^ 

^^^'^^  |_  a-^cos(5/z-^— 27z"^+56^— :îO 

En  la  réduisant  en  nombres,  on  trouve  cette  fonction , 
en  1 800  j  égale  à 

—  i6",553864  sin  (5^^^  —  2/ï*"/+  56^  —  26*') 
+   6^,052991  cos  {SnH—an^H  +  S€  —  26»^). 

Oi(|a  trouvé  de  la  même  manière  pour  2000 ,    ^ 

a^*  ^-7;:  =  m^.  0,00235825, 

.    à?^  -TT,  =  yn^. 0,006 12385; 

la  fonction  précédente  à  la  même  époque  sera  donc 
égale  à 

.  —  1 5^,887450  sin  {Sn't  —  nn'H  +  5^^  —  26^0 
+    6",i  17461  côs  {^nH  —  %rûH  +  Sé^—  2€'0; 

d'où  l'on  a  conclu ,  pour  un  temps  quelconque  t  à 
partir  de  1800, 


crp«v]=— (i6%358864  —  t.o",ooa33ai)  sin  (5nn  —  a/i'^t  -f5i>  —  ai»^) 
•J-(  6",o5299ï  +  t.o",ooo3a24)  co8(5nn  —  a/i«n  4-5iV  —  any). 
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La  grande  inégalité  de  Jupiter  contient  encore 
parmi  les  termes  qui  ont  5n^ —  2n'''  pour  diviseur,  le 
suivant  : 

—  le'^Asin  (5m  —  2n'H  +  Sé^ ^  ^e'^i—V^  +  cT). 

Ce  terme  est  celui  qui  résulte  de  la  variation  dépenr 
dante  de  l'angle  Bn^t — 2n*7  de  la  longitude  de  l'épo- 
que dans  l'expression  de  la  longitude  vraie  ;  on  peut 
aisément  le  réduire  en  nombres*  En  effet,  l'inégalité 
de  cTp*^  dépendante  de  l'angle  5n^t — 5/i'V  est  à  très 
peu  près,  n*  38 ,  en  n'ayant  égard  qu^aux  termes  qui 
ont  on*  —  2^*""  pour  diviseur ,  égale  à 

2h  sin  (5nH  —  3n'H  +  56^  —  36*^  +  cT)  ; 

on  aura  donc,  n»  loi, 

A  =  8o%57468,       J' =  —  58°ii'34". 

Au  moyen  de  ces  valeurs  et  de  celles  de  e'^  et  dç  «*% 
rapportées  n*"  88,  on  a  trouvé  pour  |la  valeur  de 
l'inégalité  précédente,  en  i8oo, 

+o*,685a4osm(5n^f-an''£+5f'— 2i«v)-i*,8i5a95cos(5/iv«-an«^«-f5i^-2i«^). 

1 1   r 

En  calculant  la  même  inégalité  pour  2000,  on  a 
trouvé 

de  là ,  on  a  conclu  pour  un  temps  t  quelconque ,  à   . 
partir  de  1800, 

^»T  =  (o'',685a4o  —  i.o^ooo4c;5f))  «in  (5»^i  —  a/i'Tt  *f-  5r—  ai'^) 
—  (i*,8i5a95  -h  t,o'\oooo63g)  cos  (SnH  —  an«v«  -+-  5§^  —  ai»^). 

Considérons  maintenant  la  partie  de  la  grande 
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inégalité  qui  dépend  des  cinquièmes  puissances  des 
èxcentricitës  et  des  inclinaisons;  pour  la  dëtermiper 
il  a  fallu  calculer,  d'après  les  formules  du  n*"  ^2 ,  les 
valeurs  des  quantités  M^**^,  M^'^,  etc.,  pour  les  deux 
époques  de  1800  et  de  2000.  On  a  trouvé  : 


Pour  1800 y 
«▼MW  =   o,oooooo933o38, 
a'M<0  =  —  0,000006673740, 
«▼M(»)  =   0,00001750996, 
fl^MC)  =s  —  0,00001939799, 
«▼M(0  ==   0,00000785010, 
a^MO  =^   o,  00000  i36oo8, 

a^N(«)  =  —  0,00000007^5976, 
a^NCO  =  —  0,0000001982328, 
av"N(«)  =  —  o,ooooooo7o3i5, 
rt^NC)  =   o,oooooo3585ao, 
a^N(^)  =   o,ooooooooo5i449) 
a^NCO  =s   0,00000000155491, 


Pour  1000, 
a^M(')  =  0,0000009)741, 
«''MCO  =  —  0,000006673710, 
a^M<*>  =3  0,00001 725 161  f 
a^M(3)  =  —  0,00001921455, 
ii^M6)  =  o,ooooo75o368, 
a^MW  =   0,00000130924» 

«▼NO  =  —  0,000000072747, 
a^N(0  =  ~^  o,ooooooo55655, 
«▼NC»)  ^  —  0,00000007792, 
«▼îî(')  =    o,oooooo35852o, 
ci^NO)  =   0,00000000060877, 
«▼N(*)  =   o,  00000000  i565oo. 


En  vertu  de  ces  valeure ,  on  a  trouvé  n«  4^  9  poui* 
1 800 , 

à^Q  ==  0,0000074957, 

a^Q'=  0,0000091388, 

et  pour  les  mêmes  quantités  en  2000 , 

a^Q  =  0,0000081559, 
à'QI  =  0,0000087666; 

de  \^  on  a  conclu 

a^  -^  =  o,oooooooo55oo7 , 
a''  ^  =  —  0,00000000  i866o5. 


6/iiM'v«* 
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et  par  suite  ^ 

(SFH^iVï  =        0,0000009^565, 

;f-; — -~rj  =  —  o,oooooo5233i6. 

L'expression  de  la  partie  de  la  grande  inégalité  de 
Jupiter^  qui  dépend  des  cinquièmes  puissances  des 
excentricités  et  des  inclinaisons ,  en  tenant  compte 
des  premières  puissances  du  temps  dans  les  coeffi- 
ciens,  est^  d'après  les  n"**  4^  et  4^  ; 

en  réduisant  cette  fonction  en  nombres^  en  vertu  de 
l'inégalité  que  nous  considérons,  on  aura 

^t^«T=  —  (io*,669oa  —  «.o*,ooi978i5)  8in'(5nn—  a/i'^i  +  Si^  —  ai»') 
+  (  8^49861  +«.o*,oo349898)cos(5n^«  — an'^f  4-5r  — 2i'^). 

Enfin  y  j'ai  déterminé  la  partie  sensible  de  la  grande 
inégalité' de  Jupiter  ^  dépendante  du  carré  de  la  force 
perturbatrice ,  par  les  formules  des  n"^  67  et  suîvans. 
En  ne  considérant  que  les  termes  de  cet  ordre ,  on  a 

cTm't^zz:  -  3a'^n^^fdtfdf.^K'-h  521^211  fdt{fd'K)*  ^ 

le  dernier  terme  de  cette  formule  donne  l'inégalité 
suivante 

Cette  inégalité  est  la  seule  que  fournisse  la  seconde 
partie  de  la*  formule  précédente.  Considérons  donc 


.■A. 


* 
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uniquement  son  premier  terme;  on  a^  ^*47» 


«TR 


et  pour  obtenir  la  valeur  complète  de  eTc/*^ ,  il  faut 
combiner  entre  eux  les  différens  termes  de  chacun 
des  facteurs  qui  entrent  dans  la  valeur  de  «TR,  de 
manière  que  la  somme  ou  la  différence  des  argumeos 
des  termes  que  l'on  a  considérés,  soit,  égale  à 
5n^t  —  2ri}^t ,  et  que  la  somme  des  exposans  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  dans  ces  termes  ne 
dépasse  pas  trois.  On  a  trouvé,  de  cette  manière,  les 
«résultats  suivans. 

'  'Inégalilê  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 

5n^t —  2n*^t  et  zéro  : 

On  a  calculé  ensuite,  relativement  à  Saturne,  les 
inégalités  dépendantes  du  carré  de  la  force  pertur- 
batrice, qui  résultent  des  diverses  combinaisons  in- 
diquées n°  57 ,  la  précédente  exceptée ,  et  l'on  en  a 
déduit  la  partie  correspondante  de  Tinégalilé  de  Ju- 
piter, au  moyen  de  Féquation  de  condition 

m'"  \/âF^  cTC^'+z^^  s/a''  cTr+C^w»^— m^)/nV^'r=  o. 

D'après  les  valeurs  que  nous  avons  adoptées  pour  les 
masses  de  Jupiter  et  de  Saturne ,  on  aura 


m^J/V  


— ;=-  =  0,4063780 ,     m'^  —  m^  =  0,000664097  ; 


m' 

l'équation  précédente  devient  ainsi , 


I  >»■*.' 
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t^r*  +  o,4o63^8  J'Ç^  -f.  0,000269874'^  =^  o ,    (a) 

^  désignant  ici  la  partie  de  la  variation  du  moyen 
mouvement  de  Saturne ,  relative  à  l'argument  de  la 
grande  inégalité,  et  descendante  de  la  première  puis- 
sance de  la  force  perturbatrice  ;  cette  quantité  est  à 
très  peu  près  égale  à  la  partie  correspondante  de  la 
longitude  vraie.  On  verra  dans  la  théorie  de  Satume> 
qu'on  a  aiusi     ^^ 

à 

{▼  =s  — 3901 ',79^9  gin  (5il^«  —  3»A«^fc  +  5i^  —  at  «▼) 
«—    150*^,53476  coi  (5nyt  —  a/ï*v«  +  5fT  —  2t'^). 

En  déduisant  de  la  valeur  complète  de  J^^,  la  partie 
relative  à  la  combinaison  des  argumens  5/ïV —  2n^H 
et  zétOj  on  trouve  n^ipe  tbwéorîe., 

J"^'  =  —  4*»44o<>7  «^  ^^«'^  —  a/i  '▼f  H-  5i^  -^  ai«^) 
—  34%i54ia  cos  (5/i^«  —  a/i»^«  -f-  5'i^  —  ai'^). 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (à) ,  on 
en  conclura  pour  l'inégalité  qui  en  résulte  dans  J^^*^  : 

a*',587449  «iD(5/i^«— an  *  ▼£-f5i^-af*  ▼)-|-i  3*',gao  1 04  co8(5/i^/-a/i  «  ^r-f-Si^-at  »  ▼) . 

En  réunissant  cette  partie  de  ^^'^  à  celles  que  nous 
avons  déterminées  précédemment,  on  aura  pour  sa 
valeur  complète^ 

/{;«▼  =  o'',G94o8  sin  (5nU  —  an»»!  H-  5f^  —  ai'  ▼) 
+i4*,34i76cbs(5n^«—  a/i«v«  -f  5i^  —  it»')  ; 

j'ai  titoùvé  par  le  calcul  direct 

/4;«T  =  3^,73539  sm  {5n^t  —  M'H  -h  5i'  —  ai'^) 
+14*^,73003  cos  (5/2n  —  an«n  H-  5f^  —  af^)  j 

valeur  qui  diflere  peu  de  la  précédente. 

Il  résulte  du  carré  dé  la  force  perturbatrice  dans 
l'expression  de  la  longitude  de  l'époque  des  inéga- 
lités du  même  ordre  que  les  précédentes  et  dépen«>^ 
ToiiE  IIL  29 
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dântes  de  même  de  l'argument  de  la  grande  inégalité. 
En  réduisant  en  nombres  les  formules  du  n^  64» 
on  a  trouyé 

Cette  inégalité  doit  être  ajoutée  à  la  précédente  dans 
l'expression  de  la  longitude  vraie  de  Jupiter.  On  aura 
donc  ainsi  pour  la  valeur  totale  de  Tinégalité^  que  le 
carré  de  la  force  perturbatrice  introduit  dans  le  mou- 
vement en  longitude  de  la  partie  de  la  grande  iné- 
galité qui  dépend  du  carré  de  la  force  perturbatrice  ^ 

/^«▼s=:a*',oo435  iin  {Snn  —  a»«n  -f.  5«v  -*  îif»^) 
-f  i4'»47^  co»(5ii^«  —  2/i'^«  -f-  5t^  —  ai«^). 

Si  l'on  rassemble  maintenant  les  différentes  parties  de 
la  grande  inégalité  que  nous  venons  de  déterminer^ 
on  aura  pour  sa  valeur  entière 

(i-tTa^;|^    (7e",9i6543-to*,446oia-H*o',ooooi987«)co«(5nn-a««n-|-5i^-Qi«»). / 

En  réunissant  les  deux  termes  de  cette  inégalité  en  un 
sevlp  par  la  méthode  du  n""  66»  oh  aura  la  suivante, 

(I  -f-fi^)  (1187V4735  ~  1 0^04844957  4-  «•  o^oooooaaGoSa) 
xsîn  (5/m  —  vi^H  +  $#▼  —  at'^  -h  3»4o'59"—  1 76%a7700  i— !•  o^^ooiaGaô). 

Cette  grande  inégalité  doit  être  appliquée  comme 
on  l'a  vu  n»  29 ,  au  moyen  mouvement  de  Jupiter. 
Le  carré  de  la  forcé  perturbatrice  introduit  encore 
dans  le  mouvement  en  longitude  une  inégalité  dé- 
pendante du  double  de  l'argument  de  la  grande 
inégalité ,  qui  a  pour  expression 

9m^»/i'^*<t»  /Sm'yy/tf^^faw^ V'fl^N  I     û»»(P'»-P»)«ina(5/i^«-a/i«n-f'5i^-af« »)» 
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On  pourrait  réduire  cette  fonction  en  nombres  au 
moyen  des  valeurs  de  à'V  et  à7Y\  qui  ont  été  déter- 
minées précédemment;  mais  on  peut  lui  donner 
une  forme  qui  en  rendra  le  calcul  plus  facile.  En 
effets  soit 

l'expression  de  l'inégalité  précédente  ^  réduite  en  un 
seul  terme I  en  comparant  ces  deux  valeurs^  on  aura 

H*  CO8  2A  =3  F*  —  P%    H*  sin  n  A  =a  —  aPP'  j 

d'où  Ton  tire , 


P 


H=  \/P*  +  P'%     et    tangA=:— p. 

Or  y  la  partie  de  la  grande  inégalité  qui  a  pour  divi- 
seur (STf  —  an*')' ,  et  qui  ne  dépend*  que  de  la 
première  puissance  de  la  force  perturbatrice^  peut 
prendre  cette  forme 

Si  donc  on  nomme  K  le  coefficient  de  la  grande  iné- 
galité et  5nV  —  îi/i'^^ -f- Si^ ,— 26'*  •+•  A  son  argu- 
ment^ comme  les  termes  qui  ont  pour  diviseur 
(5n^  —  3Ji'^*,  forment  la  partie  principale  de  la 
grande  inégalité  ^  on  aura  à  très  peu  près  pour 
l'expression  de  l'inégalité  dépendante  du  double  de 
Targument  de  la  grande  inégalité  p 

i — ?T  ^ 1 •— — ^ — ^  Sin  (  double  de  rargnment  de  la  grande 

*  m'l/#'  iaf%alitt9. 

29.. 
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cette  fonction  réduite  en  nombres  donne  l'inégalité 

suiyante, 

—  1 2",a  1 854sïn2(5nV— an' V+Sé'— a«"-f-  5»4o'59") , 

■ 

l'expression  de  cTp'*  contient  encore  rînégalité, 

-+•  le'^Asin  (5nV  —  /çi'H  -+•  Se  —  46*'  +  où'"  +  S"). 

Cette  inégalité  est  celle  qui  résulte  de  la  variation  de 
Texcentricité  et  du  périhélie  dépendante  de  Tanglô 
5n't  —  2nt  dans  le  terme  \  e^siu  (uni  -f-  26  —  2a>)  de 
l'équation  du  centre  >  n""  36  ;  en  la  réduisant  en 
nombres^  d'après  les  valeurs  précédentes ^  on  aura 
celle-ci , 

4-  9%70i6iosin  {5nH—4n'^t'^5é'^4e'''—4f5'5f). 

Nous  nous  sommes  contentés ,  dans  le  n^  56  ^  de 
considéi^ei^  les  variations  des  deux  premiers  termes 
de  l'équation  du  centre  ^  et  nous  avons  supposé  que 
les  autres  termes  pouvaient  être  négligés.  Pour  por- 
ter plus  loin  l'approximation ,  considérons  dans  l'ex- 
pression de  la  longitude  vraie  de  Jupiter ,  en  fonc- 
tion de  la  longitude  moyenne ,  le  terme 

-4-  Il  e'*»  sin  (Zn'H  +  Sé'^—  5û>''). 

En  augmentant  l'excentricité  e'^  et  la  longitude  a>'^ 
du  périhélie  de  leurs  variations  cTe*'  et  J^co^^,  il  en 
résultera  la  fonction  suivante^ 

1!    .„  f  J'er  sin  3  (n"«  +  «"  -  «>")  1     . 

4  1  —c"<rfi>''sin3(n'VH-«"  — û>").j,     >  -' 

Si  l'on  ne  considère  dans  «Te'*  et  «j^o»'* ,  que  la  partie 
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de  leurs  râleurs  qui  dépend  de  l'aogle  5n^t  -^  an^^t , 
on  aura,  n"  36, 

J'e"=—  i  Kcos(5n'<— 2i»"<H-5fc'— 36"— «"+A), 

en  désignant^  comme  on  Ta  fait  précédemment^  par 
Ksîn  {Sii't  —  372*7  4-  5è'  ^  5é''  +  A)  FinégaUté 
au  mouvement  de  Jupiter^  qui  dépend  de  Fangle 
5n7t  —  5/2'7.  La  fonction  (ft)  devient  donc  ainsi, 

^  e"'*K  sin  (5nJt  —  Sn'H  +  5é'—  5fi'^4-  ao)*'  +  A)  ; 
ou  bien ,  en  substituant  pour  K  et  A  leiirs  yaleurS;^ 

Cette  fonction  réduite  en  nombres  donne 

4-  o",6o744sin  (5/i"^^— 5n'^+56''— 56^+  55*56'32i'0  j 

en  réunissant  cette  inégalité  à  la  suivante , 

+  (i  4- ju'j  i",i57972  siu  (5n'V  —  S/i^^+Sfi'^— 5é'), 

que  nous  avons  trouvée  précédemment ,  et  qui  est 
indépendante  des  excentricités  ^  on  a  celle-ci  : 

Le  mouvement  en  longitude  renferme  encore^  n"  5i5f 
l'inégalité  suivante , 

T^ ^JI — ^^ — '  HKiin(ionn.— 5n«n+iotT--5i»»4-A+B). 

Eu  réduisant  en  nombres  cette  fonction  au  moyep 
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des  ralenrd  précédentes  de  H,  K^  A  et  B,  on  trouve 

3",78o78i8in(ionV— 5/i*V+ioé^— 56«'— 54"So'35"). 

Le  carré  de  la  force  perturbatrice  peut  encore  in- 
troduire dans  Texpression  de  la  longitude  de  Jupiter 
et  de  Saturne^  quelques  autres  inégalités  qui  peuyent 
davenir  sensibles  en  vertu  de  la  commensurabilité 
approchée  de  leurs  moyens  mouvemens  ;  ces  inéga- 
lités sont  eu  général  très  petites^  mais  comme  les 
principales  sont  affectées  des  mêmes  argumens  que 
d'autres  inégalités  déjà  calculées^  elles  pourront  s'a«* 
jouter  à  celles-ci  sans  compliquer  les  formules.  On 
les  déterminera  très  simplement  de  la  manière  sui- 
vante* 

Nous  avons  vu,  n»  85,  livre  II,  que  la  première 
puissance  des  excentricités  et  des  inclinaisons  produit 
dans  l'expression  de  cTp^^,  les  inégalités  suivantes, 

4-  c'^  G  sin  (/4-  n'H  +  €*^  —  g?»')  , 
-f-  e^  H  sin  {J+  n'^'t  -f-  e'^  —  a>^) , 

où  Ton  fait,  pour  abréger,  iÇri't — n'^^-f-6^— g«^)  =:y. 

Supposons  maintenant  que  pour  avoir  égard  aux 
inégalités  dépendantes  du  carré  de  la  force  perturba- 
trice, on  augmente  dans  ce^  deux  fonctions  les  excen- 
tricités et  les  périhélies  de  Jupiter  et  de  Saturne,  de 
leurs  variations,  il  en  résultera  dans  /v*^  les  iné- 
galités suivantes, 


Si  dans  les  variations  des  excentricités  et  des  périhé- 
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lies  de  Jupiter  et  de  Saturne ,  on  n'a  égard  qu  aux 
termes  dépendans  de  l'argument  de  la  grande  inéga- 
lité I  qui  en  fidrment  la  principale  partie ,  on  aura , 
n*  36, 

ô^'^Ta'^  =  —  ^sin  {^rft  —  m'H  +  5  J  —  ae"  +  C). 

Les  deux  premières  inégalités  (A)  donnent  ainsi  la 
suivante , 

AGsin(5n'^~27i''H^5«^— a«'^— y— n'''^--£'''4.»*'4^). 

Nous  ayons  vu,  n""  58,  que  Tinégalité  dépendante 
de  l'angle  5nH  •^—  3n'^^  avait  pour  expression . .  • 
2h  sin  (57iV  —  3w' V  -h  Sfi^—  56'^+  c»'''+Q)  ;  en  la  re- 
présentant donc  par  Ksin(57i^^ — S/i'^^+^Se^^-^^S^'^-f-A},. 
l'inégalité  précédente  deviendra 

— sin  (5n^^—  an'H-^  5^—  ^ê'^-^f—n'H  —l'^+A) . 

On  démontrerait  de  même  que  si  Ton  désigne  par 
K'  sin  {^n^t  —  aw' V  +  4^—  2g''  -f.  A') ,  l'inégalité  de 
la  longitude  de  Saturne  qui  dépend  de  Tangle 
4nH  ~  ^n^^tp  le  troisième  et  le  quatrième  terme  de 
la  fonction  (A)  produiront  dans  l'expression  de  cTi^'^^ 
l'inégalité  suivante , 

Vf  a 

110(5/1^  — an«^t-f-5tv— at«^— /— /i«n  — t'v*4-A').       (B) 

Cela  posé,  considérons  les  principales  inégalités  du 
mouvement  de  Jupiter  en  longitude.  Les  plus  consi- 
dérables parmi  celles  qui  dépendent  des  simples 
excentricités  sont  les  quatre  suivantes. 
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I 

— i32",596oosin(2nV-^  n^H^nî^ —  ««^ — û>"^) 


Si  l'on  donne  à  la  première  de  ces  inégalités^  cette 
forme 

»  * 

et  qu'on  la  compare  ensuite  à  celle-ci 

+  e'^G  sin  (/+  n'^t  +  «'  —  a»"), 
on  aura 

=  •— ^Iv— ^     /=  2/1^^  ~  37l*T^  +  2g' 2g*% 

L'inégalité  de  J^p*' dépendante  de  l'angle  StîV; — 5w''/, 
est  égale  à 

— 1 6 1  ^  1 4937sin(5/iV— 5/2' V+5g'— 5g''— 58^  1 1  '34"), 
ce  qui  donne 

K  =  —  I6I^  14957,    A=:  — 58»ii'34^; 

on  aura  donc  dans  «Tp"  l'inégalité, 

133^59600  jgjir  ,^g3^  gjQ  (3^^^  -  w«T«  +  3tv  —  •«▼  —  58*  I  \' 34"). 

J)e  même,  si  Ton  met  la  troisième  des  inégalités  (o), 
sous  la  forme , 

—  4î!z^4i?  e"  sin  (3n'^  —  2/i'J^+  5f  —  2g"^  r,?'n; 
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en  la  combinant  avec  l'in^alité 

—161",  i4957sin(5n't—5i»'V+5«»—3«"— 58*1 1'34"), 
on  aura  la  suiyante 

^?^i^  .  161",  14957  sln  (anH  +  at'— 58»i  i'54'). 

On  verra ,  dans  la  théorie  de  Saturne  ^  que  le  mour> 
vement  de  cette  planète  est  assujetti  à  Tinégalité^ 

— 652",5866osin(27i'V-4w^^-+-2f'»-4i^+59*54'4^).(m) 

Nous  ayons  représenté  par  —  K'  sîn  (an* V  f—  ^''t + 
2g'^-^  4^^  ""  A.')  cette  inégalité,  ce  qui  donne 

K'  =  65:i",5866o ,    A' =  —  59*54Y- 

La  seconde  des  inégalités  (o)  dépendant  de  l'excen- 
tricité de  Saturne  peut  prendre  cette  forme, 

Kllîl9^  ei  sin  {2nH  ^  n'H  +  !^e  ^  t'^  —  m^) , 

ce  qui  donne 
H  =  5£il£][92  ^    y—  2;,»i  _  2„.v  4. 28»  —  ai"; 

l'inégalité  (B)  devient  ainsi^ 

—  ^'''^^^^  .65a',5866o  lin (n'H  —3nn  +  •«▼  —  Sf  +59» 34' 4"), 

Enfin,  la  quatrième  des  inégalités  (o)  peut  s'écrire 
ainsi, 

^'"^'^r  é'  sin  (5/iV  —  2V}H  +  5g'  ^  ^f '^  —  0»^)  ; 
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et  combinée  avec  Vinégalité  (m),  «lie  donnera 
ceUe<i , 

+  2îl^422  .6^2^58660 sm(2n^  +  :m"~ 5g-H%')* 

Si  dans  les  fonctions  précédentes  on  substitue  pour 
c''  et  e'  leurs  valeurs  relatives  à  i8oO|  on  verra 
qu'il  en  résulte  dans  JV'^  les  quatre  inégalités  sui- 
vantes , 

i",07547sin  (SnV—  n'^t  +  5r— 1*^~  58^i  i'54'O, 
4-  o^57658sin (sn^t  +  ag^— 58«i  i'54'O  , 
+  i",59957sîn  {Zri't  — 7i*^^+  Zé'  —  «*'— 5^^%"^ , 
+  2",286o7sin  (a/i^i  +  ^f^  —  59»54'4'0. 

Ces  inégalités  réunies  aux  suivantes^  que  nous  avons 
trouvées  précédemment  et  qui  dépendent  d^  carra 
des  excentricités  p 

(+1  i'',ai48i8  iin  (3nH  —  »«▼/  4.  3f^  —  § »▼  -h  79'»  ^  48*  » 
(!+/«▼;  ^_  5^,3363o6im  {a«^t  -f-  »•▼  4  i5<»  56f  !i4*),  f 

donnent  celles-ci , 

...  «     9'.49947  »»  P»^*  —  /»•▼«  +  3t^ — ••' + 690  45'  i")  I 
(ï-r  /*  ;  \^  5',44i9io  sin  (^nn  +  atT  +  430  5^  9*').  ( 

Considérons  maintenant  les  inégalités  du  rayon 
vecteui^  de  Jupiter.  On  a  vu  n®  58 ,  que  les  termes 
dépendans  du  cube  des  excentricités  ajoutaient  à 
son  expression  la  quantité 

^  4m^Fi'V^*  I     P  sin  (5nH  —  tkn'H  +  Sf-^  af'^j  î 

5/1^  —  an' V  {  ^  p/  cos  (5^Tj^  _  3;jiT^  ^  5gT  _  3 jiir^    j 

—  eh  cos  (57i^<  -^  an' V  +  5e"'  —  ^6'  —  û)*'  4-  cT) 
+  ci  cos  (5nV—  4n''<  +  56'—  4g"  -4-  o»'  4-  J). 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  459 

Cette  fonction  réduite  en  nombres  donne  les  deux 
inégalités  suivantes  ^ 

^tt^f  j-*iv^  /*"  0,000491707  cot  (Sri^t— an'n+5«^— ^i'^— 15*  3a'  4^*)  1 
^«t=(i-f^v;  ^^  0,000096759300» (5»n—4ii«n-f-6i^—4t«^—69»  i4'  470- 1 

Inégalités  du  mouvement  de  Jupiter  en  latitude. 

I  o  I  •  Par  les  formules  du  no  gS  du  livre  II,  on  trouve 

o%9978io  lin  (/»▼£  •!•  i^  —  n»^)  '\ 

H-  o",635o78  sin  (a/i^t  —    /i«n  -f-  »•▼—    •«▼  —  n»^)  I 

—  0^67243  fin  (4/m  —  3/i»»l  +  4«^—  3i«T  —  !!«▼)  I 
—  o',957436  titt  (a/i»vr—    nH  +îm«»—    •»    —  n«»),' 

en  désignant  par  11'^  la  longitude  du  nœud  ascen- 
dant de  Torbite  de  Saturne  sur  celle  de  Jupiter* 

n  résulte  du  n"*  40  /  ^^  l^s  termes  dépendans  des 
produits  de  troiè  dimensions  des  excentricités  et  des 
inclinaisons  ajoutent  à  l'expression  de  la  latitude  de 
Jupiter  la  quantité 

aa'^/i'v     f       «▼o'NC»)  «a  (5nn -^  3/»'»/  +  Si»  —  3i»v — n  —  •▼)    1 

En  réduisant  cette  fonction  en  nombres,  on  trouve 

J^j'^ssi  i'\598645sîn(5n»'»^n»<4-5t"V5«^4-5o*:i6'4'0. 

Les  équations  (/*)  du  n^  54  ^  en  substituant  pour  Jj> 
et  J^q  y  leurs  valeurs  donnent  les  deux  suivantes , 

cr(p'^sina'^+(p'^cosa' Vtt'^= ^V^^  jv  j, 


m^ 


J^(p-cos«--(p-sina-Jk-= ,,Z,jf^^    .-,  ^V; 

les  quantités   cTll  et  «T^  étant  déterminées  par  le 
même  numéro.  L'angle  oû^  dans  ces  équations  est 
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compté  de  l'intersection  commune  des  deux  orbites; 
il  faut  donc  en  retrancher  l'angle  II  pour  que  cet 
angle  soit  compté  de  l'ofiginé  ordinaire  des  longi-^ 
tudesy  n  étant  la  longitude  de  Tintersection  de 
l'orbite  de  m^  sur  l'orbite  de  nû^.  Les  deux  écpations 
précédentes  donneront  ainsi, 

V^sr — =;r T=  [/)'COi(n— *«▼)—  y  /n  lÎD  (H—  *■▼)], 

Ht  >  ▼  V  a  <  T-l-iMT  V/ A^ 

Si  l'on  substitue  pour  Sy  et^cTlI  leurs  valeurs,  n*  S^, 
en  n'ayant  égard  qu'aux  variations  séculaires,  les  coef-r 
ficiens  di;  temps  t  dans  ces  expressions  seront  les 
parties  que  le  carré  de  la  force  perturbatrice  ajoute 

aux  valeurs  de  -^r,  et  -^.  En  réduisant  les  for-e 
mules  en  nombres ,  on  trouve  la  première  égale  à 

—  0^,000072576, 

et  la  seconde  égale  à 

o'',ooo8ji29. 

En  ajoutant  ces  quantités,  la  première  aux  valeurs  de 

-^  et  -^—  ,  la  seconde  aux  valeurs  de  -4-  et  -4^ 
dt  dt    '  dt  de 

du  n*  gi ,  on  aura 

^'  =  —  o'',0742o6, 

^-=-o'',2io876, 
^^=  6^178457, 
^'==-13^640671. 
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j^ 


CHAPITRE  XVIIl. 


Théorie  de  Sattirhe. 

1 02 .  Les  inégalités  de  Saturne  sont  plus  sensibles  en- 
core que  celles  de  Jupiter^  ce  sont  les  plus  considéra- 
bles du  système  planétaire.  L'équation  du  niaxùnum, 

que  Aous  avons  trouvée  ^  n*  loo,  pour  Jupiter  ^  de^ 
vient  relativement  à  Saturne , 

Si  l'on  prend  pour  r^'  et  r^  les  moyennes  distances 
de  la  Terre  et  de  Saturne  au  Soleil ,  et  qu'on  suppose! 
crV^=±i",  on  aura 

J^r^  =  =p  o>ooo436i9Xi 

On  pourra  négligei"  par  conséquent  les  inégalités  du 
rayon  vecteur  dont  les  coeffîciens  seraient  au-dessous 
de  0^00044*  Nous  négligerons  les  inégalités  du  mou- 
vement en  longitude  et  en  latitude  qui  seraient  au- 
dessous  d'une  secondée 
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Inégalités  de  Somme,  indépendantes  des  excentricités. 


3*',i95964  lin    (/i«n 
i— 3i^,887i5i  sin  a(n'vt 
J—  ^"fi^fj^o  nn  3(n«^« 
/pTa=  (!-!->«▼).<—  i^ggoSoS  «in  4(u«^« 

1—  o*,7o5754  «în  h{n^n 
'—  o*',a74i7i  «n  6(/i»^« 

—  o*,i  17744  gin  7(/i«^t 

io*',o66873  sin    (»▼«< 

-f-v  "T-f*   /  ^_  i',553485  sin  3(nv«t 

—  o%342838  «in  4(ii^«t 


lin  +  •▼« 
/»▼«  +  •▼« 


4-  o,oo8a557 
-f-  o>oot4oti 


090o3g565g3o 

000  CM    (n'n 
1200  cos  ^{^*H 


coi  a(jtU   —  iiT«Hr  «^ 


-  «^O.  } 


Inégalités  dépendantes  de  la  première  puissance  des  excei^ 

iricùés. 

r— ii*,637937  «in  (  ii»n  -!-•«▼  —  »▼) 
+  i^a7èo«o  aifl  (  »»▼«  «+•  •»▼  —  •«^) 

—  a*',o8747o  «in  (an«^«  —    nH  -|-  at«^  —    •▼  —  ^t) 
-I-  2*',7iii4î  «in  (an»vt  —    «▼«  -f-  a^iv  —    ,▼  —  ^lyv 
j—  o*,îl88i83  «in  (3n*H  —  !!»▼<  +  3t«^  —  «•▼  —  ^t) 

c^'^a638i  «in  (3n'n  —  snu  +  3f'v  <-*  at^  —  #<▼] 
1— (i84",i4î*338— £o*',oio2357)«in(a7i^f-/i»^£-f^tv-t«T-«iT) 
H-(<î»3",oi788<H-«o'',oi4o5o^sîn(an'^£-n«^£+3ir-t«T-»«v)| 
4-34",7o474^  "'^  C^»^'  —  an«v«  -|-  3t^  —  ai«^  —  «§▼) 
'*'^=^*"'"^'*)*\— x7",9o6457  «in  (3«n.-.  îm^v^  ^  3t^  —  at»^  —  «.«v) 

W  4",85aoi5  «in  (4/in  ^  3/,«^/  +  4t^  —  3t«^  —  «#▼) 
1—  a"f47oar3  «in  (4«^t  —  3/i«^^  -f-  4*^  —  3«*'  —  t»*'f)\ 
y^  i",4ia4iï  ain  (5/»^£  —  4»'^'  +  5ê^  —  4t«^  —  «#▼) 

0^,713519  sîn  (5nn  —  4/i«n  -I-  5ê^  —  4f«»  —  »«^| 
1-4-  o"^i48i4  «in  lônU  ^  5»»^  ^^  ^  5^it  ^  ^t) 

—  o'',a6oi76  sin  (6»v«  —  5w/  -f-  6t^  —  5i'v  —  «#«▼) 
-h  o*,ai86o7  sin  (7ii^i  —  6/i«tf  ^  7,^  «.  ggiy  ^  ^vj 

—  0*^,108875  «in  (7/iv«  —  &i»f«  -if.  7i*  .^  ^tv  ^  ^^ 
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i*,34i378  tin  (  n^'t  4-  t^'  —  «0 


—  i^oggioS  • 
— lo^jgoTÔaS  • 
14-  S^ooSSiS  I 
]— 18<^4"093  I 

+  o%6o8o43t 
|—  o'',8a3774  li 


—  ©•,73îi493  s 
i*',654o77  • 


n  (  n«v£  —  •▼«  —  «▼«) 

in  (aii'«r  — ^    nH  +  at^»  —    §▼  —  ^vi)| 
n  (3»"t  —  an^l  -|^  Sé^'  —  ar  —  «§▼) 
n  (3/ï'«t  —  ann  -4-  3|V«  —  at"»  —  «§▼«) 
n  (4n^»t  —  a^^^t  +  4t^«  —  3f^  —  •▼) 
n  lin^'t  •—  3/in  4>  4«^'  —  3iT  ..  |^i)| 


—  o'',ao3958  «in  (5n^«l  —  4^*^*  +  5i'«  —  4t^  —  »▼«) 


n  (an^t    —    n^«£-4-  at^    —    §▼«—  »t) 


v-f-  ©•,i57oai  un  (4«u    —  3»^«f-h  4t^    —  3f^«—  ^v).- 

Inégalités  dépendantes  dés  carrés  des  excentricités   et  des 

incUrutisons  des  orbites. 

En  yertu  êxi  rapport  qui  existe  entre  les  moyens 
monyemens  de  Jupiter  et  de  Saturne,  !i(n^— /}*^)4*an^ 
diffère  peu  de  — -n;  il  faut  donc^  n*  34^  considérer 
rinégalité  dépendante  de  l'angle  a^n^^t  •—  4^V.  Par  la 
formule  (A)  du  n^  cité^  on  a  trouvé  pour  i8oo  cette 
inégalité  égale  à 

et  pour  2IOOO  la  même  inégalité  devient, 

—  644*,95344  ihi  (ai»«n  —  4n»l4- a«»^  —  4i^  4- 56»  1 1'830  ; 

d'où  Ton  a  conclu  pour  un  temps  quelconque, 

/i*^s=  -  (i-h/i'O  (65a*',5866o— «  o>38i68)  lin  (a«'^e  — 4/in  -f.  ii>t^4«t 

+  59»34'4''^i6o*,76). 

Les  autres  inégalités  du  mouvement  de  Saturne  dé^ 
pendantes  du  carré  des  excentricités  et  des  inclinai* 
sons ,  ont  été  calculées  par  les  formules  du  n""  34  ; 
on  a  trouvé  ainsi 
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!— (55*,5i470  —  t  o",ooo36643)  sin  {^nH  ^n*n-^  3r— •«▼ 
+  84•/57•-t34^55) 
-I-  a8*,8886o  lin  {n^n  —  nn  +  •«▼  —  ,t^,  «30  57'46'') 
—  a^9744ï  sm(5»^««— 3ii»^«  +  5r—  3f«^— Sg*  iîi'33* 

-Hi+f*   ^\+3o*,89364iiiip«^«t—  «▼t  +3tv«—   •▼—870a8'7*).J 

5/1^  — »  /!**  étant  une  fort  petite  quantité ,  cette  cir- 
constance rend  très  sensible  Finégalité  dépendante 
de  l'angle  Zn^t  «— -  n^^t.  Cette  inégalité  a  été  calculée 
par  les  formules  (A)  du  n^  34  ?  comme  sa  période 
est  très  longue,  elle  devra  pour  plus  d'exactitude 
être  ajoutée  au  moyen  mouvement  de  Saturne. 

Si  l'on  réunit  les  inégalités  dépendantes  de 
n'^— n"'^  et  de  Zr^t  —  Zn^H  avec  les  inégalités 
relatives  aulc  mêmes  argumens  et  indépendantes  des 
excentricités  et  des  inclinaisons ,  on  aura  pour  leur 
sonmie, 

4-(i+fi'^)a9%39700wn(  »«▼«  —  /!▼<+  ««▼  — ri''4-77*»45'26*^) 
—  (i4-fi^')   aV%4i>m(3/i^'«--3/iv«-f3t^«  — 3tv  +  690  G' ig*). 

on  a  ensuite ,  relativement  au  rayon  vecteur , 

S +(09  01 479844 1  0,0000007337)  COl(a/l>Vt-4'^Tt-fi3f  ST.^fT 
+  59•a8'9•-«63^a4) 
—  0,00118571  cfM^nH  --ii«n-f.3i»  —§'▼—. go»  la'  Sa") 
^o, 000569a i3cos(  /»«▼«— n^f  -#-  •«▼—•▼  -f.83»ae'3a"). 

En  réunissant  la  dernière  de  ces  inégalités  à  celle 
qui  est  relative  au  même  argument  et  qui  est  indé-* 
pendante  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  on 
aura  la  suivante ,  ' 

(1+^^^)0,00762657  cos  (n»*/— n*H-«**— 6^— 4»  j  5'8'0. 
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Grande  inégalité  de  Saturne,  dépendante  du  cube  et  dèi 
cinquièmes  puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons, 
ainsi  que  du  carré  de  la  force  perturbatrice.  ^ 

La  partie  principale  de  la  grande  m^g^lîtéi  Jàe  S^-^ 
tume,  est  celle  qui  a  pour  diviaet^r  la  quantité 
(jSn^  —  2w'^/,  et  qùï  est  dti  trdisièqfié  broFe^par  rap- 
port aux  excentricités  et  aux  inélinaisons>^'  et  du 
premier  relativement  à  la  force  perturbatrice.  Cette 
partie  de  la  grande  inégalité  deSaturfie' est  liée  à  là 
}^rtie  idorrespôndattte  dé  la  grande  inégalité  de  Ji^i^' 
ter  par  l'équation  de  ëoriditiôn  ^      '  ^îii^uMj.  i>  .  .>•;' 


En  ne  considérant  donc  qiie  cette  jiaHie  dé  la  valeur 

de  J^i^'^  et  éd  la  multipliaikt  par -^w  -7>  on  aura 

relativement  à  Saturne  ^ 

-^«g|85V434«— '  o*',o6o4o93— £•  o'',oooi9i7Cf)8in(5»u— an«^£  -f.5jv— ajiTj^ 
— (  iao*,79567— «  i*;io75773-fl»o%oooo4S9o)cb»(5iin— i>i'»«+5f^— at'»). 

L'expression  de  la  grande  inégalité  de  Saturne,  sfi 
compose  de  plusieurs  autres  parties.  Mie  renferme 
d'abord  la  fonction  suivante^ 


iiV«  ^  sin  (5nn  —  art«^t4-  it*  ^  at'tr) 

i" 

I 

pour  réduire  cette  fonction  en   nombres,    il  fauif 
d  abord  calculer  les  quantités  a^*  -^^ ,  ^r*  -j^^etc.^ 
Tome  ttf.  3o 
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OH  a  pour  cela  l'équatioa  générale 


«i- à.'. 


dV>ii  l'cn'^at  conclure  les  valeurs  des  différences 


^  "^^^ir--^  ^1 TTT    f  ^*c-  >    celles    des   différences 


'j 


a^^  -rrr  »  ^  T  -7-77 ,  etc. ,  étant  connues.  La  valeur  de 

«^^^  •  — —  —  '  ,».-■.- 

]}îf*^cloit  être  prise  pour  celle  de  N^*^,  et  réciproque- 
nient  dans  le  n""  100.  De  l'équation  précédente^  oa 

déduit  d'ailleurs  les  deux  suivantes, 

^dfP    ,     ■  ^  dP  ,, 

a    •; —  -4-  a'^  -; —  =:  —  P . 

1      ;    .J      .  <•■.-.  .  ■  ■      .    ■ 

ajii  moyen  de  ces  formules,  on  a  trouvé  pour  ,1800, 

^      J-y  =   0,001220252, 

a^*  3-v  =  —  o,oo4465564, 
et  pour  l'anpée  2000 , 

•  •  •     '  ■  M         » 

t  -»  — 

à!'^'j-y  =  —  o,ooi3io6o54r 
a^  ^  fi=s  —  0,004564999. 

D'après  ces  valeurs,  la  fonction  précédente  était  co 
1800  égale  à 

4.  49",59o49  sin  {BnH  —  an'V  -4-  5s'  —  ae") 
—  1 5;V496 1 3  cos  (5nH  —  an"<  -{-Sf  —  a«"). 
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et  en  aooo  égale  i    '■  >  ■•  ;'• 

4-  48*,  27831  sin  (5nV  —  27i"ï  +  5«'  —  ai") 
-^  i4",49567  cos  (£if»7  —  3if"<  -H  i^t'  —  aï")  ,* 

d'oii  ronacondi)»  pow*  up  temps  quelconque  i,  la 
valeur  de  cette  même  fonction  ëgale  à  '        ' 

(49^59o49-to^0«^556I4>m(5nV-i2li^»H^5<^-.2§'♦) 

L- expression  dé  la  graiide  raé^i^iité  de  Saturne  >  con- 
tient encore  le  teîfnie      *i /^   ■'■    "  '  •  •' 

—  i  c^A'  sîn  (5fiV  —  2n'^t  +  5^^  -*  26'^4-  /»'  +  cT') , 

en  désignant  par  2h's\n.  (4/î^i  — 2/**  V-f-4«^ —  aé'^  -M^)? 
llhëgalitédef^p'',  dépendante  de  rângle  4n^^^2n'V; 
d'après  cela ,  en  réduisant  en  nombres  la  fonotiOQ'^ 
précédente  I  on  trouve  qu'en  x8oq  eUe  était  égale  ^ 

• 

7",6e975;«in:(5aW!»-^ai»!><.-f.:5f';— .^i"!),:./ 

H-  4",68<»i.i  cos  (5ft'«  '-^  an'V  4. 6i'  —  ai».»)  ;-.  ,    . . 

•^■■*  t         ■■         .'•■«'I  I  1 

et  en  2000  elle  deviendra 

7*,i4b86  sia(5/iV  —  2n'U  +  5f^  —  ai'') 
+  5'',j5755  cos  (5nV  —  2w!^i  4*5f^  —  ^«'0; 

d'où  Ton  «iOBdmt/ pour  un  temps  quelconque  tyYi-* 

'(7'^,66975-^^o^^ 
+ (4'',^  1  i  4-to'',oo2287  0  cos/SnV-!!  w' V+5  «^-26'5» 

La  ^papfifee-  de  Iti  j^nde  inégalK'f^^de'  Saturne  dépen- 

5o.* 
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dante  des  cinquièmes  puissances  et  des  produits  de 
cinq  dimensions  de^  (excentricités  et  des  inclinaisons, 
peut  se  déduire  de  la  partie  Correspondante  de  la 
grande  inégalité' dé  Jupiter,  en  ttiultipliant  céllé-ci 


m'^  |/fl" 


par  —  — — 't^-  î  on  trouve  ainsi  cette  partie  égale  k 

I  m^  Y  à' 


Quant  à  la^artîe''  'sensible  de  là  graùde  inégalité  dé 
Saturne  >  qui  dépend  du  carré  de  la  force  perturba-* 
trice>  on  la  détet*niinera  pailles. fdrmijle&^un'' 57. 
En  Ile  considérant  que  les  termes  de  cet  ordre  4  on  a 

/<;♦  =  —  ^arffdtfd .  /R'  + 1  a^n^fdt  (Jd!'R')% 

le  dernier  terme  dé  cette .  joirmule  donne  l'inégalité, 
suivante,  '   <*,  .  ,    ,      ; 

Cette  illégalité  est  la  seule  qiie  fournisse  la  seconde 
partie  de  la  formule  précédente  ;  considérons  dond 
uniquement  son  premier  terme  ;  on  a ,  n*"  47  f 

et  pour  obtenir  la  valeur  coniplète  dé  J'v'' ,  il  faut 
combiner  entré  eux  iea  différens  termes  de  chaducl 
des  facteurs  qui  entrent  dans  la  valeur  de  «TR,  de 
manière  que  la  somme  ou  la  différence  des  argumens 
dest  termes  que  Ton  a  considérés,  spit  égalé  à 
5/î^^— an*%  et  que  la  somme  des  exposansdès  excen- 
trieités  et  des  itlclinaisoins  dans  c^  fermés  ne  d^Nisse 
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pas  trois,  Qa  a  ttouvë  d»  celte  maniire  les  r^ltats 
suivons. 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinfiisçn  des  ar^umens 

5nH  —  an'Ti  et  09 

i3^Q3344tb(5n'f---M>n+5iv-^-at'vH<>^8iâ69eos(5R^l-*anf^t-f5i''rai>''). 

Inégalité  r^sultfinte  de  la  double  combinaison  des  argumens 

4"^l— an'^l  et  ri't, 

^-©•,8g6a4tîii(5/i^r— an«^l-f5#^— ^ai«  ▼>-i^3773o  coi(5n^l*in«n4-5i»*ai«^). 

Inégalité  résultante  de  la  dotale  combinaison  des  argumens 

3nU  —  an^U  et  ^in^t. 

i^48333im(5/i»£--a/i«»l+5«''--'ii«*H-3*',o434oco«(5/in--!W'n+5i^^ii«^). 

■ 

Inégalité     résultante    de    la    combinaison    d^s    argumens 

itri't  —  tàn^^tet  3nU, 

o*,aao9i8m(5»^«—vi'»l4-5iV—ai«»)+o*,a3748co8(5i»r«-^/i«T«-:f.5it— «#'«▼). 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinitison  des  argumens 

3^n^l  — .  n'U  et  iiri't  —  n'H, 


\  ■%  -  I  • 


■  •  '     m  0  -    I 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 

Zri't  —  n'^'t  et  aiPl  —  n^H^ 

• 

Cette  inégalité  a^étë  cakul^  en  redaisanjt  en  Qpmr 
bres  les  formules  des  n^'  6q  et  61  •  Oq  sait  quie  LapUcp 
s'était  contesté  de  détermiper  cett^  partie  de  la 
grande  inégalité  dépendante  dn  carré  de  la  force  per- 
turbatrice; mais  outre  qu'une  erreur  de  signes  rendait 
fiautif  le  résultat  auquel  il  était  parvenu ,  on  voit  qu'il 
avait  à  tort  négligé  plusieurs  inégalité  du  même  ordrjs 
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que  cèUes  dont  il  avait  tentt  compte ,  et  qui'tdoi^eijyt 
concourir  à  former  la  partie  de  la  grande  inégalité 
que  nous  considérons  en  ce  moment. 

Inégaliië  résultante  delà  combinaison  par  voie  de  sousirac-^ 
t(on  des  argumens  'jn't  —  ^n^^$  et^n^t-^  a/i*^/> 

Inégalité  résultante  de^  la  combinaison  semblabl^des  argu- 
mens Gh^i-^in^^t  et  ri't  —  n**«, 

6' 04^^  8in(5nn— a/ï»v/+5r— af*^H-a",^454  co8(5nn— an'^«+5i^— at»»). 

Inégalité  résultante  de.  la  combinaison  "sltmblable  des  argu- 
mens ']n''t  —  Sn^^'t  et  2n^t — 3ii*V;     .. 

■  jt        ,  .  - ,       .  *  •  ^ 

— o*,548o8im(5/i^t— a/i'  ▼£+5r-af  »  ▼)-M*',a96o3  cot(5/i^f— îMi«^r4-5t^-ai'^)  • 

En  réunissant  les  ,dix;.îpégaj[ités  précédentes ,  on  trou- 
vera qqe  leur  somme  est  ég^Iç  à 

+io",763568in(5nyf-art»^«+5i'-ai«0— 33*,io558co8(5/m-2»»^«-f-5iTra^*¥). 

■        i 

Cette  inégalité  se  rapporte  au  mojen  mouvement 
de  Saturne;  en  réduisant  en  nombres  les  formules 
du  Qo  65  f  on  trouve  pour  l'inégalité  correspondante 

'  •     1         ,  .  .       *  ■  '  ■  1  .  '      '  •  ...y-  -'.  ....I 

de  la  Ibiigitùde  de  Tépoque ,  '  ' 

.-^%8a4778in(5»^<— a^*y«-4-5i^-ï-af»^>—i*',6a670co8(5»^«-a/i»»£+5i'-ai«»). 

En  réunissant  cette  inégalité  à  la  précédente  ^  on  aura 
la  valetir  entière  de  la  partie  que  le  carré -dé  la  force 
^rturbatrice  ajoute  à  la  grande  iûégalité  dé  Saturne  ; 
on  trouvée  ainsi  que  cette  partie  est  égale  à 

.     »,  .  .  ,  ,.  •       ;•      j 

o*,938798in(5nn--a/i»»£-|-5i'--ai»^)-— 34*,  1 3aî48cos(5/i^«--a>i  »  ▼<+ 5iv*3i*  M. 

!|Bn  rassemblant  maintenant  lès  diverses  parties  de  la 
grande  inégalité  dé  Saturne  ^  on  aura  pour  sa  yéleur 
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totale,,  . 

(ï9oo*,79o5o-«ô*,o473357— t*o*,oooi9i76)rinf< 
+  (  i84*,657o4-«  I*,og62565-f-t*o^oooo48go}co8  * 

Eu  réduisant  les  deux  termes  de  cette  inégalité  en^ûqi 
seul ,  par  la  méthode  du  n"^  3o ,  on  aura 

^,66060  -  t  o^l.4I094ol  .^  f     3.33,33.  _  ,    g.  5^} 
+  c.o-,ooooo5i97a  _/       U..  0^001164.  j 


-(f+/n«^) 


Cette  grande  inégalité ,  aipsi  que  celle  de  Jupiter 
qui  lui  ççrrespond^  peut  avoir  encore  besoin  de 
correction ,  soit  à  cause  de  l'incertitude  qui  resté  sur 
les  masses  de  Saturne  et  de  Jupiter  ^  soit  en  yertù 
de  quelques-unes  des  inégalités  dépend^inte^  du 
carré  de  la  force  perturbatrice  que  nous  avons  né- 
gligées; mais  ces  Corrections  doivent  être  nécèssaiw 
rement  très  légères;  l'inégalité  précédente ,'  cotritrie 
nous  l'avons  dit  n**  65^.doit  s'RJputer  ,a,i>  naq^en 
mouvement  de  Saturne. 

Le  carré  de  la  force  perturbatrice  produit  encore 
dans  Texpression  de  la  longitude  vraie  le  terme 

a(5/iT  —  a/»«0^\  m'y \^â^  )  l— aPP'coaa(5n^t— a/i«^£-f-5i^-ai'^),| 

/  •  '  «V       . 

•■»  .  '    .  '  •  -.        .      I  J  »  •  ■  _  •  . 

auquel,  pour  en  faciliter  le  calcul ,  on  peut  y  comme 
dans  la  théorie  de  Jupiter,  faire  prendre  la  forme, 

-rr-  î i — .  ■        sm  (  double  de   rargninent  de  la  grontie 

»  m«T|/a«v  inégalité), 

,  ■    ■        \  .       ^   ■  ■  .  •  •    :.    ■     • 

H'sin(a/i'^^  —5»^^  H-  26*^  —  5f—  B')  étant  la  grande      ^ 
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inégalitéa  de  Saturne.  Eo  réduisant  cette  fonftule  en 

pômbreSf  elle  donne  l'inégalité  siûvaute^ 

Parmi  les  inégalités  du  second  ordre ,  l'expression  dp 
la  longitude  de  Satut*qe ,  contient  encore  la  suiv^ntei^ 

« 

On  a ,°  par  ee  qui  précède ,    ' 

ïCifcsieSitSSeeo,     a' ■=  —  59*34<4«; 
jen  réduisant  en  iionibrf&^l|inéjgalité  précédente  ^  ell^ 

8",76570  sid  {g»'*  —  4»'^/  -f-  geT  -i-  4i^*^55»55'52^. 

L'expressipn  d^  1^  longitude  de  S^atume  contient  en* 
corç  l'inégalité, 

^e^h'  sin  {5nH  -r-  2n'^t  +  5f'  —  2«'^  4-  û)^  +  cT^f 

3^'3ÎD(4nV--372"V+46^— ag'^+J'O;  ét^î^*  l'inégalité 
du  mouvenieut  en  longitude  de  Saturne  dépçndan|e 
jie  l'angle  /jii't  —  an*^^.  Cette  inégalité ,  réduite  en 
nombres,    était  en  1800  égale  à 

45",8o584  sin  [3ri't—2n'H  +  Zf—  aî^^+ag^^Z^'iô"^  , 
et  en  2000  elle  sera  égale  à 

44^76493  sin  {Zfi't — 2n'^t  -f-  3eT^2€"^-i^  3  L^^Sa'Sa'^; 
d'où  l'on  conclura  pour  un  temps  quelconque , 

{45'',8o384— t  o,oo5i946)sin(3/ïn-afï'nH-3r-^,af«t+a9»34'i6''— «  4i%5b), 
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Si  dans  l'expression  de  la  longitude  yraie  de  Saturne 
en  fonction  de  la  longitude  moyeVine,  onoonsidère 
le  terme 

Il  e^'  sîn  (S/iV  +  ^i'  ^  5m% 

et  qu'on  y  augmente  Texcentricitë  et  )a  longitude 

du  përihëlie  de  l€;urs  variations  ^  on  aura  la  fonctiofi 

■ 

..  -, .  I  .  .  .     ■ 

i3  ^f        «Te'sin  5 (nV +«>—»')     |  .  . 

•  t     m 

Si  l'on  ne  considère  dans  Se^ei  $"6»*  que  la  partie 
dépendante  de  Tangle  5r?t  —  !ÀnfH ,  on  aura  n^  36  « 

2  Jfe^==— I^'cosfSnV— 271»^^+ 5«^— 2é'^— a^+A'), 
i^eVû?'"'  =— K'sin(5/l^^-27^•^^^-5«rf^— oi^+A'), 

en  désignant  par  —K'sîn(2^'^^— 4/1^^+36*^ — 4f*^^^)p 
l'inégalité  du  mouvement  de  Saturne^  dépendante  de 
l'angle  a/i'^i  — 4/^^^ 

En  substituant  pour  H!  et  A'  leurs  valeurs^  on  en 
conclu j'âqqe  la.  fonction  (o)  devient 

^  l^e^*  65a*,58^  tm  (linîW  — -a^'-ii/^l'f  ;-  a^T—  u^^  +  Ç9034'  à"). 

o  '•■••.•*».»       * 

.7   I.»    , 

Cette  quantité  ^  réduite^en  non^brçsV  .est  égalé  à 
r—  4",  209a  sin  (an'»<— 3»'<4-a«"— ;»«^—  i  ï8»42'36'9  j 
011  If  .réunissant  k  l'in^alité 
—  (i  H-  ft'»)  5 1",887 15 1  sin  2  {n'H  —  tïVH-  «"  —.  «') , 

qu^  nous  avons  trouvée  précédemment  ^^  çt  qui  dé- 
pçnd  des  simples  excentricité^  ^  on  aurs^  la  suivante , 

T-  (1  +  té*'')  30*^09^436  tin  («««▼i  —  a»ri  -f.  w»  —  ai^  -•  7*  a'4o*)« 


r 
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:  .Çomidërona  lea  inégalités  du  second  oràrë  y.  iiesiil* 
tantes  de  la  variation  des  excentricités  et  dés  périhé- 
lies dans  les  termes  de  l'expression  de  la  longitude 
vraie  I  qui  dépendent  de  la  première  puissance  des 
forces  perturbatrices.  Elles  sont  beaucoup  plus  sen- 
sibles que  les  inégalités  correspondantes  de  Jupiter. 
L'expression  de  /i^^  contient  les  deux  inégalités  sui- 
vantesji  ..•',. 

e^G' sin  (/ +.  71^^  rf- é^  — *  irf') 
4-  e'^H'  sin  (/  +  /iV  +  g^  —  «*') , 

en  supposs^Pt  f  s=  ({ri^t  -^  n*V  -f-  i^  —  6'^)^  Si  l'on 
augmente  dans  ces  deux  fonctions  les  excentricités  et 
les  périhélies  de  leurs  variations  «Ta^  i^oTy  J<e*^,  cTo)'', 
on  démontrera  comme  dans  lé  n»  loo^  qu'il  en  ré- 
sulter^  les  inégalités  suivantes , 

—  5^âîn(57i^^--20»*i4^$é^— 2^^— 

-f-  ^'sîn(5/2^^— 2/î' V+5g^— 2g'^— /— nV— e'^-l-  A), 

en  représentant  par  K' sin  {/^ift — 2 w*^^  +4^^ — 2g' ^H-A') 
l'inégalité  du  mouvement  de  Saturne  dépendante  de 
l'angle  4n7-3w*V,et|WLi'Ksin(5nV-5w''^4^''-?«'^+A) 
l'inégalité  du  mouvement  de  Jupiter  qui  dépend  de 
l'angle  ^rCt  —  3/^'^^. 

L'expression  de  J^v^  renferme  lesrquatre  inégalités 
sviivaat^es  ^  dépendantes  des  simples  excentricités  : 

—  1 84",  1 42338sin  (272^^  —  n'H  +  2g' — g'^  —  ai') , 
+  423'oi788o  sin  [nnH  —  n'H  —  2g^  —  g'^  —  o)'^), 
H-    54^704748  sin{3n^^  —  2n'H  ^  3g^  —  2€''—  cd^), 

—  1 7^906457  sin  (^n^t  —  !xn'H  -f-  5g^  —  2gî^  —  cù^")  , 
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rînégalité  du  mouvement  de  Saturas  en  longitude.^ 

ç^ml^in^  ay^ec  }ja  {Mrepière  fi%  la  troisième  dea  inéga- 
lités précédentes^  donnera  les  deux  suivantes , 

-  '  ?fi:3^2^.6S»'-,586Bb  Ar  (iinn + »•♦ -i  Sg»  34' «*). 


'     ».i« 


î:'   ix,        -    '.\'': 


rin^alité  de  Xupiter^. 

combinée  avec  la  ^ponde  et  la  quatrième  de  ces 
mêmes  inégalités ,  produira  celle-ci , 


»•  * 
t. 


En  substituant  pour  é'^  et  é'  leurs  valeurs  relatives 
à  1^800  y  les  inégalités  prudentes  donneront  dans 
l'expression  de  J^p^  les  quatre  suivantes , 

-^5",i8779sin  (5n^/-./i"^+5r— f*—  5g^^%"y^ 
^ 3",43j 1 1  sin  (3o>t— «•'/4T3fr-f'^'T-58«  1 1' 34"), 
o",97775  sin  (2/1^^  4- 2«^  —  59*54'4') , 

o^  i45a4  «in  (^^<H*.»!  ^.5^*4  i/340i . 


en  réunissant  les  d^ux  premières  inégalités  à  la  sui- 
vante,   ^  .     .        ^  ^ic.      .  r 

—  55%5 1 470  sin  (5/^V  —  n'^^  +  5e  —t  *▼  +84«7'57") , 

i|ui  dépead  du  Carré  d[es  excentricités^   on   aura 
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celle-ci, 

'H  nous  resté  à  considérer  les  inégalité^  du  rajroii 
vecteur  de  Saturne*  On  a  vu,  n"*  38,  que  son 
expression  repf^çrme  les  termes  suivaps, 

lom'^fi^   f       à'Tf  sîn  (Sn^t — ^/i»  V  +  5i^  «-  Ji •'')  • 
Sn^^an^^'l  +a^Fcos(57iV  — ^^"V+Se^— 2«»^)  r 

—  e^A'  cos  {Sri't  —  an'H  +  5«^  —2»'^  —  <+  J^ , 
+>*' GÔs  (5wV  rr^  à/i' V  4  5î^ — 

Cette  fonction,  réduite  en  nor^res,  dopne 

A-=f    .    .,N  f    0,000946678 coa(5n^f—an«v<4.5i^—ai«T4.32ô3y  II*)  i 
'^•'"^  '/  I •+o,ooo83o^cot(3jîn— !m»»t-4-3i»--ai«^+  !i9»4<^ II*).  | 

En  réunissant  la  dernière  de  ces  inégalités  aux  sui- 
vantes qui  dépendent  des  simples  excentricités , 

»  -  ■ 

(  ^    «T^  /    o,ooii7a4î»co»(3'»^<— "a«*^*  +  3t^^ai«^  — (i^)  î 


on  aura  -. 

r/rvfS7(i4b^^  a,oooi55bgbtÀM'0Ân  **'a»«^£  +  3i^—  2t««—  SS^SS^gT), 


Inégalités  du  ntouuemeni  de  Saturne  en  latitude. 

io5.  Par  les  formules  du  n^  95,  livre  II,  on  ^ 

!t%8agjS86  «in  {n^H  4-  t*^  —  !!▼)  \ 

—  o*,3533o5  'sin  (an'vf  —  /!▼«  -f-  ai'^—  •▼  —  !!▼)  / 
4-  3*,i8a795  sia  (vi^t  —  »'▼<  +  »•▼  —  #«▼—  Ht)  f 
—  o^5a93g5  sin  (3/|vt    -.  ^n*u  4-  3i^  —  «•«▼—  H»)  ) 


MJ  SYSTÈME  pu  MJ^JDE*  477 

tl^  étant  la  longitude  du  nœud  de  l'orbite  de  Jupiter 
et  n^'  la  longitude  du  nosud  -de  4'orbite  d'Uranus 
sur  l'orbite  de  Saturne. 

Les  formules  du  A^  4^,  réduites  en  nombres 
donnent  rincgalité, 

*i»=: — (i-f.f««^)  9*,3i46i68  «a  HnU  —  M*U  +4iV  —  «i»^  —  6o«  a^  54*). 

En  appliquant  à  Saturne  ce.^e  nous  ayons  dit  n**  101  j 
relativement  k  Jupiter ,  on  verra  que  les  termes  dé-^ 
]pendansdu  carré  de  la  force  perturbatrice  ^ajoutent  à 

la  valeur  de  ^  la  quantité  ^ 


et  k  là  valeur  de  -^  la  quantité. 


■        .       1  I  -t  8111  rn — aV]  .4ii  i^ — 


eT)^  et  yiPn  étant  détermihés  par  les  formules  dii 
n<*  54*  lift  première  des  fonctions  précédentes ,  réduites 
en  nombres,  est  égale  à 

o'^,oooiâ54; 
elle  doit  être  ajoutée  aux  valeurs  de  ^  et  de  ~^^ 

du  n<*  91.  La  seconde  fonction^  en  la  réduisant  en 
nombres ,  donne  . 

'^  0,001896^ 
quantité  qui  doit  être  ajoutée  aux  valeurs  de  -j-  ei 
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de  ^f  du  màoie  numéro;  on  Mun  ^nsi 


•.  '0;' 


»    «• 


•     I 


.     » 


dW,' 


'\    ' 


•    •     •     i       •,    ♦• 


o^ioo6<S4> 


■3?  =.       9aï.59o5,^  , 
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'■       !  I 
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r         * 


CHAPITRE  XIX. 


Théorie  dUranus. 
I  o4«  L'équation  maximum 

donnée  a*  loo,  devient,  relativement  à.tfranus^ 

/      *       *  -         -^  .-■'•'.  •■"  '  -■ 

\n  prenant  donc  pour  r^'  ety  les  moyennes  distances 
la  Terre  et  dlJranus  au  Soleil,  et  en  supposant 
eTf'^*  =:rfc  l'L  on  aura      '  * 


d^r^:'  10.  qs  0,00177926%  > 

On  pourra  donc  négliger  ïes  Inégalités  du  rayon  veC'- 
t^iir  au -^  dessous  de  de  6,00177.  Nous  èégligerons 
d^aîUeurs,  comme  d^ordinoire,*  les  iné^alitës  du  liiou* 
v^itaent  en  lôngitudeët  en'  latittidéàiîi-îiessous  d'un 
4îSWie  ^seconde.;  .^,.  o,  [,  n,.,:  ^yJ  h    ,  i.:    v;  i:.' 

'-'  InêgûUiéi  dVmnns  ind^ehdantès  des  exc^rUn^^  *   '^ 

!     30^442766  «in    (un  '—  nvt|  -|,  ,▼  _  ,ti) 
—  o*,a33s5i  Mil  4(»iu  —  ?!▼*«  -f-^t**  -^'  i^«). 
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■-^^ 
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^,      M^        ^     ^      i  0,0064366073  1 

/|^«-(H-|««^}.|^  0,0049535845  Cbé  {«tit  -^>T.t  -f  ,«T  -^  4^.)  / 
.   f    0,0022614468  1 

+  («  +  f«''J- 1^  0,0033894254  cos  {HH    -^  n^'f  -f  t^    —  t^O- j 

Inégalités  dépendantes  de  la  première  puissance  des 

excentricités, 

!—  i%246655  «in  (  n*H  -f  ^i'^  —  »"") 

4-  i*.a789l6  tin  (m'H  —  n^'t  +  at«T-.  «t,_  ..t) 

-  3*,675it4  iân  (dn^'t  —  »«n  +  2i''«—  •«▼—  •▼«) 

—  o',2253oo  sin  (2/i^««  —  n'^r  -h  2t^«—  •«▼—  •«▼) 

—  i*,338882  sin  (  nH  +  t^  —  •^») 
+  o'',2o525i  sin  (  nH  -#-  t^  —  m^) 

—  0^^209839  «a  (2n^«  —    »▼««  -h  2t^  —    •▼«—  «^O 
I4.  0^839472  «in  (2»^«  —    »▼»«  +  2i^  —    •▼»—  •▼) 
J<^2VS7639  sin  (2ii^*t-^    *»▼«    -#-  2i^'-.-    t^  —  •▼') 

^(«•f-#«^)«/-f{i43*,iog66o— «o'',oo79448)sm(2i»^««-n^«-fai^'-«^-»^) 
]JK**,373666  «n.  (3ii»««  —  «nn  -f.  3t^«*  -^  at^—  «^O 

—  i'',569oi4  sin  (3/i^«t  —  2nn  -+.  3i^'  —  2é^—  w^) 
'-f  o'',4o9323  sin  Un^'t  —  ^nU  -+.  4sv«  —  3è^—  m^') 

—  o",3li392oo  sin  (4^v««  —  3nU  -f»  4s^'  —  3i^—  »^) 
H-  o',f207B7  un  {Sn^'t  —  4»''«  -f  5i^«  —  4i''—  m^')^^ 

g^rV*=(i-|-f*^)  o,oo8i835858cos(2nv»«  — ii^«H-3é*«  —•▼—»▼); 

Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites. 

!— (l26",75iio6— «  o\oi4iSio3  sin  (3n^««— n^t  -^3i^»—  •▼ 
-88-i9'e"-.t.7%3a5( 
+  i*,639ôo3*in  ({»▼'«— 2nn+4it»  —  2t'  — 38»  34' 53*) 
-f-  8",oi6o3ooâiq(nU  —  «▼«t  -#-  gt— iTi  +  88»a9'39"). 

La  dernière  de  ces  inégalités  peut  être  réunie  a  l'iné- 
galité relative  au  même  argument  et  indépendante 
des  excentricités;  leur  somme  donne  la  suivante  : 


(1 + u')  aa'',  1 5oi  iôsin(7i*«— 7ï^*^+£^— 6^+2  i^x  i  '4% 
]^our  les  inégalités  du  rayon  vecteur  on  a 

iry^  =  ^  (1  +  fit)  O|O0O79256a  cos  (Sn^'t-^  hU  -+■  3i^»  -»-:  t'  -f  75«  o'  4i*)^ 
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Inégalités  dépendantes  des  cubes  et  des  produits  de  trois 
dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons, 

/!*▼«  =—  (i-f  ^T)  o^ggooo  sin (5iï^»f  —  aw^t  +  5%y  —  %%^^ 68«» a3' 3i"). 
Inégalités  du  mouvement  d'Uranus  en  latitude. 

Les  seules  inégalités  de  la  latitude  d'Uranus  qui 
puissent  être  sensibles  sont  celles  qui  sont  indépen- 
dantes des  excentricités  et*q»i  ne  dépendent  qiie  de 
la  première  puissance  des  inclinaisons.  Elles  ont  été 
déterminées  par  les  formules  du  n^  96  du  livre  II  : 

/^▼«  =  (]  -f  fA'y)        o*,66ao46  sin  (  n«»t  -f-  •»▼  —  n»v) 

^     f     o",8765a3  sin  (  n^t    -f-  gv    —  n^)  1 

+  (»  "'"'*'^*  (-f-i'»,794ïa9  «in  (an^*«  —  /i^«+  a|T»  _gT--n^),  J 

en  désignant  par  n""  la  longitude  du  nœud  ascendant 
de  Torbite  de  Jupiter,  et  par  n""  la  longitude  du  nœud 
ascendant  de  Torbite  de  Saturne  sur  celle  d'Uranus. 


Tome  III.  3i 
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b. 


I  I  I   I    >       I  wag^Mi*—  Il     I    I      I      é  itt 


CHAPITRE  XX. 


Équations  de  conditktn  qui  eœisient  entre  les  in4^ 
galités  planétaires  et  qui  peus^ent  servir  à  vérifier 
leurs  valeurs. 


io5.  Nous  avons  eu  plusieurs  fois  TocGasion  de  re- 
connaître que  les  inégalités  à  longue  période  de  deux 
ptâûèles  m  et  m!  âoumi^es  à  leur  àctîoû  réciproque , 
étaient  liées  par  là  mêrtie  équatioû  de  conditioû  que 
les  variations  séculaires  ^  6'est-à-di^e  qu^êlles  étaient 

à  très  peu  près  entre  elles  dans  le  rapport  de  nt^a 

à  m!  sja!  ;  ce  qui  résulte  de  ce  que  la  partie  la  plus 
sensible  de  ces  inégalités  est  celle  qui  dépend  de  la 
variation  du  moyen  mouvement  dans  l'expression  de 
la  longitude  vraie.  C'est  au  moyen  de  cette  relation,  qui 
est  d'autant  plus  exacte,  que  par  le  rapport  qui  existe 
entre  les  moyens  mouvemens  des  deux  planètes  ,  la 
période  de  l'inégalité  devient  plus  longue ,  que  nous 
avons  déduit  l'inégalité  de  Vénus ,  résultant  de  l'ac- 
tion de  la  Terre,  et  dépendante  de  langle  i  "iri't — ^rJt 
de  l'inégalité  correspondante  de  la  Terre,  et  ensuite  la 
partie  de  la  grande  inégalité  de  Saturne  qui  a  pour 
diviseur  (5/1^  —  27i'^)*,  et  qui  dépend  de  la  première 
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puissance  de  la  force  perturbatrice  de  la  partie  cor- 
respondante de  Jupiter.  On  pourrait  se  servir  de  cette 
même  relation  pour  vérifier  toutes  les  inégalités  à 
longues  périodes ,  que  nous  avons  considérées  dans 
les  chapitres  précédens ,  et  qui  ont  été  calculées  sé- 
parément ;  mais  comme  leurs  valeurs  ont  été  déter- 
minées avec  soin  ,  et  qu'elles  ont  déjà  subi  plusieurs 
vérifications,  il  serait  superflu  de  nous  y  arrêter. 

Les  inégalités  dépendantes  de  la  première  puis-r 
sance  des  excentricités  et  des  inclinaisons  méritent 
une  attention  particulière ,  à  cause  d^  leur  grandeur 
et  de  leur  multiplicité.  Ces  inégalités  peuvent  de- 
venir considérables  dans  deux  cas  ;  i"".  si  la  quantité 
i(n'  —  w)  +  n  est  très  petite  par  rapport  à  n  oun'  ; 
2**.  si  cette  quantité  diffère  peu  d'être  égale  à  — n; 
parce  qu'alors  î(w'  —  »)•+•  27i  étant  une  très  petite 
quantité^  les  termes  affectés  de  ce  diviseur  acquiç:^ 
rent  une  valeur  sensible. 

Or^  dans  ]e  premier  cas,  lïnégalité  dépendante  de 
l'argument  i  (n! t'^nt)'j^nt  croît  avec  une  grande  len- 
teur, et  par  conséquent,  les  deux  inégalités  corres- 
pondantes de  m  et  de  mf  sont  liées  entre  elles  par  le 
rapport  commun  à  toutes  les  inégalités  de  ce  genre , 
c'^st-'à^ire  qne  le  coefficient  de  l'inégalité  de  /y|'  se 
déduira  du  weffiçieqt  de  rinégalîté  de  m  en  multir- 

pliant  celui-ci  par  — -=:.  En  effet,  dans  ce  cas, 

il  est  évident  que  les  termes  les  plus  considérables 
de  l'expression  de  la  longitude  dans  le  mouvement 
troublé,  proviendront  de  la  variation  du  mgyen 
mouvement,  à  causç  du  diviseur  [£(/»' — ^)Hr^]^ 

3i.. 
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que  l'intégration  leur  fait  acquérir;  considérons  dan^ 
le  développement  de  la  fonction  R  les  termes  de  la 
forme 

i?i'M^*>e  cos  \i{n!t —nt+e!  ^e)  +  nt+i,  —  &>] 
+  w'M^*Vcos[i(/i7~/i/+ é'  —  î)+nt  -I-.  6— û)']. 

L'expression  de  la  fonction  R^  relative  à  l'action  de  m 
sur  m!  renfermera  les  termes 

mM^*^ecos  \i{rit  —  w^  +  «'  —  «)  +  w^  +  ^  —  ^] 
4-  m'M^'Vcos[/(n7  —  n«  +g'  ~  «)  +  71^  4-  É  —  ry}. 

Si  l'on  suppose  donc  /  {n' —  n)  +  n  une  très  petite 
quantité,  en  n'ayant  égard  qu'à  ces  termes ,  on  aura 
à  très  peu  près 

mfdK  +  m!fd'K'  =  o* 

Et ,  par  conséquent ,  d'après  ce  que  nous  avons  vu 
au  n"  4^  f  en  ne  considérant  dans  cTi^  et  cTi^'  que  les 
inégalités  qui  dépendent  de  l'argument  1(72'^ — nty^-nt, 
on  aura  entre  elles,  à  très  peu  près,  l'équation  de 
condition 

Prenons  pour  exemple  l'inégalité  de  Vénus  résul- 
tant de  l'action  de  la  Terre  et  dépendante  de  l'ar- 
gument  5w"^ —  2n't. 

Cette  inégalité  est,  par  le  n°  96, 

—  1  '',426900  sîn  (5/i"<  —  2/iV  +  Se"  —  2é'  —  cù'). 
En  multipliant  par  —  ^^^  =—  1,042705  son 
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coefficient,  on  a  pour  Tinégalité  correspondante  de 
la  Terre 

H- 1 ",48785  sin  (3/i'^  —  2//^  +  3€"— 2«'  —  a»'). 

Le  calcul  direct  a  donné 

-f-  i",i5iio  sin  (3w"<  —  2n'^+3g"  — 2«'— a>'); 

résultat  qui  difiere  peu  du  précédent. 

io6.  Supposons  maintenant  que  i{n' —  /2)+2W  soit 
une  très  petite  quantité  par  rapport  à  /2  ou  à  tz'.  U  est 
aisé  de  voir,  n®  84,  livre  II,  qu'alors  la  partie  des, iné- 
galités de  m  et  de  m!  dépendantes  de  l'argument 
^w'^  — w^)+72<,  qui  a  pour  diviseur  î(/i'— /i)+ 2/2, 
et  qui ,  par  conséquent ,  est  la  plus  considérable , 
provient  de  la  variation  de  l'équation  du  centre  dans 
Fexpressioa  de  la  longitude  vraie,  on  peut  donc, 
dans  ce  cas ,  se  borner  à  considérer  cette  partie.  Le 
développement  de  la  fonction  R  renferme  un  terme 
de  cette  forme  : 

7iïW*^ee'  cos[i(n't — nt +6'  —  1) + 2nt^2î —  û>  -^  o)']  ; 

il  en  résultera,  n"  81,  livre  II,  dans  J^e  et  cTo,  les 
inégalités  suivantes  : 

/e  =  .,  f^^r-, M<Oe'  COI  li{n*t  —  n«  -f-  •'—  i)  4-  ant  -f-  at  —  «—•'] , 

e^m  =  .,  ,^^^  , MtOe'  sin  [«(«'£  —  n  «  -|-  f'—  t)  4.  a/ir  H-  a»  —  a  —  »'] . 

L'expression  de  la  longitude  dans  le  mouvement 
troublé  contient  les  deux  termes 

2  J^e  sin  (»^-H  — ^  û))  —  ^etf'œcos^nt  -f-  6  -^  a») , 
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Eft  veïi:ti  dis$  inégalité  précédentes,  on  aura  donc 
dans  cTp  celle-ci  : 


^m'ûn 


i  {nf  —-  n)  '^  ^n 


M<')c'  sin  l(»  —  i)  {ii't  —  ««  -1-  i'—  i)  4-  «'^  -f-  i'  — .  «^ . 


L'expression  de  la  fonction  R^  relative  à  Faction 
de  tn  sur  m'  renfemieï^  le  tertile 

mM^'Wcos[f(7i'<-^n)C-+*^-^Ê)4-  ^inH-'ag*-**^--  où']  ; 

et  il  en  résultera,  par  conséquent^  dans  eTp'  l'ioé^-* 

lité  suivante  : 

« 

Ces  deux  inégalités  du  mouvement  de  m  et  de  m 

sont  entre  elles  dans  le  rapport  de  m'\/aV  à  m\/ae^ 
en  sorte  que  la  seconde  peut  se  conclure  de  la  pre-^ 
mière ,  en  multipliant  le  coefficient  de  celle-ci  par 

tn^  ae 

j^n!" — nii'  étant  une  quantité  assex  petite  par  rap^ 
port  à  v!'  et  même  à  n'"^  on  aura  dans  cTp"^  en  faisant 
1=4,  une  inégalité  dépendante  de  l'argument 
4;2'"^_3;ï"/  +  46'"  — 3g"— û)'^    ct  daus  cT^^'"  une 

inégalité  dépendante  de  Targumétit 

Zn"'t  —  2n't  +  Sfi"' —  2ê'' — a'^  La  première  est ,  par 
len«97, 

—  ô .  557202  sin  (4/2"^ —  5w7  +  4g^  —  Se'  —  û)'). 
En  mult^)liaiit  son  coefficient  par  ;^  \/  -»^»,  il  en 
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résultera  dans  ^s/**  H  suivante  : 

Oq  a  trouvé  par  le  calcul  direct 

4.  o",7844o4  sin  (Zri!"t  ~  %Ti't  -f-  V  —  ai"  —  «?'') , 

résultat  qui  diffère  peu  du  précédent. 

107.  L'inégalité  de  m  produite  par  l'action  de  m! 
et  dépendante  de  l'angle  n^t + «'  —  a',  résulte  de  la 
supposition  de  f  =  i  dans  les  fidrmnles  du  n*  84  du 
second  livre.  Or ,  d'après  la  valeur  de  [a^  a']  ;  n**  90, 
il  est  aisé  de  voir  que  cette  inégalité  peut  prendre 
cette  forme 

réciproquement  l'inégalîté  de  ml  produite  par  l'action 
de  m  et  dépendante  de  l'angle  nt-^e — ^  est  ég^Q  à 

Ces  deux  inégalités  seront  donc  entre  elles  ^'xas,  le 
rapport  de  [a,  oT^e*  à  [a',  d^^e  ^  et  conm^f  par  le 
n*  90  ^  on  a 

Ces  deux  Inégalités  seront  entFe  elles  dans  le  rapport 
de  rrl  \/^n^etk  m  s/anf^eoxx  de  mVe'  à  ma'^e,  c'est-à- 
dire  que  le  coelfiçiiejait  df  la  secpnde  se  déduira  de  celui 

de  la  première,  en  multipliant  ce  dernier  par 7-7^^ 

L'action  d^  Saturne  sur  Jupiter  produit  ^  &*  100^ 
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dans  le  mouvement  de  Jupiter,  rinégalitë 

^^—  9",259ô26  sîn  (nH +$^  —  û>^). 

En  la  multipliant  par rT"V5~^  ^^  ^^^^  oslxïs  le 

mouvement  de  Saturne  rinégalitë 

+  1  ",276197  sin(/i'^^+€'^— fc?'^), 

Le  calcul  direct  a  donné 

+  i!',276o20  sin  (/i'^  ^+«"  — fi>")  j 

ce  qui  diffère  peu  du  résultat  précédent. 

On  trouverait  des  relations  analogues  entre  les 
inégalités  correspondantes  des  rayons  vecteurs. 

108.  Il  résulte  du  n*  S2  que  si  i'n'  -^in  est  supposé 
une  très  petite  quantité,  l'inégalité  la  plus  sensible  de  la 
Jiatitude  de  ^produite  par  l'action  de  m\  sera  égale  à 

^^A*'-'  sin  [ÎV<— (f4.i)7i^+iV— (î+i)6+H]. 

L'inégalité  correspondante  du  mouvement  en  latitude 
de  m' produite  par  m  serait  égale  à 

Ces  deux  inégalités  sont  entre  elles  dans  le  rapport 
de  m  \/a  à  —  rn\fd y  c'est-à-dire  que  le  coefficient 
de  la  première  étant  déterminé ,  en  le  multipliant  par 

, —  ^ ^ ^ ,  on  aura  celui  de  la  seconde. 

Nous  avons  déjà  vérifié,  au  moyen  de  cette  rela- 
tion, le3  inégalités  des  mouvemens  en  latitude  de 
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Jufiiter  et  de  Saturne  produites  par  leur  action  ré- 
ciproque ;  on  peut  vérifier  de  la  même  manière 
toutes  les  inégalités  du  mouvement  en  latitude  des 
autres  planètes.  Ainsi ,  en  supposant  /'  =  5  et  f  =1 3  ^ 

l'action  de  la  Terre  produit  dans  la  latitude  de  Vénus 
l'inégalité 

— 0^289097  sin  (5/1"^— 4n7  +  5/'  —4g'  —  af). 

m'  f/"^ 

En  multipliant  son  coefficient  par  —     »  y-r  '  ^  ^^ 

résultera  dans  le  mouvement  de  la  Terre  en'  latitude 
l'inégalité 

o",2i8o45sin  {/^ril't^Zn't  +  4/'  —  3g'  —  a!). 

En  calculant  directement  cette  inégalité^  on  a  trouvé 

o",223552  sin  {J^'t —  ^n't  ^hi'—^^  —  a'). 

{ja  différence  est  dans  les  limites  des  quantités  né- 
gligées. 
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CHAPITRE  XXI. 


Supplément  à  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

logt  La  méthode  que  nous  avons  sume  dans  i«s 
chapitres  prëcëdens  j  pour  déterminer  les  inég^itâ 
des  planètes  résultant  de  leur  action  mutuelle,  çt  qui 
est  fondée  sur  le  développement  de  la  fonction  per- 
turbatrice en  série  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 
sances et  aux  produits  des  excentricités  ^t  dqs  incli- 
naisons a  I  relativement  au  système  des  sept  planètes 
principales ,  toute  Texactitude  nécessaire  lorsque  Ton 
a  soin  de  n'omettre  aucune  des  inégalités  qui  peuvent 
devenir  sensibles.  Cependant  nous  avons  indiqué , 
n®  ^5  ,  comment  on  pouvait  déterminer  les  coef- 
ficiens  du  développement  en  série  de  la  fonction  per- 
turbatrice par  le  moyen  des  quadratures ,  et  cette 
méthode  donne  toutes  les  inégalités  d'une  planète 
relatives  à  un  même  argument,  indépendamment  de 
la  grandeur  des  excentricités  et  des  inclinaisons ,  ce 
qui  est  un  avantage  précieux ,  parce  que  la  mé- 
thode des  développemens  en  série  laisse  toujours  la 
crainte  que  quelqu'une  des  inégalités  dépendantes  des 
puissances  supérieures  à  celles  que  Ton  a  considé- 
rées^  ne  devienne   sensible.  Nous  allons  donc  ici 
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repremlre  cet  objet  ;  et  comme  de  toutes  les  planètes 
Jupiter  et  Saturne  sont  celles  dont  les  perturbations 
sont  les  plus  considérables  y  nous  ferons  Tapplication 
de  cette  méthode  à  la  théorie  de  ces  deux  planètes. 
Nous  aurons  ainsi  un  moyen  de  vérifier  les  résultats 
auxquels  nous  sommes  parvenus  dans  les  chapitres  VI 
et  Vil,  et  cet  exemple  servira  de  direction  aux  cal- 
culateurs qui  voudraient  déterminer  de  la  même  ma- 
nière les  inégalités  des  autres  planètes. 

Si  l'on  nomme ,  comme  dans  le  n^  ^5  ,(p  et  (p'  les 
anomalies  moyennes  des  deux  planètes  m  etrn^ ,  en 
sorte  qu'on  ait 

qu'on  suppose  la  fonction  perturbatrice  R  relative 
à  l'action  de  mf  sur  m ,  développée  par  rapport  aux 
sinus  et  aux  cosinus  de  ces  anomalies ,  et  que  dans  ce 
développement  on  ne  considère  qjie  les  termes  dé- 
pendans  de  l'argument  de  la  grande  inégalité ,  on 
aura 

R  =  m'K  sin  (5(p' — 5(p)-f-  m'K'  cos  (5(p'  —  a(f>) , 
et  pour  déterminer  K  et  K',  on  aura 

m'K  =^//7?'  ïlsin(5(p'  — :2(p)^(pef(p', 

m'K' = -^7  f  P'  R  cos  (5(p' —  2^)^rf(p', 

Les  intégrales  doubles  devant  s'étendre  depuis 
^  =  0  jusqu^à    <p  =  27r,   et  depuis   ^'  =  0  jusqu'à 
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Les  valeurs  de  ces  intégrales  dépendront  des  quatre 
suivantes  : 

A  =  —^  r^^  r^*  j^  ^^g  ^^  ^^g  5<p'd(pd^', 

2jr*  J  o    J  Q 

B  =  — T  /       /       R  sin  2(p  sin  5<p'd<pd<p% 

2«""J  o      J  O  \     (l) 

C  =5  -i-  r  """^  r  ""^  R  sin  2(p  cos  6<p^d(pd(p' , 

27rv  o      /  o 

D  =  -i-r^' r^'^  R  cos  2(p  sin  S(p'd<pd^^. 

Pour  calculer  ces  quatre  quantités ,  on  divisera 
l'intervalle  compris  entre  les  limites  ^=ô  et  ^sssa-Tf, 
ou  la  circonférence  entière,  en  un  nombre  de  parties 
assez  grand  pour  que  les  quantités  contenues  sous  le 
signe  intégral  ne  varient  pas  trop  rapidement ,  et 
qu'elles  ne  passent  pas  trop  fréquemment  d'une  va- 
leur positive  à  une  valeur  négative,  ce  qui  rendrait 
les  quadratures  inexactes;  et  ce  nombre ,  cependant, 
sera  assez  restreint  pour  que  les  calculs  ne  devien- 
nent pas  trop  pénibles.  On  a  reconnu  par  quelques 
essais  que,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  on  satisfe-^ 
rait  à  ces  deux  conditions  et  l'on  obtiendrait  un  degré 
d'exactitude  suffisant,  en  supposant  par  rapport  à 
l'intégration  relative  à  fl)  la  circonférence  divisée  en 
trente-deux  parties ,  et  en  seize  seulement  par  rap- 
port à  l'intégration  relative  à  qn'. 

On  fera  donc  successivement 

(p=o,4>=ii*i5',?  ==2Q*5o',(p=35*'45',(p=45%  etc., 
(p'=:o,(p'=22^5o',(p'=45*     ,(p'=67*3o',(p'=9o°,etc., 
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et  Ton  calculera  les  valeurs  de  la  fonction  R  correspon- 
dantes à  ces  diverses  valeurs  de  (p  et  de  (p^  prises  deux 
à  deux.  On  aura  ainsi  35  X  17  =  561 ,  quantités  fon- 
damentales à  former;  nous  désignerons,  comme  dans 
le  n^  aS,  par  Ro,o,  Ri,o^  R«,o,  etc.,  Ro,„  R,,„  R.,„  etc., 
ces  quantités,  en  supposant  ensuite,  pour  abréger, 

a=  2(1  i*i5')=  22^3o',  a'  =  5(22*»3o')  =  i la^So', 

et  en  faisant 

P^=iRo,oCos  o+R,,o  cosK+Ra.o  cos?.«...+  ^Rsa.o  cos32#,  ^ 
P^=iRo.,coso+R,,j  cos#+R,,,  cos2#...+  îjRsa.i  cbs32«,  >  (a) 
etc. ,  J 

on  aura,  pour  déterminer  la  première  des  inté- 
grales (t), 

et  les  intéglrales  B,  C,  D  se  calculeront  par  des  for- 
mules semblables. 

Il  suffira  donc  de  remplacer  cos  a ,  cos  2a,  etc. , 
cos ct^f  cos  2ci\  etc.,  par  leurs  valeurs  dans  les  ex- 
pressions précédentes,  pour  en  déduire  très  aisément 
les  quantités  A,  B,  C,  D,  du  moment  que  les  valeurs 
numériques  des  fonctions  Ro,orï^j,o  >  etc. ,  seront  dé- 
terminées. 

1 10.  En  ne  considérant  que  l'action  de  m'  sur  m , 
on  a 

La  première  partie  de  cette  expression  est  celle 
qui  a  le  plus  d'influence  sur  les  grandes  inégalités  de 
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Jupiter  et  de  Saturne ,  et  dans  les  chapitres  XVII  et 
XVIII  p  où  nous  les  avons  calculées,  nous  n'avons  pas 
eu  égard  aux  termes  dépendans  de  l'angle  Sn't'-^^ntf 
qui  peuvent  résulter  de  la  seconde  partie  de  la  fonc- 
tion précédente,  il  faudra  donc  également  les  négliger 
ici  y  puisque  nous  avons  Tintention  de  comparer  les 
résultats  des  chapitres  cités  à  ceux  que  nous  allons 
obtenir.  En  nommant  donc  p ,  pour  abréger,  la  dis- 
tance  mutuelle  des  deux  planètes  m  et  m\  Fexpres;- 
sion  de  R  deviendra  simplement 


m' 


et  par  le  n*  ::i5,  pour  déterminer  f ,  on  aura 

^zzzr^-^-r^-^  7,rr'  cos*  \y  cos  {v —  v)  —  ar/sin»  ^  cos  (t/'  +  v) . 

Les  angles  v  et  v'  étant  comptés  de  l'intersection  com- 
mune des  deux  orbites^  en  sorte  qu'en  nommant  fi 
la  longitude  du  nœud  ascendant  de  Torbite  de  m' sur 
Torbitc  de  /w,  on  a  «v  =i>  —  n,  et  v'  ==i^'  —  II. 

Conformément  à  ce  que  nous  avons  dît  n"*  aS, 
on  commencera  par  déterminer ,  au  moyen  des  tables 
planétaires ,  les  valeurs  du  rayon  vecteur  r  et  de  la 
longitude  v  de  Jupiter  correspondante  aux  valeurs 
successives  de  l'anomalie  moyenne  ^=s  o,  ?h=zï  i*i5', 
(psaa'^So',  etc.  On  déterminera  de  la  même  manière 
les  valeurs  du  rayon  vecteur  r'  et  de  la  longitude  v' 
de  Saturne  correspondantes  aux  valeurs  de  l'ano- 
malie moyenne  (p'  =  o  ,  ^'=:32*3o',  <p'=  45%  etc. 
De  tous  les  résultats  ainsi  obtenus  on  formera  un 
tableau. 
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On  calculera  les  valeurs  de  p  correspondantes  aux 
divei'ses  combinaisons  différentes  qu'on  peut  former 
entre  les  valeurs  de  r  et  de  r',  de  v  et  de  i;^ 
comprises  dans  ce  tableau^    ea   les  prenant  deux 

à  deux  ;  en  multipliant  ensuite  par  rnl  la  quantité  i 

qu'on  en  déduira ,  on  aura  les  valeurs  correspon- 
dantes et  successives  de  R. 

n  est  clair  que  ce  que  nous  venons  de  dire  relati- 
vement à  la  fonction  R  s'appliquerait  également  à 
toute  autre  fonction  dérivée  d'une  manière  quel- 
conque de  celle-ci.  Ainsi ,  par  exemple,  par  la  dif- 
férentiation  de  la  valeur  de  R ,  on  aura 

<ÏR ,  r» — arr'co8^^ycos(»' — y) — rKsin'^j^cosÇv'+i;) 

r^  —  —  W.  j^— , 


d^  *     •        TT  sm  V  sin  v 

-r-==—  m  .sm>— — s , 

dy  I  ^  ^ 

^  =  2in  .sin'i> -^.5— V 

On  pourra  donc  calculer  les  valeurs  de  ces  fonc- 
tions correspondantes  aux  diverses  valeurs  attribuées 
aux  anomalies  ^  et  ^\  et  en  substituant  ces  résultats 
à  la  place  des  quantités  que  nous  avons  désignées  par 
Ro,o>  Ro,i>  c*c-  >  dans  les  formules  (2),  on  obtien- 
dra,  par  des  procédés  semblables  à  ceux  indiqués 
plus  haut  y  les  valeurs  numériques  des  divers  coeffi- 
ciens  du  développement  en  série  des  trois  fonctions 
précédentes. 

Enfin ,  on  déterminera  comme  à  Tordinaire  les 

termes  correspondans  de  la  fonction  r^  -^  au  moyen 
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de  réquatioQ  générale 

On  a  d'ailleurs,  n*  4  9 

dK  dK      ^      .  dK  ,  dK 

1 1 1 .  En  effectuant,  d'après  les  tables  de  M.  Bouvard 
et  à  Faide  des  valeurs  rapportées  n^  88  ,  la  suite  des 
opérations  que  nous  venons  d'indiquer,  on  a  trouvé, 
relativement  à  l'action  réciproque  de  Jupiter  et  Sa- 
turne, les  résultats  suivans  : 

à'K  =—0,000942079,       à'K'  =0^0004025958, 

a'^a^T-r^=:i — 0,00252078,  a'^a^^-j^ 5=0,00262946, 


^fl.T—  -,  — — /-7     --  ^^, 

a^*  ^  =:  0,00346286 ,         a"*  dâ^^^ — o,oo3o3 1 86. 

Pour  comparer  ces  valeurs  à  celles  que  l'on  obtien- 
drait par  les  méthodes  ordinaires  d'approximation 
fondées  sur  la  petitesse  des  excentricités  et  de  l'incli- 
naison mutuelle  des  orbites  de  m}^  et  de  ni',  observons 
que  (p  et  9'  représentant  les  anomalies  moyennes  de 
ces  deux  planètes ,  on  a 

En  supposant  donc ,  comme  dans  le  n""  38 , 
on  aura 

R  =  »i^P  siu  (5^^—  3^  4-  5»^  —  aoi'v)  4-  m^P'cos  (5f  ▼  -*  5#  +  5«^—  aa»»). 


•k^ 
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ou  bien  en  développant  cette  expression  . 

-+•  m'f  [P  sin  (5»v  —  a»«^)  -f-  P'  cos  ($•▼  —  a«M)l  fo».(5^'  —  îif). 

Si  l'on  compare  cette  fonction  à  ^expression 
R  =  iri^K  sin  (5^'  —  2^)  +  m^K'  cos  (5^'  —  2^) ,  que 
nous  ayons  supposée  au  développement  de^l^  en  sé- 
ries de  sinus  et  de  cosinus  des  anomâKc>-tnpy(éai:v^ 
^  et  (p'y  on  aura 

à'K  =a^Pcos(5û)^ — ato^^) — a^Fsin(5û»^ — 2«>'^),  1  ^-. 
/i^K's==a^Psin(5û)^— 2fi>'')+aT'cos(5û)^— ifi>'^);l  ^  ^ 

et  il  est  évident  qu'on  aurait  entre  les  quantités  '^"^-^  % 

des  équations  semblables. 

Nous  avons  déterminé^  dans  le  n*  lOi,  les  valeurs 
des  coefficiens  des  termes  du  développetuent  de  R 
relatifs  à  Fargument  de  la  grande  inégalité ,  qui  dé- 
pendent du  cube  et  de  la  cinquième  puissance  des 
excentricités  et  des  inclinaisons ,  en  réunissant  ces 
différentes  parties ,  qui  doivent  concourir  à  former 
les  coefficiens  que  nous  désignons  ici  par  a^P  et  a^P', 
op  trouve 

aT=3 — 0,0000595577,  a'Fs=  0,0010199583. 

On  a  d'ailleurs,  diaprés  les  valeurs  rapportées  n""  88, 
5a>^—  2a>*^  =  65?26'28".  En  substituant^ ces  quantités 
dans  les  équations  (5) ,  on  aura 

a^K= — 0,000958956,  a^K' =  0,000402768. 
Tome  IIL  32 
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Si  l'on  compare  ces  valeurs  des  coefficiens  a^K  et 
à'W  à  celles  qu'on  a  obtenues  par  la  méthode  des 
quadratures ,  on  verra  qu'elles  s'accordent  entre  elles 
d'une  manière  très  satisfaisante. 

Nous  avons  trouvé ,  n®  lOi, 

a"  ^=  o,oo2555i3 ,     «'*^,  =o,oo63o56i . 

En  multipliant  ces  valeurs  par  -;-=«,  et  en  les 

substituant  à  la  place  de  a^J?  et  de  a^P'  dans  les  équa- 
tions (3) ,  on  en  tire 

a*^rt^^^= — o,oo35o584,  à'^a^j-^  =  0,00267600  ; 
et  au  moyen  des  équations  de  condition 

on  en  déduit 

^^*  ^= 0,00544480 ,     a'»  ^  =—0,00507777. 

Ces  valeurs ,  comparées  à  celles  qu'on  a  obtenues 
par  le  moyeu  des  quadratures ,  paraîtront  s'accorder 
suffisamment  avec  elles ,  surtout  si  Ton  se  rappelle 
que  dans  les  n®*  loi  et  102  nous  n'avons,  dans  les  va- 

leurs  de  a'^^^  >  ^  ^v .  ^"  ^v  >  ^"  j^y  considère  que 

les  termes  dépendans  des  cubes  des  excentricités  et 
des  inclinaisons. 


I 

V 
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Maintenant,  si  au  moyen  des  ëqMtioûs  (5)  on 

expriûie  les  valeurs  de  a*P,  a^P'  en  fonction  des  <jUiiti- 

tîtés  a^K,  à^K',  et  de  même  relativement  à  a^^  •^--  , 

rfP' 
a^*  ^ÎV>  ^^c-  f  ^^  trouvera 

# 

aT  = — 0,0000612864^  aT'=o,ooi025*&ê45> 

^""^  ^v  =  0,0022462 1 ,         ^^'  ^v  ===  0,00629075  , 

à**  j-^  =—0,00 1 1 6562 ,  a^'  ^  =  —0,00445504. 

La  grande  inégalité  de  Jupiter  renferme  la   partie 
suivante  : 

6m^n»'*«      j       a'P'sîn(5»V — 2/^"^^4*56^****2€'^}  î 

(5nv— 2n«^)»  *  i  —  a^P  COS  (5/1^^  —  2/2^^^  —  56^—  26'^)    r 

D'après  les  valeurs  adoptées ,  n*  88,  on  trquve 

*^g  {5n^-Zr^ïni^^  ==  6,O255550. 

En  réduisant  en  nombres  la  fonction  pirécédente , 
elle  devient  ainsi 


ito84''.  o  1 2  sin  (5w"/  —  nn^^'t  -+-  5é" — 2s'') 
.  -^     é4",968  COS  {Snrt  —  2n''t  +  Si"  —  21^^). 

En  ne  considérant  que  tfette  partie  de  la  grande 
inégalité ,  et  en  la  calculant  d'après  Icjs  val^rs  de  à"? 
et  de  à'V' ,  n°  i  o  1 ,  on  trouvera  qufëllé  est  égale  à 

i  a89",855  sin  {SnTû  —  2  w'7  +  56'  —  26'^ 
—     55",  204  COS  {5nrt — 211'"' t  -f-  5«'  —  2f^y 

32.. 
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,  Les  diffëlrences  sont  dans. les  limites  qu'on  peut 
supposer  d'après  les  quantités  négligées  dans  le  cal-* 
cul  f  en  considérant  surtout  que  les  élémens  employés 
dans  la  construction  des  tables  de  M.  Bouvard^  qui  ont 
servi  à  déterminer  les  quantités  d'Y,  a7t'  par  les 
quadratures ,  différent  de  ceux  que  nous  ayons 
adoptés*. 

La  grande  inégalité  de  Jupiter  contient  encore  la 
partie 

ia^»  -r— •  sin  iSnU  —  tm«^«  -4-  5r  —  ai«>)     ) 

En  la  rédoisant  en  nombres  d'après  les  valeurs 
précédentes  de  à'^  ^^ ,  cH'^  ^^ ,  et  en  observant 
qu'on  a 

cette  fonction  devient 

—  i6",32o5  sin  (5/1^^—  ttC^i^^î^ — 36*^) 
4-  5",8375cos(5/iV— 2n''<4.56^— 26*^). 

Nous  avons  trouvé  par  le  développement  en  série  ^ 
n®  loi , 

—  i€",55386  sin  {^nH — 2/1^74. 56^  —  as'") 
-f-   6",o5299  cos (5/i7  —  an'^ + ^€  —  afi'^)  ; 

ce  qui  diffère  peu  de  la  valeur  précédente. 

La  principale  partie  de  la  grande  inégalité  de  Sa-- 
tume  est  celle-ci  : 
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Par  les  ydeurs  rapportées  n*  88^  on  a 

log /ST-— 77?.-=— r  =  6,4195187. 

En  réduisant  en  nombres  la  fonction  précédente  au 
moyen  des  valeurs  de  aT  et  aT^  données  plus 
haut  p  on  trouvera  qu'il  en  résulte  dans  le  mOuve-<- 
ment  de  Saturne  les  inégalité  suivantes  : 

—  !i685",4545  sin  {5h''t  —  2/1'"^  +  Se"  —  26*^), 
4.  i6o^9470cos(5n^^  — 2/i"^^4-56^  — 26'^); 

En  employant  les  valeurs  de  à'V  et  à'F',  calculées 
n^  10 1 9  on  aurait  trouvé 

—  2678^5574  sin  {5rCt^2n^H  +  5f" — 21^) 
4-   i56",4o7icos(5/i"<— 2/i*"^4-5f^— 21*^), 

quantités  qui  différent  peu  des  précédentes^ 

Enfin,  la  grande  inégalité   de  Saturne  contient 
encore  la  partie  suivante  : 

dp*  •  "^ 

a^»  -T —  sin  {Snn  —  vi^n  -h  Si^  —  ai'v) 


5„T-.a„.Y   ^^  ^^^  ^  ^^  ^^^^  _^  ^^^^^  +  5f^  --  v|,,y) 


2m*^/i^ 


On  a 

En  réduisant  en  nombres  la  fonction  précédente  1, 
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d>prè)^  les  v^flBl»  4e  ^'V^  ®<  «"'  ^  calculées  par 
les  quadratures ,  on  «ara 

4-  Sa",  1 5a4  ^  (5ii'«  -^  a»"t  -^  5«'  -^  ?»") 
'  _  i5",6226  cos (  5/ï'< — 2n"t  -J-  5ï'  —  as"). 

t 

Nous  avons  trouvé  pour  là  valeur  de  cette  même  iné* 
galitç 

-H49%59p49  «p  (5/»"^  T-  ^n^^i  ^n  $f^  -«^  pg*^) 

qui  diffère  peu  de  la  précédente. 

Pour  donner  un  sççQnd  çxcfmple  de  l'emploi  de  la 
méjthpde  des  ^adratures  au  développement  de  la 
fonction  perturbatrice  R,  on  a  calculé  de  cette  ma- 
9|èrç  j»  et  reli^tiy eipent  à  l'action  de  Sati;if  ne  sur  Jh-^ 
piter^  le  premier  terme  de  ce  dévqloppep^eut^  ç'eat-r 
à-dire  celui  qui  est  indépendant  du  temps  ;  et  en 
nomniant  F  ce  terme ,  on  a  trouvé 

d'Y  =  771^1,091097  ,     ^'""^^^^v  =  '«^0,2238874. 

En  calculant  le  même  terme  d'après  l'expression 
donnée  n^  1 8 ,  et  en  employant  les  élémens  qui  ont 
servi  à  déterminer  les  valeurs  précédentes,  c'est-à-dîte 
les  élémens  des  tables  de  Bouvard ,  on  a  trouvé 

ifY  ;==  772^1 ,09x962 ,     a'^a^  ^  =  77i\>, 2 258867. 

Ces  valeurs^  comme  on  voit,  sont  presque  identiques. 

L'accord  des  résultats  obtenus  par  de^,  méthodes  si 
différentes,  dans  l'une  des  parties  les  plus  impor- 
tantes do  la  théorie  des  inégalités  planétaires  ^  montre 


% 
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que  la  méthode  des  développemeos  en  séries  ordou* 
aëes  par  rapport  auiç  puissances  ascendantes  des  ex-« 
centrîcites  et  des  inclinaisons^  lorsqu'on  a  soin  de 
porter  assez  loin  les  approximations  pour  ne  négliger 
aucune  inégalité  sensible ,  suffit  aux  besoins  actuels 
de  TAstronomie. 

lia.  La  méthode  des  quadratures  a  pourtant  son 
utilité  :  c'est  la  seule  qu'on  puisse  employer  dans  le 
calcul  dçs  perturbations  des  comètes  et  des  petites 
planètes  ;  et  comme  on  vient  de  le  voir  dans  la  théorie 
des  planètes  principales  elle  peut  encore  servir  à 
d'importantes  vérifications.  H  ne  sera  donc  pas  inu- 
tile de.  donner  ici  les  formules  qui  nous  semblent 
les  plus  simples  pour  IVpplication  de  cette  méthode 
à  la  détermination  des  perturbations  du  rayon  vecteur^ 
de  la  longitude  et  de  la  latitude.  Ces  formules  pour-* 
ront  d'ailleurs  être  em|doyées  en  d'autres  occasions. 
Pour  cela ,  reprenons  les  trms  équations  du  mou** 
vement  troublé ,  n"  87  ,  livre  II  : 


I 


d^x        fix  dh 

dF"^  H  dx 

f^4.^  =  ^       \     (a) 

I 

Si  l'on  prend  pour  plan  des  ayr^  celui  de  l'or- 
bite primitive  de  m ,  ce  qui  permet  de  négliger  les 

•    f  dn.  dB.  .  ,  ,         , 

quantités  z  -^—  ,  2  —  ,  qui  sont  du  second  ordre , 

puisque  z  et  R  sont  du  premier ,  en  combinant  entre 
elles  les  équations  précédentes  ^  on  trouve  aisément 
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les  deux  intégrales  suivantes  : 

xdz — zdx  h    j^  àK 

rdz  —  zdr         r.     , ,  rfR 

Si  l'on  multiplie  par  jr  la  première  de  ces  équa- 
tions^ qu'on  en  retranche  la  seconde  multipliée  par  oc, 
en  observant  que  les  coordonnées  ;r  èt^  se  rappor- 
tant  ici  an  mouvement  elliptique  ^  on  a^  n®  20  y 

xdY^Ydx  /'   '  »^  ji  ,' — -r 

^  £ —  =s  VA*<*(i  rrl^j  f  ®^  trouvera 

d£ 


z 


^fi"^'  -Â""^/-^* 


(^) 


ï/>^(I— o 

Cela  posé ,  on  a  pour  déterminer  les  perturbations 
du  rayon  vecteur  Sr  et  de  la  latitude  J^,f  d^  la  pla- 
nète au-dessus  de  son  orbite  primitive,  les  deux 
équations  suivantes ,  n**  89 ,  livre  II , 

dt-    ^    r^            J  dr  '    \    .X 

d^.rls       firts         dR j    ^^ 

Ces  deux  équations  sont  de  même  forme ,  et  s'inté- 
greront par  conséquent  de  la  même  manière.  En 
effet ,  la  première  des  équations  précédentes  se  trans- 
forme dans  la  seconde^  en  y  changeant  cTr  en  J^s, 

et  2  /rf'R-+-^-j-  en  -^j   d*où  il  suit  que,  pour 

avoir  J^r,  il  suffira  de  faire  ce  changement  dans  l'ex-^ 
pression  finie  de  Ss.  Or^  la  seconde  des  équations  (c)  ^ 
n'est  autre  que  la  troisième  des  équations  (à)  y  dans 
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laquelle  on  a  fait  z  ^zs^rj's;  en  substituant  donc 
pour  z  cette  valeur  dans  l'équation  (b) ,  on  aura  la 
valeur  de  rj's,  et  l'on  en  conclura  immédiatement 
celle  de  la  fonction  rj'r. 
si  pour  >lWger  on  bit 

Z  devant  être  supposé  égal  à  zéro ,  après  la  différen- 
tiation  dans  la  valeur  de  P\ 

En  substituant  pour  :t'^t  jr  leurs  valeurs  rcosi; 
et  rsin<i;^  relatives  au  mouvement  elliptique,  on 
trouvera 

■ 

*  sin vfr cos vPdl  —  cosvfrsmv^di      ^ *  ^ 

•  sin  vfr  cos  vV^dt  —  cos  v/rsinvP'^l        ..^^ 

U  nous  reste  à  déterminer  les  perturbations  du 
mouvement  en  longitude.  On  pourrait  les  déduire  de 
celles  du  rayon  vecteur  supposées  connues,  au  moyen 
de  la  formule  (6),  n^  89,  livre  II ,  ou  plus  simple- 
ment au  moyen  de  l'équation  du  mouvement  ellip- 
tique r^ds^^=:tdt\/ fjui^i — e*),  qui  donne,  n**  45,  livre  II, 

I 

mais  il  vaut  mieux  les  calculer  par  une  formule  directe. 
Pour  cela ,  reprenons  la  formule  {a')  du  n*  85,  livre  II, 


^  =  Mr  -  -^ 


r  r 
dans  laquelle  on  suppose  A:=  V^t^C  »—«*)• 
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L'ëqaation  de  l'ellipse  donne    ' 

I  -|-  ecosi; 

en  prenant  le  périhélie  de  m  popr  Torigine  de  Fangle  v. 
Au  moyen  de  cette  valeur  de  r  et  de  celle  de  J^r ,  on 
trouve  aisément 


(sin  i;  4*  ^e  8În  at^)/r  sin  i;P<b      l 
(i^+cesv4-ic.cos^'w)/'rcQ8t;PA  > 
rit   ,  (  —frVdt-^iefdvfrAnvVdt  ] , 

J    r  ka{i—è^) 

En  observant  que  Ton  a,n°  4>   J""^^^^J"  * 
par  1©  n^  45 ,  livre  II  ,.on  trouve 

On  a  d'ailleurs 

et  par  les  formules  du  raouv^nent  elliptique 

dt  r^       dr  er  sin  v  dr  ek  sin  v 


dv  **"  k  ^    dv  I  +  e  co6  1;  '      S"         a(i  —  e*)' 

Au  moyen  de  ces  valeurs  on  trouve 


k^k  :=fi^d!^—f\ 


ke  6ID  vdt  dSi 


•f-e  cos  V         dr 

Si  dans  l'expression  de  J'v  on  substitue  cette  valeur  et 
celle  de  j  ^dv ,  on  aura 
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dr 


(a  sin  v  + 1  e  sin  tiv)frs\tiv^dt  ) 

(■3.e-|-2cosv-H^ecos2i;)/rcosiiP^  /.  (y) 

—  nfrVdi  +  efdvfrûnvVlit  )_ 

^fl(i-.-e*) 

Cette  expreséion  se  réduit  aisément  à  une  forme 
plus  simple  ;  eu  substituant  eu  effet  à  la  place  de  P  sa 
valeur  dans  le  dernier  terme ,  et  en  le  combinant  en- 
suite avec  les  deux  premiers  ^  on  trouve 

I  2  sin  V  +  -c sin av  )  /  — z 

\  2  /J    i-f-ecost; 

-L  /i      .  .1  \   rcesvVdt 

^^  (  -e  +  ecosvA'^e  C0B2V  )  1  — ; 

\2  2  yj  i+ecost; 

En  substituant  pour  r  sa  valeur  dans  les  expres- 
sions de  J^r  et  de  J^s,  on  voit  qu  elles  se  trouveront 
immédiatement  ramenées  à  la  même  forme  que  la 
fonction  précédente. 

Les  trois  formules  (A),  (B),  (C)  donnerout  donc 
sous  forme  finie  les  perturbations  du  rayon  vecteur, 
de  la  longitiide  et  de  la  latitude,  ce. qui  peut  être 
très  utile  dans  la  théorie  des  petites  planètes  où  ces 
perturbations  ne  peuvent  être  déterminées  que  par 
des  quadratures,  à  cause  de  la  grandeur  des  excen- 
tricités de  leurs  orbites.  Les  mêmes  formuler  pour- 
raient être  employées  aussi  par  la  même  raison  dans 
la  théorie  des  comètes ,  niais  il  est  préférable  de  se 
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■ 

servir  alors  des  formules  du  livre  m^  Dans  tQus 
les  cas  ^  pour  calculer  par  des  quadratures  les  ex- 
pressions précédentes^  on  commencera  par  substi- 

ttier  pour  dt  la  valeur  -^ —      ■  i  •  et  pour  R  sa 

videtd^  en  foqclk^ 'dcnscray^^  et  des  longir 

tudc^.  Vfaiea  des  planètes  tircmt^^^  et  de  la  planète 
perturbatrice.  En  nommant  y  rinclinaison  mutuelle 
des  orbites  de  m  et  de  m',  et  n  la  longitude  de  lent 
coxlimune  intersection  comptée  de  la  même  origine 
que  Tangle  v,  et  en  faisant  V  c=  cos*  -j  y  cos  (y'  -^  v) 
-f-  sin*^7'COs(i;'+v —  iU),  on  aura,  ^.^.  H  ^*.^^> 

•  •.   .. 

De  cette  es^réssibti  '6n  conclura  'par  de  simples  dif- , 

férentiations ,  celles  de  (fK  et  de  r  ^  ^  et  par  suite  lés 

valeurs  des  quantités  que  nous  avons  désignées  par  P 
et  P  dans  les  formules  précédentes.  On  pourra ,  par 
conséquent,  calculer  par  la  méthode  des  quadratures 
paraboliques ,  exposée  n^  25 ,  les  intégrales 

fr^sinvVdv ,  fr^cosfvPdv ,  p^sinvP'dv ,  fr^cùsvP'dv , 

ainsi  que  les  intégrales  fr^Tfdv  ,  f  ^  'j'^'^  T*®  ^^^ 
formules  renferment. 

Dans  la  théorie  des  planètes  principales ,  la  petitesse 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  mutuelles  des 
orbites  permet  de  développer  leurs  perturbations  en 
séries  convergentes,  et  c'est  sans  contredit  la  mé«- 
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thode  la  plus  simple  que  l'on  puisse  employer  pour 
obtenir  ces  perturbations  exprimées  par  des  suites  de 
sinus  et  de  cosinus  d'angles  croissant  proportionnel- 
lement au  temps,  et  en  former  des  tables  qui  peuvent 
servir  pour  un  temps  indéfini.  L'emploi  des  formules 
précédentes  serait  alors  moins  simple  que  celui  des 
équations  différentielles  qui  déterminent  les  ti^is 
variables  J^r,  S'v  et  i's  ;  et  c'est  par  cette  raison  que 
nous  n'avons  eu  besoin  que  de  ces  équations  dans 
la  théorie  des  inégalités  planétaires*  Mais  lorsqu'on 
veut  déterminer  les  coefBciens  du  développement  de 
la  fonction  perturbatrice  et  de  ses  différences  par  la 
méthode  des  intégrales  définies,  ainsi  que  nous  l'a- 
vons indiqué  n®  25 ,  les  formules  précédentes  sont^ 
je  crois  y  les  plus  commodes  que  l'on  puisse  em- 
jJoyer,  dans  ce  cas,  pour  en  conclure  les  valeurs  de 
cTr,  cTi^etcT^. 

En  effet,  au  moyen  d'intégrales  doubles  on  pourra 
toujours ,  comme  on  l'a  vu  n^  ^5 ,  déterminer  les 
coeffidens  du  développement  en  séries  de  sinus  et  de 
ccNsinus  d'angles  proportionnels  au  temps  t ,  des  fonc- 

rj-dtftX  l'on  développerait  par  con- 
séquent, de  la  même  manière,  lesfonctions/rsini;P^i^, 
frcosvPdt,frsinvP'dt,/rcQsvJ?^dt,  En  substituant 
ensuite  ces  valeurs  ainsi  exprimées  dans  les  formules 
(A),  (B)  et  (C),  et  en  mettant  pour  sini;  et  cosv 
leurs  valeurs  développées  en  série  des  sinus  et  cosinus 
des  multiples  de  l'anomalie  moyenne  de  la  planète  m, 
on  aura  les  expressions  des  perturbations  du  rayon 
vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude  applicables 
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k  UQ  temps  iadëfiDÎ,  les  plus  exactes  que  la  théorie 
puisse  fournir» 

Il  serait  à^désirer  que  quelque  calculateur  sélé  fit 
Fapplicatioa  des  formules  précédentes  à  la  détermi- 
nation des  perturbations  de.  tontes  les  grandes  jiêi^ 
nàtes.  B  en  résulterait  le  moyen  le  plus  sur  pour 
vérifier  les  inégalités  déjà  calculées,  par  d'autres  me- 
UiodeS)  *  et  découvrir  les  inégalités  sensibles  qui  au* 
raient  pu  jusqu'ici  échapper  aux  investigations  des 
géomètres.  M*  Hansen  y  astronome  attaché  à  l'obser- 
vatoire du  Séeberg,  a  déjà  essayé  sur  la  théorie  de 
Jupiter  et  de  Saturne  un  travail  semblable;  mais  le 
choix  malheureux  des  variables  qu'il  a  cru  devoir  subs- 
tituer aux  trois  coordonnées  JV^  cT^z;,  JV,  généralement 
adoptées  par  les  astronomes,  des  innovations  analy- 
tiques dont  les  avantages  ne  rachètent  pas  la  biaarre^ 
rie,  enfin,  l'absence  complète  de  clarté  et  de  mé* 
thode,  rendent  ce  travail  à  peu  près  inutile  (^). 
J'invite  donc  les  jeunes  géomètres  à  reprendre  cet 
objet  sous  le  point  de  vue  que  nous  leur  indiquons  : 
peutêtre  nous  sera-til  permis  d'y  revenir  dans  la  suite 
de  cet  ouvrage ,  mais  nous  allons ,  pour  le  moment , 
porter  notre  attention  sur  d'autres  points  dé  la  théorie 
du  système  du  monde,,  la  détermination  des*  inéga'- 
lités  planétaires  nous  ayant  déjà  entraîné  bien  au- 
delà  des  limites  que  nous  nous  étions  prescrites* 


(^)  Foir  k  compte  que  j'en  ai  rendu  dans  la  Connaissance 
des  Tems  pour  1887. 
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•  Mouuemens  héliocentriques  de  Jupiter  et  Saturne* 

1 1 5.  En  réunissant  les  différentes  inégalités  calculée 
dans  les  chapitres  VI  et  VII,  on  a  obtenu  les  expres- 
sions des  longitudes  vraies ,  et  des  rayons  vecteurs  de 
Jupiter  et  de  Saturne ,  les  plus  exactes  que  Tétf  t  ac- 
tuel de  l'analyse  permette  d'espérer.  Dans  les  fimr^ 
mules  suivantes,  t  représente  un  nombre  quelcon- 
que d'années  juliennes  ou  de  565^  ^,  comptées  à 
partir  de  minuit  le  i'''  janvier  1800. 

Soit,  pour  cette  époque , 

n'^'t  +  6*"  =  81*52'  i9'',5  H-  t  3o%349o84, 
ri't  +  €''  =  125.  5.29,4  +  t  i2%22ii48, 
rfu  H-  ê"'  =±:  175.30.16,4  +  t    4%284890, 

ces  trois  quantités  représentant  les  longitudes  moyen- 
nes de  Jupiter,  Saturne  et  Ur anus ,  comptées  de  l'é*^ 
quinoxe  fixe  de  1800»  Dans  ces  expressions,  nous 
avons  substitué  k  la  place  des  moyens  mouvemens 
7i*%  n'  et  ri'*,  rapportées  n**  88,  leurs  valeurs  résul- 
tantes des  corrections  indiquées  par  les  équations  dp 
condition  qui  ont  servi  à  former  les  nouvelles  tables 
-de  M«  Bouvardv  ^ 

Soit  encore 

0)*"=  II*   /36''+  t  6^685122  —  ^•0,000255, 

(»"  =:  89.  8.20  -[-  «i9'',o55o44  -f-  <■  0,000162, 

a}^  =z  98 .  25 .  45  -h  «  36",58285o , 

a'  ss=  111.56.  7  +  «5i",52i3i: 

Les  termes  constans  dans  ces  expressions  sont  les 


] 
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longitudes  des  périhélies ,  et  des  nœuds  de  Jupiter 
et  Saturne  y  comptées  du  même  équinaxe  que  les 
longitudes  moyennes  »*V  +  6*^ ,  ri't  +  ^^f  et  rela- 
tives k  la  même  époque;  les  termes  proportionnels 
au  temps  t  sont  les  variations  séculaires  de  ces  lon- 
gitudes déterminées  n""*  91  et  loi. 

Supposons  maintenant  que ,  pour  abréger^  on  re* 
présente  respectivement  par  p  et  p'  les  argumens 
des  deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  Saturne; 
en  sorte  qu'on  ait 

p  =  5iin  —  ^n^H  -f-  5tv  —  !!•»▼  4-  3«  40' 59*—  t  76^,^770  —  £•  o^ooiaGao, 
j/=5ii^«  — aii«n-|-5f^  — ai'T+S'SS'Sa"— t  76^,598  — «■  0^001164, 

et  soit  ensuite^ 

A  =     (i.i87",247 — ^  o",o4845+/*  0|OOOoo2:i6)sinp 

— 12^,3 1 854  sin  2p , 

A'=— (39o6",66i— t  o'',  1 1 4 1 1+ 1*  090ooooo5:2)sin/>' 

i       -f-  29'',  761 56  sin  2p' 
+  50^,894  sin(57ï"'<î— ;ï"^-|-  56"»—  e"— Sy^^S'y'O, 

la  quantité  A  représentant  la  grande  inégalité  de  Ju- 
piter ,  et  la  quantité  A'  Celle  de  Saturne  augmentée 
de  l'inégalité  à  longue  période  dépendante  de  l'ar- 
gument Sri'U  —  ri't ,  et  relative  à  l'action  d'Uranus 
sur  Saturne. 

Ces  diverses  inégalités  doivent,  d'après  les  n^*  101 
et  102,  être  ajoutées  aux  moyens  mouvemens  de 
Jupiter  et  Saturne,  en  faisant  donc,  pour  abréger. 
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On  a  vu,  n^  65 y  que  dans  tous  les  argumens  de 
jTupîter  et  de  Saturne  dans  lesquels  le  coeflScîent  du 
temps  n'est  pafé  Sri'  —  hn}"",  ou  qui  n'en  diflerent  pas 
de  n'""  pour  Jupiter  et  de  ri"  pour  Saturne ,  îl  faut 
augmenter  les  longitudes  moyennes  w'^^+g*^,  /î^^-j-6^ 
de  leurs  grandes  inégalités  dépendantes^ de  l'angle 
5n*t  —  2n^''L  II  faudra  donc  substituer  dans  toutes 
les  inégalités  de  Jupiter  q  etq'k  la  place  de  /i*^^+^'^ 
et  de  n7t  +  g^,  excepté  dans  Ja  grande  inégalité  et 
dans  la  suivante  : 

i6i",  149  sin  (SrC't  —  5/z^^  +  3g'^—  5g^+58"i  1'  34'0. 

Si  Ton  veut ,  pour  plus  de  régularité ,  employer 
également  gr  et  ^'  à  là  place  de  n^H  +  e'*  et  de 
n7t  +  g^  dans  cette  dernière  inégalité  ^  on  lui  don- 
nera cette  forme  : 

i6i^i49sin(3î  — 5^'  — 3A  +  5A'-f-58Mi'34''), 

A  et  A'  étant ,  par  ce  qui  précède ,  les  deux  grandes 
inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne.  En  développant 
la  quantité  précédente,  on  aura 

161'',  149  sîn  (5q  —  5q^  —  58^  1 1'  54") 
—  (5A  — 5À0  i6»",i49Cos(5î>'— 5ç^-|r58^ii'54'9. 


En  n'ayant  égard  dans  les  valeurs  de  A  et  A'  qu'aux 
deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne , 
on  a  à  très  peu  prés  ' 

d'où  l'on  conclura 

Tome  III.  33 
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— (5A— 5A')  161",  î49  cos  (5q  —  5?'+  58«i  i'S4") 
•    ^a^f    sin(3^-5/H-5»'<— 2n"/4-6i°5i'i9'0i 


Otk  peni  y  sens  erreur  sensible ,  substituer  dans  ces 
deux  dernières  inégalités  ç  et  q*  à  la  place  de  n' *<■+■<'* 
et  de  n*/  +  **  j  1^  preinière  se  confond  alors  avec 
lé  preikiier  terme  de  l'équation  du  centre  de  Jupi- 
ter,  la  seconde  devient  égale  à 

7",o6Ô6sin  (5?  —  109'  +  54°  3o'  35"). 
En  la  réunissant  à  la  suivante 

-r  5",78o8  sin  (5^  —  10^  4. 54»  3o'  55") , 
on  aura  celle-ci 

5",2870  sin  (5?  —  loç'  -+-  54»  5o'  35"). 

On  pourra  ainsi  substituer  q  et  ç'  au  lieu  de  w*V  +  g'^ 
et  de  rift  •+•  r  dans  toutes  Jes  inégalités  de  Jupiter, 
âbstractioiQ  £atite  dé  la  grande  inégalité. 

U  faut  de  même,  d après  ce  qu'on  a  vu,  n*  65, 
changer  n^H  +  '6*^  en  q  et  ri^t  -1-  ^^  en  5^  dans 
toutes  les  inégalités  de  Saturne ,  excepté  dans  la 
grande  inégalité  et  dans  la  suivante  : 

—  644^955  sin  {iTùH  —  4nV  +  Sg^  34'  4"> 

On  peut  donner  à  cette  inégalité  cette  forme  r 

—  644^,955  sin  (29  -^  49'  -^  uA  +  4A'  +  59^34'  4'0. 

En  développant  cette  fonction ,  on  a 
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—  644",055  sin  (a?  -  4y'  +  Sg»  54'4'0 

+  (2  A  —  4A')  644",953  cos  (ag  —  4?'  4-  59'  54'  4"). 

Ea  substituant  pour  A  et  A^  les  parties  de  leurs 
valeurs  relatives  à  largument  Snjt  —  211^" t,  on  trou- 
vera ,  à  très  pieu  près , 

(2A  -  4A')  644»,955  cos  (3^  -  4q'  +  59"  34'  4") , . 
/     sia(2q — 4î'4-  5»''  — an  '  '<+ Sa"— 28"> 

=  21"  800)  +63«i2'36'0 

21  ,09  j__sin(2g— 4i7'— 5/i'^+2»'V — 5g'+2ê"i 

'     ,  +55«55'52'0. 

On  peut  f  dans  ces  deux  dernières  inégalités,  subs- 
tituer q  et  q'  k  la  place  de  n^^t  -(-  g'^  et  de  n^t  +  «"^  ;  la 
première  se  confond  alors.avec  réqtiation  du  centre 
de  Saturne,  et  1^  seconde  devient 

— 1^1^890  sin  {4q  —  9î'  +  55^  55'  S^'O- 

En  réunissant  cette  inégalité  à  la  suivante ,  trouvée 
n*  102 ,     ' 

8",766  sin  (4y  —  9J' H- 55»  55' 52") , 
on  aura  celle-ci  . 

—  1 5",  124  sin  (4î  —  gç'-f  55»'55'  Sa"). 

On  pojàbra  donc  maintenapt  ipbstituer  q  et  q*  a  la 
place  de  n^1(  +t^^  et  de  nHrh  «^  dans  toutes  les  iné- 
galités du  rtiouvement  en  longitude  et  en  latitude  de 
Jtipiter  et  de  Saturne ,  à  rexception-  de§  grandes  iné- 
galités de  ces  deux  planètes.  ,  • 

Si  Ton  suppose  là  précession  annuètte  4es  érfùinoofes 
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(de  So^'^a^SSoy  la  longitude  vraie,  i^^  de  Jupiter  dam 
son  orbite,  coniptée  de  Tëquinoxe  moyen  et  rapportée 
au  minuit  qui  sépare  le  5i  décembre  1799  du  i*'' jan- 
vier 1800^  sera  donnée  par  la  formule  suivante  :  ^ 


■  ■ 


(i986a',8o  -4-  t  o',63a4î)  sin    (^  —  •»») 
-f-      (59/,55  H-  t  o>3î$o7)  sin  a(v  —  ••^)^ 

1+  (ï*»i9  +  t  o>ooi6)  sin  %  «-  >»'^)| 

l4-         (o^oÔ  tin  5(^  —  •«▼) 

—    84*,63  sin  (  7  —    ^'  —  i^è') 
^+  aog^io  sin  (a^  —  a^^  —  i»io') 

lô'jSa  sin  %  —  q')     ' 
'+      3%75  sin  4(^  -  ç') 
|4-      i*,69  sin  (5^  —  5/  -|-  ia«  ii'; 

o*,4i  sin  6(^  —  ç') 
.+      ©"jifi  sin  7(^  —  g*) 

(i3îi*,39-|- 1  o',o67)8in(^— a^'— iî|«>ae'+«i5'',7) 


{(idîi-,39  -I-  t  o',o67)8in(^— a^ 
H-  iç^ag  sin  (iqr  —  4/4-  57 
-f-     3*,a9  tin  (5^  —10^  -h  54 


oiaO 
54*  3</) 


'} 


r«^  f     é 


f      (83M5— f  o*,oo5)sin(a7~3^'-6oo54'^  37%!)  î 
■^1—     i*,58sin(47  — 6^'+54oae0  / 

-Ki6i*',i5-f-«o*,ooi4)sin(3^— 5^'-f. 58«i  l'-M  45',3i) 

—  i5V8  sin  (3^  —  4q'  —  61046^ 
+  ia*,a7  sin  (3^  —  a^'  —  9»  35') 
+     9",5o  sin  (3/—    g   4-  69045') 

-h  ï  I  "jo^ksin  (^'4-  43«5é/)—  5^44  sin(a^'4i  430550 

H-  ii*,ia  sin  (4^  —  5^^  +  Sg»  a^) 

—  5*,i3  sin  (aqr  —    ^'  —  17»  50 
+     i*,ai  sin  (4^  —  3^'  —    3*»  àSO 

—  o*,88  sin  (5^  —  g^'  _i  650  ^ 
-f-     o*,74  sin  (if   ^    g%r^  670  4') 

i',i4  sin    (g  —  ^"J 


1  + 


o*,59  sin  a(^  —  ^•)   l 
o',o5  sin  3(^  —  ^•).j 


On  a  réuni  sous  une  même  parenthèse  les  iné- 
galités qui  peuvent  être  comprises  dans  une  même 
tabler  La  réduction  à  Técliptique  se  fera  par  les  mé- 
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thodes  ordinaires  ;  elle  est  égale  à 

Le  rayon  vccteiir  r*^  de  Japiter  sera  déterminé  par 

la  formule  suivante  t 

•  » 

r""  =  5,M8g6o  -h  t  o,oooo38f 

—  (o,a5o358  -f-  «  0,0007964)  C9s    (/9  —  •'^) 


-f- 


4- 


I —  (0^006092  -I-  t  o,oooo384)  oot  ^q  —  #•▼) 

j—  (OyOoo3i8  -I-  t  Oyoooooai)  iîm  3(^  —  ««j) 

—  (0,000093  -«l-  t  0,000000}  cot  4(^  —  •'▼) 

0,000647  cof  (7  —  q') 


{'  0,000647  cof  (7  —  7^)  y 
— 0,001771  tôt  9(<7  —  ^  ( 
—  0,000289  ço«  3(^  —  ^  J 


—  0,000272  co§  (  ç  —  ay'  —  55*  4^ 

—  0,000919  C08  (a^  —  39'  ^-  67»557  4 

—  o,ooaoao  cos  ^3^  —  5g'  +  58*  Y) 
-h  o,oooa38  cot  (3^  —  4^  —  61  •  m*)< 

—  0,000139  co«  (3^  —  wf  —  ia«4'X^ 

-^  o,oo(>q(55  cos  (q'  +  a^î»!^')  H^  o,.oooo74:  cos.(a9f  +  m^i^ 

—  0,000293  cos  (5^—  a9  —  i5*  Zdf) 
-I-  0,000091  cos  (5^' —  4^  +  i4*a3'). 

Enfin  ^  pour  déterminer  la  latitude  d)et  Jupiter  aui- 
dessus  de  Vécliptiç[ue  vraie,  on  aura 

J's'^  =  (i^  19'  a'^,7  —  «  o'^^26o6),sîn  ((«»^—  a*^). 
+  o",655i  sîn  (  J  —  2^^  _  53- 540 
+    i''ji07.ji  sin  (ag  —  Sj;'  — :  5S^54') 
+ 1  ^',5986  sux  (5g  —  5q'  +  5o*  2&) 


9978  sin  (y'  -h  55*  54')* 


En  rassemblant  de  même  tes  di£^rei^tes  iuégalités 
déterminées  chapitre  VIII,  on  aura  pour  la  longitude 
héliocentrique  de  Saturne  la  formule  suivante  : 


V 


Sift  Xp£€^ai$(  AMAUTTIQUE 

>*▼  =:  ^  -f-  t  So^jaaSSo  *''.'''  ■ 

(a3ï54',4o  —  t  i'',a783)  tio    (9'  —  •▼) 
(Sïi^'^yS  *.  <  o*,Ô90i)  sin  2(«'  - 
(39'',48  —  t  0V066)  sia  3(9' 

.(**^I9  —  t  o*,ooo5)  «in  4(9'- 

(  ■•■....■'  .  '  • 

\  ,        29''>4o  «>n    (^  —  /  +  77®  49^) 

3i^89  «D  a(7  —  ^0 
ô^&S  sin  3(qr  —  ^0 
1^99  sin  4(qr  —  <;') 
o\7i  Bîn  %  —V)  '   .; 

—  (4â4%83  4-  «  <i*,i)M7)  sin  (7  —  a/  "^  »3«  5/^  -i^  «i3",89) 

—  (65a*,59  —  «  o,o38i7)  sin*  {^  -^  4^  -4- 59»34' —  «  60^76  > 

—  (48",89  —  «  o,ooo366)8in  (3^-^*  ^  +  7»^'  —  *  34*^5) 

—  a4",37  sin  (aqr  —  3<^  +  •o»45^ 
+  ii-,44iiaU  +-fi4*36^) 

—  i3"i2,  sin  (Jf '  —  W'  +  59*  550 
-h      4",966sin(i7  -^  4<7'  —  6i*4y)' 
4-     3^,06  sin  (a^  —    i*-  4.  3o»^4£r) 
+      a*,97  sin  (3«  -  5^  VSqo  iof)  - 
4-      i',44  sin  (4ç— 'S^'-l^-ei^ST*)  •    .  * 
4-      à*,53  sin  (5^  —  6^' -^  6i'5y)  -    ' 

—  ioV7sin    (^'-'i^'O    . 
-h  i5*,73  siu  2(9'  —  q") 
+      a:,a6.în{3y'jr-39r-6po60 
+  *    0^34  sin  4(9'-  9"). 

+  io%7i  sin    {(f  —  aqr*  +  73^  «0 

+  a9''.6»  sin  (29'  —  ^<f  -f-  a4*>  SiQ 
4-      i*^5r  8În'(3y  — -a9«  —  SgoS^ 

4-  .  I  ^48  sin  (  q"  —  4a«>  360 . 

t  •  •  • 

La  Fëductioa  à  récHptiqne  est  égale  à 

—  97",85  sîn  (av '  —  aa'). . 

Le.rajTOu  vecteur  de  Saturne  sera  doaué  par  la  for-- 
inule  suivante  : 


I   ■ 
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!•▼  ;=  9,557777'*—  t  0,0060167 

'*•  (0,534988  -♦-  t  0,00009966)  ,C08    (</*  —  «T)    ^ 
— •  (0,01 5oo5  -h  t  -0,00000167)  C08  q(<7'  —  »▼)     1 

—  (0,000634  H"  ^  0,00000011)  cot  3(^'  -^  •^) 

—  ^  o,oooo3a  CQ»  4(^  "~  •'^) 
~  P9O0O339  co»    (q'  —  10»  ai') 

{0,00763    cof    (ç'  —  ^  —  40 159  1 
-f-   0,00140    cos  a(^'  —  ^)  f 

•4-   o.oooSi    eus  3f</  —  £r)  «^ 


1 


.-+»  o,ooo34    cos  3(7^  —  q) 

-h  o,oo54a    toi  (7  —  «t'  —  ii^io') 

+  (o,  o î  479  —  «  o ,  000000734)  co»  (a<7  —  4^'"+'  59®  a8'  —  i  63^, a^) 

—  0,00119  *^^  (^'  "•    ^  — -90®!»') 
-*  o,ôoi55  co»  (3^'  w-  a^  -^  38«>550 

—  ô,oooai  co»  (3ç  —  4/-^  <3i^93^ 
4-  t),ooo95  cos  (5*7'  —  a^  -f-  3a<^3a') 
-h  0,00016  co»    (7'  —  q") 

—  0,00043  co»  a(qr'  —  q") 

—  0,00066  co»  (2q^  —  3^*  -f.  a3»  440* 

Enfin,  la  latitude  de' Saturne  au-dessus  de  Yê^ 
cliptique  yraie,  sera  donnée  par  la  formule  suivante  :. 

*'  Œ  (a'a9'5o",5  —  <o",i55i57)sin(p'— *») 
,    f      3",  18  sitt  (aj'  —    ç  -4-  55-5401 

l-f-  9",5i'sia  (4î'  ^  aç  —  6o»a4')r 
4-  o",55  sin  (aç  —  5q'  —  53»  54') 
^-  i",8i  sin  (  9  +  55- 54')    • 
—  o",67  sin  (aj  —  3g«  —  54"  8'). 

Les  expressions  précëdeptes  difiereut  pea  des  for^ 
mules  employées  par  M.  Bouvard  d^ns  la  çenstructiou 
de  ses  tables  de  Jupijter  et  de  Saturne,  formules  qui 
représentent  avec  beaucoup  de  précision  les  obser- 
vations de  Bradlejr  et  Maskeline,  qui  ont  servi  à 
corriger  les  élémens  du  mouvement  elliptique.  La 
plus  grande  erreur  ne  s'élève  qu'à  12''  pour  Jupiter, 
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et  les  écarts  entre  les  résultats  du  calcul  çt  de  Tob- 
servation  sont  beaucoup  moindres  relativement  à  Sa- 
turne,  tandis  qu'il  y  a  5o  ans  les  erreurs  des  meil- 
leures tables  de  cette  dernière  planète  selevaient 
quelquefois  à  22'.  Laplace  s'est  assuré  aussi  que  ces 
formules,  qui  repr&entent,  avec  toute  l'exactitude 
qu'on  peut  désirer,  les  observations  modernes^ 
représentent  également  bien  les.  observations  de 
Flamsteed ,  celles  des  Arabes  et  les  observations  an- 
ciennes  rapportées  par  Ptolémée.  Nous  né  pouvions 
donc  pas  espérer  de  trouver  dans  la  théorie  de  Jupiter  et 
Saturne  aucune  inégalité  considérable  qui  n'eût  point 
encore  été  calculée.  Le  nouvel  examen  que  je  viens  de 
faire  des  perturbations  de  ces  deux  planètes,  ne  m'a  in- 
diqué de  rectification  importante  à  faire. aux  valeurs 
calculées  par  Laplace ,  que  dans  la  partie  du  coeffi- 
cient de  la  grande  inégalité  qui  dépend  du  carré 
des  forces  perturbatrices.  11  serait  à  désirer  cepen- 
dant qu'on  comparât  de  nouveau  les  formules  ainsi 
rectifiées  aux  104  oppositions  de  Jupiter  et  Saturne* 
qui  servent  de  base  aux  nouvelles  tablés  de  M.  Bou- 
vard; les  corrections  qui  en  résulteraient  pour  les 
élémens  des  orbites  elliptiques,  seraient  sans  doute 
insensibles  :  mais  cette  comparaison  pourrait  indiquer, 
comme  on  l'a  dît  n*  87 ,  pour  la  masse  de  Jupiter 
employée  par  Laplace,  61  qui  est  à  peu  près  celle 
qu'avait  donnée  Newton ,  une  correction  qui  rappro- 
chersKt  sa  valeur  de  celle  qui  résulte  du  calcul  des 
inégalités  des  petites  planètes  et  des  clongations  des 
satellites  observées  par^M.  A\ry. 
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CHAPITRE  XXII. 
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•/  » 


Formation  des  Tabler,  astronomiques  par  la  compa- 
raison des  observatiçYis  çt  de  lit  théorie.  Détermina^- 
tiçn  du  plan  im^ariable.  Conclusion  de  la  théorie 
des  inégalités  planétaires: 

II 4*  Nous  allons  nous  occuper  ici  de  la  construc- 
tion des  tables  planétaires^  et  montrer  comment^  par 
le  concours  des  observations  et  ,de$  formules  de  la 
théorie^  on  peut  s  élever,  de  siècle  en  siècle^  a  la  cou- 
naissance  plus  exacte  de  tous  les  mouvemens  célestes. 
Nous  entrerons,  à  cet  ég^^d,  dans  quelques  détaî^ 
qui  paraîtront  peut-être  superflus  aux  astronomes 
qui  s'occupent  ^spécialement  de  cet  objet ,  mais  qui 
nous  sen^blent  nécessaires  pour  montrer  aux  jeunes 
géomètres  qui  étudien);  la  théorie  du  système  du 
monde ,  et  auxquels  cet  ouvrage  est  surtqut  destiné , 
combien  la  djétermination  théorique,  des  inégalités 
séculaires  et  périodiques  des  mouVemens  planétaires, 
a  d'influence  sur  les  valeurs  des  élémens  d'où  dépen- 
dent les  tables  astronomiques ,  et  combien,  il  importe 
par  conséquent  de  la  pei^ectionner  de  plus  en  plus^ 
pour  donner  à  ces  tables  toute  la  précision  que  Jes 
observations  comportent. 

Dans  rétat  actuel  de  l'Astronomie,  on   dpit  re- 
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garder  les  masses  des  planètes  et  les  élémens  de 
'leurs  orbites  comme  à  peu  près  connus  ,  et  ils 
n^ont  besoin  que  de  légères  corrections  qu'on  déter- 
minera à  mesure  que  les  bomies  observations  se  mul- 
tiplieront. Les  inégalités  séculaires  sont  propres  sur- 
tout à  faire  connaître  les  valeurs  exactes  des  masses, 
et  les  coefficiens  indéterminés  que  uous  avons  laissés 
subsister  dans  npis  formules ,  et  qui  représentent  les 
coi^rçctions  dont  les  masses  que  nous  avoqs  adop- 
tées sont  encore  susceptibles,  seraient  aisément  dé- 
terminées, si  Ton  avait  les  valeurs  précises  de  ces 
inégalités  pour  des  époques  fixées. .,  Malheureu- 
sement les  ôbservatiodâ  ancienne^  sont  trop  incor- 
rectes >  et  les  modernes  trop  rapprochées ,  pour 
qu'on  puisse  déterminer  de  cette  manik^  )es  masses 
planétaires;  et  en  attendant  que  les  variations  sécu- 
laire.^* se  isoient  par  la  suite  des  temps  suffisamment 
développées,  on  est  obligé  d'employer,  à  leur  dé- 
faut, les  inégalités  périodiques  résultant  d'un  grand 
fiombre  d'observations,  et  de  déterminer  les  correc- 
tions dés  masses  comme  celles  des  autres  élemens 
du  mouvement  elliptique. 

-  Pour  cela ,  on  réunira  un  grand  nombre  d'ob— 
servations  faites  avec  de  bons  instrumens ,.  par  des 
observateurs  habiles,  et  embrassant  le  pluç  grand 
intervalle  qu'il  se  pourra.  Chaque  observation  don- 
nera la  longitude  et  la  latitude  géocentriques  de  la 
planète  pour  une. époque  connue.  On  convertira 
d'abord  cette  longitude  et  cette  latitude,  corrigées  de 
l'aberration  et  de  la  nutation ,  en  longitude  et  en 
latitude  héliocentriqtie ,  c'est-à-dire  vues  du  centre 
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du  Soleil^  parles  formules  connues ,  et  Ton  effec- 
tuera les  mêmes  opérations  sur  toutes  les  observa- 
tionsi  dont  on  veut  faire  usage.  Ensuite^  au  moyen 
des  tables  provisoires  qui  résultent  des  formules  pré-* 
cédentes,  disposées  comitie  on  Ta  yu  n""  107,  on  calcu* 
lera  les  longitudes  et  les  latitudes  correspondantes 
aux  mêmes  époques.  Si  ces  tables  étaient  exactes  et 
Iqs  pbservjiktions  d  une  rigoureuse  précision ,  les  yà- 
leurs  résultantes  dfi  Fobservàtion  et  du  calcul  de-* 
vraient  être  identiquement  l0s  mêmes;  les  différences 
seront  donc  l'erreur  des  tables  ^  puisque  l'on  suppose 
que  l'on  peut  compter  sur  les  observations.  En  fai- 
sant, par  conséquent,  varier  d'une  très  petite  quantité 
chacun  des  élémens  de  l'orbite  elliptique ,  ainsi  que 
lea. valeurs  des  masses  perturbatrices,  dans  l'expres- 
sion de  la  longitude  et  de  la  latitude  de  la  planète ,  et 
en  égalant  les  variations  qui  en  résulteront  aux  diffé- 
rences entre  les  longitudes  et  les  latitudes  observées 
et  calculées  par  les  formules  de  la  théorie ,  on  aura 
autant  d'équations  de  condition  entre  les  corrections 
qu'on  a  £Eiit  subir  aux  élémens  elliptiques  de  la  pla-« 
nète  et  aux  masses  perturbatrices.  Comme  ces  équa- 
tions seront  toujours  çn  beaucoup  plus  grand  nombre 
que  les  inconnues  qu'elles  ^renferment ,  on  les  com^ 
binera  entre  diles  par  la  méthode  des  moindres  carrés^ 
de  maujièire  à  réduire  leur  nombre  à  celui  des  incon- 
nties ,  et  en  les  résolvant  par  les  méthode^  ordinaires 
d'élimination,  on  en  déduira  les  valeurs  de  ces  quan»- 
tités.  On  aura  ainsi  le  moyen  lé  plus  exact  qu^  Ton 
puisse  employer,  dans  l'état  de  perfectionnement 
qu'a  atteint  l'Astronomie  théorique  et  pratique^  pour 
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arrirer,  par  des  corrections  successives,  à  la  détermi- 
nation exacte  des  masses  et  des  élémens  dés  orbes 
des  planètes. 

Soii  donc  V  la  longitude  hëliocentrique  de  m  dé- 
duite de  l'observation ,  et  Y  cette  même  longitude, 
calculée  par  le  moyen  des  fbrn&ules  précédentes ,  on 
des  tables  provisoires  qu'on  en  aura  déduites ,  et  soit 
J^Y  la  variation  de  Y  résultant  dçs  corrections  de 
chacun  de&  élémens  qui  entrent  dans  son  expression , 
la  comparaison  des  longitudes  observées  et  calculées 
donnera  V==Y'H-J^Y,  et  par  conséquent 

JY  =  Y'  —  Y. 

Si  l'on  d&igne  par  K,  F',  etc.  >  les  perturbations 
qu'éprouve  la  planète  m  par  Faction  .des  planètes  mf, 
m%  etc. ,  en  vertu  des  formules  du  mouvement  trou- 
blé ,  on  aura 

\=nt+î+2esin(nt+E—a>)+mT+m!V'+eic.j 

en  n'ayant  égard ,  pour  plus  de  simplicité  ;  '  qu'au 
premier  terme  de  l'équation  du  centre^  parce  que 
les  corrections  qui  résulteraient*  de  la  considération 
des  autres  termes,  seraient  absolument  insensibles.  De 
méme^'on  ne  conservera  dans  P',  P",  etc.,  que  les  iné- 
galités affectées  des  coefficiens  les  plus  considérables. 

Si  l'on  différentie  par  rapport  à  la  caractéristique  J^ 
cette  expression  ,  en  faisant  varier  les  constantes  du 
mouve  ment  elliptique  et  les  masses  perturbatrices  m> 
m'',  etc.,  que  pour  abréger  on  fasse  /î=n*4-  i  —  », 
on  aura 
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€t  par  conséquent  ^  entre  les  variations  ^eT/i^  J'îy  etc., 
on  aura  l'équation  de  condition  suivante  : 

Chaque  observation  donnera  une  équation  sem- 
blable, et  la  résolution  de  toutes  ces  équations 
combinées  par  la  méthode  des  moindres  carrés ,  fera 
connaltrçles  valeurs  des  corrections  indéterminées  Sii^ 
cTe,  S'Cf  cTâ)  p  et  celles  des  masses  perturbatrices  m% 
vfi\  etc. 

Les  observations  de .  la  latitude  fourniront  des 
équations  semblables)  qui  serviront  à  corriger  les 
deux  autres  élémens  de  l'orbe  elliptique,  c'est-à- 
dire  ceux  d'où  dépend  sa  position  dans  l'espace.  En 
effet ,  si  Ton  nomme  (p  l'inclinaison  de  l'orbite  de  m 
à  r^cliptique  fixe,  et  la  longitude  de  «son  nœud'as^ 
cendant,  et  S  le  sînuâ  de  la  latitude,  on  aura 
S  =  sin  9  sin  (V  —  (t)\  en  différentiant  par  consé- 
quent par  rapport  à  ^  et  à  et ,  on  aura 

cTS  =:  cT  ^  cos  ^  sin  ( V —  a)  —  ^a»  sin  ^  cos( V-r-  ai).    . 

Si  donc  on  notnme  S' le  sinus  de  la  latitude  obser- 
vée ,  et  S  le  sinus  de  la  latitude  calculée  par  les 
formules  du  mouvement  elliptique,  on  aura 

.<r^cos^sin(V — a) — JN*sinÇcos(V  —  ot)=S'— S,. 

€t  chaque  observation  de  la  latitude  fournira  une 
équation  semblable.  En  appliquant  à  ces  équations 
la  méthode  des  moindres  carrés,  il  sera  facile  d'en 
tirer  les  valeurs  des  corrections  S'(p  et  cTa,  de  ma«* 
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nière  à  satisfaire  le  plus  exactement  possible  à  Ten- 
semble  des  observations.   • 

Avec  les  élëmens  elliptiques  et  les  masses  pertur- 
batrices ainsi  corrigées ,  on  construira  de  nouvelles 
tables  du  mouvement  de  la  planète  qui  auront  toute 
la  précision  que  comportent  les  observations  que 
Ton  a  employées.  Chacune  de  celles  qu'on  fera  dans 
hi  suite  ^  comparée  aux  résultats  de  ces  tables ,  four- 
nira de  nouvelles  équations  de  condition  que  l'on 
ajoutera  aux  premières;  et  lorsque  le  temps  aura 
permis  d'en  rassembler  un  assez  grand  nonobre ,  en 
combinant  entre  elles  les  équation^  de  condition^ 
tant  anciennes  que  modernes^  on  déterminera  une 
seconde  fois  le&  corrections  ^des  masses  et  des  élé- 
mens  elliptiques  avec  lesquels  on  construira  de  lïou*- 
velles  «tables  plus  exactes  que  lés  premières.  En  con-^ 
tinuant  de  la  mêihe  manière^  et  €!n  répétant  cette 
opération  à  des  intervalles  de  dix  ou  vingt  ans ,  on 
parviendra  y  par  des  approximations  successives^  a 
donner  aux  tables  astronomiques  et  aux  élémens 
qui  servent  à  les  établir  le  plus  haut  degré  de  pré- 
cision. 

C'est  de  cette  manière  qu'ont  déjà  été  construites 
deux  fois  depuis  trente  ans ,  les  tables  de  Jupiter^ 
Saturne  et  Uranus ,  que  l'on  peut  regarder,  pour 
Tordre  et  la  clarté,  comme  un  modèle  en  ce  genre. 
Ces  tables,  celles  des  deux  premières  planètes  du 
moins,  représentent  avec  un  grand  degré  d*exac- 
titude  toutes  les  observations  modernes.  Cependant  il 
est  probable  que  Ton  pourrait  ajouter  encore  k  leur 
précision ,  en  rectiiSant  quelques  parties  de  la  grande 
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inégalité  de  Jupiter  et  deSaturne,  omises  par  Laplace^ 
ou  qui  ont  été  prises  avec  un  signe  contraire.  Il  se- 
rait surtout  à  désirer I  comme  je  lai  dit ^  quW  reprit 
sous  ce  point  de  vue  la  discussion  des  équations  de 
condition  qu'a  fournies  la  comparaison  de  la  théorie 
et  des  observations^  pour  s'assurer  si  les  corrections 
nouvelles  qui  en  résulteront^  ne  donneraient  pas  à  la 
masse  de  Jupiter  une  valeur  plus  concordante  avec 
celle  qu'on  a  conclue  des  élongations  de  ses  satel- 
lites, d'après  les  observations  les  plus  récentes,  et 
celle  qui  résulte  des  perturbations  que  cause  cette 
planète  dans  les  mbuvemens  de  Cérès,  Junon  et 
Vestar 

Les  tables  d'Uranus  qui  avaient ,  lors  de  leur  for- 
mation ,  toute  la  précision  de  celles  de  Jupiter  et  de 
Saturne,  ne  représentent  déjà  plus,  dit-on  ,  que  très 
imparfaitement  les  observations  actuelles,  si  rappro- 
chées cependant  de  cette  époque.  Il  fautTattribuer  sans 
doute  à  ce  que  les  observations  faites  avant  que  cet  astre 
ne  fat  rangé  parmi  les  planètes,  n'ont  pu  être  employées 
dans  la  construction  des  tables ,  à  causé  de  leur  peu  de 
précision ,  et  que  celles  qui  ont  été  faites  depuis  1781 
n'étaient  pas  encore  alors  assez  nombreuses.  On  a 
cru  aussi  qu'il  serait  possible  que  cette  planète ,  qui 
s'éloigne  à  de  si  grandes  distances  du  Soleil,  dans 
les  espaces  où  nos  meilleures  lunettes  ne  peuvent  la 
suivre,  rencontrât  quelque  planète  inconnue  qui 
causerait  dans  sa  marche  des  perturbations  sensi-* 
blés.  Mais  ce  sont  là  des  suppositions  qu'il  ne  sera 
permis  de  discuter  qu'après  un  intervalle  de  temps 
assez  considérable  pour  qu'on  ait  pu  réunir  un  grand 
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nombre  d'observations  et  former  de  Qouyelles  tables! 
de  la  planète.  On  s  assurera  alors  si  ces  tables ,  plus 
exactes  que  les  premières^  sont  encore  insuffisantes 
pour  représenter  ses  mouyemens. 

II 5.  Nous  avons  donné ,  dans  le  n*  yg,  livre  II, 
les  formules  qui  déterminent  la  position  du  plan  in- 
variable du  système  du  monde ,  c  est-à-dire  au  plan 
qui  reste  toujours  parallèle  à  lui-même  pendant  toute 
la  durée  du  mouvement,  et  nous  avons  indiqué 
l'usage  qu'en  pourraient  faire  les  astronomes,  pour 
reconnaître  dans  tous- les  siècles  les  déplacemens  des 
orbes  planétaires ,  indépendamment  des  mouvemens 
propres  des  étoiles  qui  nous  sont  généralement  incon- 
nus. Si  Ton  nomme  y  l'inclinaison  du  plan  inva- 
riable à  l'écliptique  fixe  de  1800,  et  TI  la  longitude 
de  son  nœud  ascendant  sur  ce  plan ,  on  a ,  par  le 
numéro  cité, 


tang  y  sin  II 


tangT^cosn  = 


1m\/a(i  — ^)co8^ 


(0 


le  signe  2  représentant  la  somme  de  tous  les  termes 
semblables  relatifs  aux  planètes  m',  m'^  etc.  En  subs- 
tituant pour  chacune  d'elles,  djans  ces  formules,  à  la 
place  de  m,  a,  e,  (p.et  a,  leurs  valeurs  données  n*  88, 
on  a  trouvé 

n  =  io5*>  8' 45'', 

y=z       1*54' 16". 
£n  remplaçant  ensuite  e ,  (p  et  a  par  leurs  valeurs 
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relatives  à  l'écliptiqne  fixe ,  calculées  pour  l'époque 
de  âooo  d'après  les  formules  du  n"*  91 ,  on  a 
trouvé 

n  =  1050  8' 50'', 

y  =z       i*34'i5''. 

Ces  valeurs  s'écartent  peu  des  précédentes  ;  les  pe- 
tites différences  viennent  sans  doute  des  corrections 
dont  peuvent  encore  avoir  besoin  les  variations  sécu- 
laires des  excentricités  et  des  nœuds  des  orbes  pla- 
nétaires, n  faut  observer  cependant  que  la  différence 
entre  les  deux  résultats  est  cinq  fois  plus  grande 
sur  la  longitude  du  nœud  que  sur  l'inclinaison ,  ce 
qui  tient  à  ce  que  l'inclinaison  y  du  plan  invariable 
sur  l'écliptique  étant  peu  considérable ,  les  numéra- 
teurs des  équations  (  i  )  sont  tous  deux  de  très  pe- 
tites quantités;  en  sorte  que  la  valeur  de  tangn 
étant  donnée  par  la  formule 

il  en  résulte  nécessairement  que  de  très  petites  diffé- 
rences dans  les  quantités  Sin  \/a{i  —  e*  )  sin  ^sincc  e 

2/w  \/a{i  — e*  )  sin  ^coscc ,  peuvent  en  produire  de 
considérables  dans  la  valeur  de  tang  II ,  et  par  suite 
dans  celle  de  l'angle  II.  La  même  remarque  s'ap- 
plique dans  la  théorie  des  perturbations  des  pla- 
nètes et  des  comètes^  aux  formules  qui  donnent  la 
position  de  l'orbite  troublée  par  rapport  à  l'orbite 
primitive. 

On  doit  donc  regarder  comme  parfaitement  éta- 
Tome  III.  34 
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blie  la   fixité  du  pian  inyariable.  Cependant ,  dans 
un  chapitre  consacré  spécialement  à  montrer  les  se- 
cours que  la  théorie  peut  fournir   à  l'Âstrononiie 
pratique ,  nous  devons  restreindre  les  idées  peut-être 
exagérées  que  l'on  pourrait  se  former  de  l'utilité  de 
ce  plan  de  direction  constante ,  pour  la  détermina- 
tion des  mouvemens  célestes.  En  effet ,  pour  que  la 
considération  du  plan  invariable  eut  des  avantages 
réels ^  il  faudrait  qu'on  pût  déduire,  pour  une  épo- 
que quelconque,  des  données  fournies  par  l'observa-* 
tion,  la  position  de  l'orbite  de  chaque  planète  Rela- 
tivement à  ce  plan.  Or,  c'est  ce  qui  n'a  pas  lieu; 
ainsi,  par  exemple,   au  moyen  des  équations  (i), 
on  détermine  bien  la  position  du  plan  invariable  sur 
lecliptique,  à  un  instant  donné;  mais  pour  en  con- 
clure réciproquement  la  position  de  l'écliptique  rap- 
portée au  même  plan ,  et  pouvoir  la  comparer  à  celle 
qu'avait  cette  même  écliptique  à  une  autre   époque 
quelconque,  il  faudrait  qu'il  existât  sur  le  plan  in- 
variable une  droite  fixe  d'où  les  longitudes  fussent 
comptées.  En  considérant  alors  le  triangle  sphérique 
compris  entire  la  droite  fixe ,  la  ligne  des  équinoxes 
et  l'intersection  de  l'écliptique  et  du  plan  invariable, 
triangle  dans  lequel  on  connaîtrait  l'angle  y  formé 
par  les  deux  plans,    le  côté   II   compris  entre    la 
ligne  des  équinoxes  et  leur  intersection  commune , 
et  le  côté  compris  entre  celte  même  ligne  et  la  droite 
fixe ,  on  déterminerait  à  chaque  époque  l'inclinaison 
de  l'écliptique  sur  le  plan  invariable  et  la  longitude 
de  ses  nœuds  par  rapport  à  une  origine  fixe;  sa  po- 
sition serait,  par  conséquent,  entièrement  détermi- 
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née.    Nous  avons  vu ,   n'  32  ,   livre   I ,  qu'en  fai- 
sant abstractoin    de   toute  attraction  étrangère ,  et 
en  nayant  égard  qu'à  l'action  mutuelle  des  corps 
qui  le  composent  y  le  centre  de  gravité  du  système 
solaire   était   emporté    dans  l'espace   d'un   mouve- 
ment rectiligne  et  uniforme.  M.  Poisson  a  proposé 
d'adopter  la  projection  sur  le  plan  invariable  de  la 
droite  que  décrit  ce  centre ,  pour  la  ligne  fixe  d'où 
les  longitudes  sont  comptées.  Et  en  effet ,  cette  ligne 
et  ce  plan    sont  peut-être  les  deux  seules  choses 
invariables  que   nous  connaissions  dans  la  nature. 
Mais  pour   réaliser  cette  idée ,  il  faudrait    que    la 
direction  du  centre  de  gravité  du  système  solaire  fût 
dès  à  présent  bien  déterminée  par  l'observation  ou 
par  les  données  qui  en  résultent,  et  facile  à  retrou- 
ver a  chacune  des  époques  futures  où  Ton   voudra 
faire  usage  du  plan  invariable;  c'est  ce  qui  n'a  pas 
lieu  et  ce  qu'on  pourrait  tout  au  plus  espérer  des 
progrès  de  la  science ,  dans  un  avenir  très  éloigné. 

Le  plan  invariable  aujourd'hui  peut  donc  faire 
connaître  simplement  les  variations  d'inclinaisons  des 
orbes  planétaires  sur  ce  plan  ;  mais  quand  bien  même 
on  arriverait  à  trouver  une  droite  fixe  qui  pût  servir  à 
déterminer  exactement  les  variations  de  leurs  nœuds, 
toutes  les  difficultés  ne  seraient  pas  levées.  En  effets 
ce  qui  surtout  importe  aux  astronomes ,  c'est  d'avoir 
les  variations  de  l'écliptique  vraie  par  rapport  à  un 
plan  immuable,  puisque  c'est  à  l'écliptique  qu'ils 
rapportent  tous  les  mouvemens  célestes;  or,  comme 
l'inclinaison  du  plan  invariable  sur  l'écliptique  fixe  est 
très  petite,  il  en  résulte,  comme  on  l'a  vu,  que  la  Ion- 

34.. 
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gitude  de  leur  intersection  commune^  et  par  suite ,  la 
longitude  du  nœud  de  l'écliptique  fixe  ou  mobile  sur 
le  plan  invariable  qui  s'en  déduit,  ne  peuvent  jamais 
êlre  déterminées  avec  une  précision  rigoureuse.  Ain- 
si y  de  légères  erreurs  dans  les  observations ,  ou 
même  celles  qui  résultent  des  quantités  négligées 
dans  les  approximations  d'où  se  déduisent  les  élé- 
mens  du  mouvement  elliptique ,  en  produiront  de 
considérables  dans  le  rapport  de  deux  quantité 
1.m\/a{i — e*)sin^sin<x  et  ^m\/a[i — e*}sin^cosa, 
et  par  suite ,  le  nœud  de  l'écliptique  sur  le  plan  fixe 
paraîtra  avoir  beaucoup  varié,  sans  que  ce  nœud 
ait  subi  des  déplacemens  considérables. 

Heureusement  y  dans  l'état  actuel  de  l'Astrononûe, 
la  considération  du  plan  invariable  est  peu  nécessaire  ; 
son  utilité  pourrait  se  faire  sentir^  si ,  après  Tune  de  ces 
grandes  catastrophes  qui  bouleversent  quelquefois  les 
sociétés  humaines,  la  culture  des  sciences  venant  à  être 
interrompue  pendant  plusieurs  siècles,  à  l'époque  où 
la  civilisation  se  ranimerait ,  on  voulait  connaître  les 
véritables  déplacemens  qu'ont  subis  dans  l'intervalle 
les  orbes  planétaires,  indépendamment  des  mouve-^ 
mens  propres  qu'ont  pu  avoir  les  étoiles.  Mais  lors- 
que des  observations  faites  avec  la  précision  qu'elles 
ont  aujourd'hui,  formeront  une  longue  série  de  phéno- 
mènes dont  la  suite  n'est  jamais  interrompue,  les  mou- 
vemens  de  l'écliptique  et  des  équinoxes  poun'ont  se 
déduire  directement  de  la  théorie  et  de  l'observation, 
avec  toute  la  précision  nécessaire  pour  que  le  secours 
du  plan  invariable  devienne  tout-à-faît  superflu.  On 
ne  voit  pas,  en  effet,  que  jusqu'ici  les  astronomes 
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en  aient  fait  aucuo  usage.  Cependant,  la  découverte 
du  plan  invariable  9  par  Laplace ,  n  en  doit  pas  moins 
être  regardée  comme  un  beau  théorème  d'analyse, 
déduit  des  lois  primordiales  du  mouvement,  et  les 
formules  qui  le  déterminent  forment  entre  les  varia- 
tions séculaires  des  élémens  elli^ques  des  orbes  pla- 
nétaires, de  nouvelles  équations  de  condition  qui 
servent  à  vérifier  leurs  valeurs. 

Il 6.  Les  variations  séculaires  des  élémens  ellipti- 
ques, en  se  développant  par  la  suite  des  temps,  fourni- 
ront le  moyen  le  plus  exact  pour  déterminer  les  cor- 
rections que  doivent  subir  les  masses  des  planètes.  Lès 
valeurs  que  nous  leur  avons  supposées ,  déduites  de 
la  comparaison  d'un  grand  nombre  d'observations 
aux  formules  de  la  théorie,  peuvent  être  déjà  regan- 
dées  comme  très  approchées,  et  sont  ce  que  l'on 
peut  attendre  de  plus  exact  dans  l'état  actuel  de  la 
science.  La  masse  de  Mercure ,  déterminée  d'nrie 
manière  empirique ,  laisse  seule  beaucoup  d'incer-* 
titude  ;  mais  cette  masse  est  si  peu  considérable ,  .et . 
les  effets  qu'elle  produit  sur  les  mouvemens  des  autres  > 
planètes  sont  si  peu  sensibles,  qu'il  ne  peut  résuitev 
de  son  incorrection  que  de  très  légères  différences 
dans  la  théorie  des  inégalités  du  système  planétaire. 

Les  observations  de  la  plus  grande  élongation  du 
quatinème  satellite  de  Jupiter  faites  par  IVf .  Airy  dans"^^ 
ces  defniers  temps,  ont  considérablement  augoienté 
la  masse  de  cette  planète,  déduite  dos  élongations  du 
même  satellite  observées  par  Found,  contemporain 
de  Newton,  et  les  seules  qu'on  eût  employées  jus- 
qu.'içi  pour  déterminer  la  valeur  de  cette  ma^i^e.  Il 
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était  à  désirer  que  ces  observations  fussent  vérifiées 
avec  le  plus  grand  soin  ;  nous  avons  appris  que 
M.  Arago  s'en  cîccupe  en  ce  moment ,  et  les  résul- 
tats satisfaisans  qu'on  a  droit  d'attendre  d'un  obser- 
vateur si  habile^  seront  d'un  heureux  augure  pour  la 
•nouvelle  direction  qu'il  vient  d'imprimer  à  l'Observa- 
toire royal  de  Paris. 

Espérons  que  M.  Arago  étendra  ses  recherches  aux 
élohgations  des  satellites  de  Saturne  et  dlJranus  ; 
nous  savons  que  leur  observation  est  beaucoup  plus 
difficile  que  celle  des  élongations  des  satellites  de 
Jupiter  ;  mais  c'est  là  un  point  délicat  sur  lequel  les 
géomètres  ont  appelé  depuis  long-temps  l'attention 
des  astronomes  y  et  qui  ne  peut  rester  plus  long-temps 
indécis. 

-  L'observation  des  petites  planètes  mérite  aussi  de 
•fixer  l'attention  de  nos  astronomes.  Nous  avons  été 
devancés,  sur  cet  objet,  par  les  sa  vans  de  Taulre 
càté  du  Rhin ,  et  ils  ont  déjà  recueilli  un  assez  grand 
nombre  d'observations  exactes,  pour  pouvoir  les 
comparer  aux  inégalités  déduites  de  la  théorie.  Le 
plumier  avantage  qu'ils  en  ont  retiré,  '  est  une  correc- 
«tiou'  importante  dans  la  masse  de  Jupiter,  que  Ton. 
avait  adoptée  depuis  Nevvton. 

*  Mais  ^ù  même  temps  que  l'Astronomie  pratique 
va  remonter  parmi  nous  au  rang  qu'elle  a  jadis 
occupé,  et  que  des  obstacles  dépendans  des  localités 
avaient  pu  seuls  lui  faire  perdre  un  moment,  nous 
ne  devons  pas  oublier  de  rappeler  qu'il  est  un  héri- 
tage que  les  fondateurs  du  Bureau  des  Longitudes 
ont' légué  à  leurs  successeurs  ^  et  qui   ne  doit  pas 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  535 

péricliter  en  leurs  mains  ;  c'est  le  dépôt  de  nos  tables 
astronomiques.' Nous  avons  de  très  bonnes  tablas  des 
mouvemens  de  Jupiter  et  Saturne;  les  tables  d'Ur^i- 
nuS|  de  Vénus ,  de  Mars,  de  Mercure  laissent  à  dé* 
sirer.  Mais  avant  tout ,  et  comme  base  des  autres  tra- 
vaux ,  les  tables  du  Soleil ,  calculées  par  Delambre  » 
doivent  être  reprises;  nous  devons  à  notre  honneur  de 
ne  pas  nous  laisser  gagner  de  vitesse  sur  ce  point.  Pour 
effectuer  cette  entreprise ,  le  Bureau  des  Longitudes  de 
France  ne  manque  ni  de  calculateurs  habiles^  ni  de  sa-^ 
vans  géomètres  pour  les  diriger;  les  tables  ancieniies 
serviront  à  en  construire  de  nouvelles  plus  exactes  que 
les  premières,  u  Ainsi  les  travaux  des  astronomes^  en 
s'ajoutant  sans  cesse  à  ceux  des  astronomes  précédens , 
donneront  enfin  le  plus  haut  degré  de  précision  aux 
tables  astronomiques  et  aux  valeurs  dont  elles  dé- 
pendent (*).  >i 

Quant  à  nous^  nous  terminerons  ici  ce  que  nous 
avions  à  dire  sur  la  partie  de  la  théorie  du  système  du 
monde  qui  traite  des  inégalités  planétaires.  Ce  sujet 
nous  a  déjà  fait  dépasser  les  limites  que  nous  nous 
étions  prescrites^  mais  sa  haute  importance  exigeait  ce 
sacrifice.  Nous  avons  exposé ,  dans  la  théorie  des  pi^r*- 
turbations  des  planètes ,  les  méthodes  les  plus  ingé- 
nieuses que  les  géomètres  aient  inventées  pour  l^s 
déterminer;  nous  avons  donné  ensuite  les  expressions 
numériques  de  toutes  les'  inégalités  sensibles  qui 
peuvent  en  résulter  dans  les  mouvemens^  célestes  » 
en  employant  les  élémens  elliptiques ,  et  les  valeurs 


(*)  Mécanique  céleste,  livre  X. 
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des  masses  les  {dus  concordantes  avec  les  ohserraitioDS. 
L'exactîtade  arec  laquelle  ces  formnles  représentent 
les  pins  anciennes  obseirations  qni  nons  soient  par- 
rennes  f  montre  <{ne  les  mouyemens  planétaires  ne 
sont  sonmis  à  Tinfinence  d'aucun  corps  étranger  au 
système  solaire,  et  que  la  stabilité  de  ce  système  est 
sous  ce  rapport  parÊdtement  assurée.  La  grande  loi 
de  Tattraction  universelle  suiEt  à  tout  ;  il  n'y  a  pas 
une  inégalité  des  mouyemens  célestes  qui  n'en  dé- 
rive arec  une  admirable  précision  ;  et  lorsque^  dans 
ces  mouTemens ,  quelques  anomalies  étranges  ,  qui 
semblaient  échapper  à  tonte  explication^  ont  £adt 
douter  quelquefois  de  son  exactitude  ou  de  sa  gàié-^ 
ralité ,  on  a  bientôt  reconnu  que  le  dé£auit  des  mé-» 
thodes  ou  Finsuffisance  des  approximations  ayaient 
seuls  empêché  d'en  reconnaître  d'abord  les.  causea 
simples  et  naturelles.  U  n'y  a  pas  long-temps  encore^ 
quelques  géomètres ,  pour  expliquer  la  différence  des 
valeurs  de  la  masse  de  Jupiter  y  déduites  du  calcul: 
des  inégalités  des  petites  planètes  et  des  équations  fon-^ 
damentales  des  tables  de  M.  Bouvard^  ayaient  supposé 
que  l'attraction  mutuelle  des  planètes  ne  dépend  pas 
seulement  de  leurs  masses  et  de  leurs  distances  ^  mais 
encore  de  la  substance  du  corps  sur  lequel  elle 
s'exerce,  et  qu'ainsi  il  était  nécessaire  d'employer 
pour  Jupiter  une  masse  différente  dans  le  calcul  des 
inégalités  de  Saturne  et  dans  celui  des  inégalités  de 
Pallas,  Junon,  Cérès  et  Yesta.  Mais  les  observa- 
tions de  M.  Airy,  en  montrant  que  l'attraction  de 
Jupiter  sur  ses  satellites  est  la  même  que  celle  qu'il 
exerce  sur  les  petites  planètes  ;  a  déjà  en  partie  xé^ 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  537 

f até  cette  assertion ,  et  le  nouveau  travail  dont  s'oc- 
cupe M.  Bouvard ,  ne  laissera  bientôt  certamement 
aucun  doute  à  cet  égard.  Nous  ne  serons  donc  pas 
obliges  de  renoncer  à  cette  admirable  simplicité  qui 
est  l'un  des  caractères  distinctifs  de  la  grande  loi  dé- 
couverte par  Nevrton.  L'action  de  la  gravité^  en  rai- 
son directe  des  masses  et  inverse  du  carré  des  dis- 
tances f  est  la  ^  même  sur  tous  les  corps  j  quelle  que 
soit  leur  nature  ;  elle  rend  compte  de  toutes  les  iné- 
galités du  mouvement  des  planètes  et  des  satellites  ; 
elle  s'applique  avec  la  même  précision  à  la  déter- 
mination des  perturbations  des  comètes ,  quoiqu'elles 
semblent  composées  de  substances  particulières;  enr 
fin  ^  si  l'on  en  croit  les  idées  ingénieuses  de  Liqpl^Kre 
sur  l'origine  du  système  planétaire  ^  cette  loi  est; 
Tunique  agent  qu'ait  employé  la  suprême  intelU<^ 
gence  dans  la  création  du  monde  physique.  Ain6i> 
seule  elle  a  présidé  à  sa  formation ,  comme  seule 
elle  suffit  aujourd'hui  à  ses  mouvemens  et  à  sa 
conservation.  * 


FIN  DU  TROISIÈME  VOLUME. 
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NOTES 


aELATIYES  AU  LIVRE  YI. 


PREMIÈRE. 


-•  fém'-*-' 


sur  ^expression  de  la  fonctioh  perturbatrice. 

(^^o^-ez  chap.  I".) 

l  »  '  '  -  . 

'Pour'  àimpfifler  dans  k  if*  ï  du  livre  Yl,  nOns  ayons  choisi 
pionttr  pua  je  projection  4n  plan  passant  par  la  !  commune 
inlèMctiott^  des  oriiiteB  des  planètes  m  et  m'  ;^  mais  ii  €St  aisé 
de  Yoiff  qu^^l'expsession.;  de  la  fonction  R  qui  en  résulte»  a 
ciçpends^t  toute  la  {[^néralité  dont  elle  est  susceptible ,  ce  qui 
tient  à  ce  que  cette  fonction  ne  dépend^  comme  on  Ta  vu» 
que  des  distances  mutuelles  de  77»  et  m'y  et  de  leur  distance  à 
l'origine  des  coordonnées ,  et  doit  être  par  conséquent  abso- 
lument indépendante  des  axes  auxquels  elles  sont  rappor- 
tées. 

En  effet,  soient  comme  dans  le  n*  f ,  chapitre  i^y  x^  jTj  z^ 
les  coordonnées  rectangulaires  d^  m  relatires  à  des  axes  quel- 
conques, soient  x\y  y  z'  les  coordonnées  de  tfi ^  faisons 

et  désignons  par  v  et  v'  les  longitudes  des  deux  planètes  m 
et  ni  comptées  respectivement  dans  leurs  orbites ,  à  partir  de 
leur  intersection  avec  le  plan  fixe  que  nous  supposerons  être 
celui  des. coordonnées  x  et  j*. 

En  nommant  /  Tinclinaison  de  l'orbite  de  m  sur  le  plan 
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fiie^  et  6  la  lopgUude  de  son  nœud  ascendant ,  on  aura 

X  =z  r  cosScosi;  —  r  slntf  cos  isinvj 

jr  risrsin  0c0sa; -f^rcpsScos»  sinv. 

z  .p=  rsiurfinv.  \      . 


En  nommant  V  et  T  ce  que  deviennent  #  et  i  par  rapport 
k  m' y  ou  aura  de  même 


..'i 

■I 


x'  =  r  ces  f  cos  v'  -r-  /  sin  ô'  ces/  sin  t;' . 
j^'  =  r' sinô'  cos  v'  +  r  cosi'  cois  j^sin  w% 

^  s    s=  r  smr  sm  ti>. 

....  .  ■   .  .       , 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'expression  de  f*y  on 
trouve  ■ 

^hirr'-^-r'* — 2r/cos(<'— fl)cosi;cosv' — 2rr'cosisin(l'-tf)sinî;çosî/ 

-4-  ar/cos?  sin (  ô'  —  8)  cos  v sin  v'  .     . 

•  '''.-         •      ■  .    .     ■      .^  ■    ,  -        - 

—  ar/[co8  i  cos  t  cos(  6'  r~  ^)  "1*  fl^i^^'  ^.îi^  0  ^^^  t^  sin  i;  • 

Qt^  vo^  déjà  pfl[r  .c^tte  expreaaion  ^  qui  pe.  «ontient  que  T^rc 
6' — 6  compris  entre  les  nœuds  des  deux  orbites^  que  ç  et  par 
conséquent  la  fonctiôji  R^  soîit  indépendantes  dé  la  dïôite 
d*où  les  longitudes,  sont  comptées  sîiir  le  plan  Çx'e.  '     ' 

Pour  inttdduire  dans  la  fonction  précédepte  tes  constantes 
qui  fixent  là  position  de  là  comti^ùné  inWrsecdoh  des  dent 
orbites,  j'observe  <^elesrangles't>  êtV  étant  comptés  des  nosuds 
des  orbites  de  97»  et  de  njf  Mjf  le  plan,  fixe^^  «i  l'on  noi^a^e^l 
la  longitude  de  kjar  conunwe  intersection  comptée  sur  le 
plan  de  la  première ,  et  n'  cette  même  longitude  comptée 
sur  l'orbite  Se  m\  qu'on  désigne  par  v  et  /  les  longitudes  deft 
deux  planètes  comptées  de  cette  même.  Jimitfi  (etsuf  les  plw«: 
de  leurs  orbites  respectives ,  on  aura 

Si  l'on  substitue  pour  v  e%v'  leurt' valeurs  dans  Texpresaioft 
de  f*  f  on  aura  :  •    m  . 


7 
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^•s=w-»4y»i-ar/Cco»{r-0)co<n'-«0-co«f'wn(e'-a)8in(rf-r)lco<fH-n-e)c(te 

—  lÂff^  {[008  K  ccwt'  cos  (ô'—  0)  4-  sîn  i  sin  îT  sîn  (TT  —  00  • 

+  cof  { lin  (r  —  e}coft(ir  —  00}  >în  (^  +n  —  Q  cosp' 

—  ar/  (coi  i  co«  ^  cm  (Ô'—  A)  -f>  sin  t  sin  f]  cot  (n'—  y) 

—  cosîsinCe'— e)«n(n' — 0}  •>»»  (•'H-n  — 6)  sîn  >/. 

Cônsidérona  le  triangle  sphérique  compris  entre  les  plani 
des  orbites  de  m  et  7it%  et  le. plan  fixe;  nommons  I  l'in- 
clinaison mutuelle  des  deux  premiers  plans  :  IT  —  8  ,  If  —  ^^ 
et  V  —  %y  seront  les  trois  côtés  de  ce  triangle  ^  et  i8o* — T, 
/et  I  les  angles  respectivement  oppése's  à  chacun  d'eux.  Par 
les  formules  de  la  Trigonométrie  sphérique ,  on  aura 

cos  (n  —  fi)  =cos(l'— é)cos(n'— I')— cosi'sin(6'— fl)sin(n'— ff), 

cosïsîn(n-6)=cos(fl'— «)sin(n'— «')+cos*'sin(l'— ô)c<M(n'— 0> 
cosMin(lï--ô)==:sin(8'— «)cos(if--l'>+co8rcos(#'--6)sin(n'— y), 

sinisb(n— 0)s=  sin  f  sin  (rf — I') , 

cos  I  =  cos  t  cos  r  -f-  sin/  sin  f  cos  (t'  -—  9)  > 

cos(n'— fl')±=co8(*'— :l)cos(n— 9)+cosism(6'— l)8in(n— 0- 

En  TerCù  de  ces  reladons,  le  coefficient  de.  •  •  • . , 

—  arK  cos  (i'  +  n  — •  fl) c6s  t'',  dans  l'expression  de  p* ,  se  réduit 
à  ço8(^^— O't  le  coefficient  du  terme  +2rrcos(ç»-f-n — 6)sin/, 

se  réduit  à  cos  I  sin  (n  —  6} ,  le  cbefficient  du  terme 

-»-  arr'  sin  {y-f-  n  —  fl)  cos  /  peut  s'écrire  ainsi 

cos  i[sin(8'  —  9)cos  (n'  —  V)  -J-  cost'cosCô'—  8)8in(n'  —  8')] 

+  sin  I  sin  i!  sin  (n'  —  8') , 

qui ,  en  vertu,  des  relations  précédentes  devient 

cos^f  sin  (n — 6)  +  sin*  /sin(n  —  9) ,  ou  simplement  sin(n — 6). 

Enfin  y  le  coefficient  du  dernier  terme  de  la  même  fonction^ 
multiplié  par  cos  (Jf'^^)  «  peut  prendre  cette  forme 

[«os  icos  i*  +  sin  i  sin  f  cos  (l'-ri-  6)]  cos  (n'  —  #') 

— co8i8in(é'— e)[cos(8'— Osin(n'— •')+cos*'8in(9'-8)cos(n'-8')}, 
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ou  bien 

cosI[co8(rf  —  0  — cosisinCd' — fl)8iii(n— I)]. 

En  substituant  pour  cos(rf  —  S')  sa  valeur ,  et  divisant  par 
C08  (ô^  —  6)  le  re'sultat  y  on  voit  que  le  coefficient  cherché  se 
réduit  à  cos  I  cos(n  -—  ô). 

On  aura  donc  ainsi 

p*  =r  r»+  r'* — %rr'  cos(n— *)  côsCf'+n— *)  cos  / 
-}-  7,rr  cos  I  sin(n  —  8)  cos(i'+n— 6)8in/ 

—  2r/  sin(n  —  $)sin(i'  +  n  —  fl)cos«^' 

—  ar/  cos  1  cos  (n — 6)  sin((^+n  —  fl)  sin  s/  • 

Ou  en  réduisant 

f •  =  r*  +  /•  —  ^tr'^o^  i'  cos  /  —  nrr'  cos  I  sin  v  sin  «/• 

On  voit  que  cette  valeur  ne  dépend  plus  que  de  rinc1i<* 
naison  mutuelle  des  deux  orbites ,  et  de  la  position  respective 
de  m  et  de  m'  relativement  à  leur  commune  Intersection. 
Cette  expression  est  identique  avec  celle  que  nous  avons 
trouvée  n*^  i.  Si  au  lieu  de  compter  lés  longitudes  de  la 
commune  intersection  des  deux  orbites ,  ou  voulait  leur  don- 
ner une  origine  quelconque ,  il  suffirait  de  retrancher  de  v 
et  /  les  angles  n  et  n'  qui  expriment  la  longitude  de  cette 
intersection,  comptée  respectivement  sur  les  plans  de  chacune 
des  orbites. 
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NOTE  n. 

Sur  les  formules  qui  déterminent  les  variations  de 
rinelinaisan  et  des  nœuds.  ^Fojrez  page  04*) 

On  peat  arriver  d*ane  autre  manière  aux  formules  du  n®  4i 
livre  VI. 
En  effet,  fidaons 

x=rco8(t^ — a),  j^=rsîn(i^ — «)cosf,  z==rnn(i' — «)siii^, 
a/=/co8(/— et'),  y=/sin{/^ti^cos^\  z'=Ksin(f — A')sm^\ 

les  angles  «  et  «  désignant  les  longitudes  de  rintersection 
commune  des  deux  orbites  comptées  respectivement  Tune 
sur  le  plan  de  l'orbite  de  m  ,  l'autre  sur  le  plan  de  l'orbite 
de  m'. 

Si  l'orbite  de  m  est  supposée  très  peu  inclinée  au  plan  fixe 
des  X  et  des  j*,  et  qu'on  néglige  le  carré  de  l'indinaison  ç  de 
ces  deux  plans ,  les  coordonnées  xetjr  seront  indépendantes 
de  fj  et  si  Ton  fait 


P  = 

sinf 

Bmee, 

?  = 

sin^  cos  «  ; 

d'où  l'on 

i  conclut 

z 
r 

qsïni'  —  p 

cosf^; 

on 

aura 

simplement 

dp 

=  — 

rcos  îf 

dK     ^ 
dz'    ( 

dK 

dq 

—  — 

rsint» 

dK     l 
dz'  j 

(0 


En  différentiant  la  valeur  de  R,  et  en  faisant  dans  la 
différentielle  z  =  o ,  ce  qui  est  permis  lorsqu'on  prend, 
comme  nous  le  ferons ,  pour  plan  de  projection  celui  de  l'or- 
bite  primitive  de  m,  et  qu'on  néglige    le   carré  des  force» 
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perturbatrices,  on  a 

dK 


dR  .,  (\  I  \ 

2-  =  mz  \-^-  -^y 


.  I  . 


Si  l'on  nomme  y  TincUnaison  mutuelle^  des  deux  orbites  à 
l'instant  que  l'on  choisit  pour  époque  ,  et  n  la  longitude 
de  leurs  nœuds,  en  prenant  le  plan  de  Forbite  de  n^  pour 
le  plan  fixe  auquel  on  rapporte  les  mouvemens  des  deux  pla-» 
tiètes  ,  on  aura  y  ==  ^'  et  «=::  «'  =n.  Par  conséquent 

z'  =  /  sin  {y  —  H)  sin  y. 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  ^ ,  et  qu'ensuite  on 
remplace  -r-  par  sa  valeur  dans  les  e'quations  (i) ,  on  aura 

=:  —  m'^-y  — -^jr/ sin  y  an  (/ — n)  cosi^, 


dp 


smt'. 


---  =       m  i—r-  —  -7ï  )  rr  sm  y  smf/ — II)  si 
dq  \f^       r^/ 

Maintenant^  par  la  substitution  de  la  valeur  de  V^  on  a, 
n*»  I,  page  4, 

p*=r*+'''* — flrr'cos(i''— f)cos'ïy —  2rKcos(^»'  -}-  i'— 2n)8in'|y. 

Ou  a  d'ailleurs 

d'où  l'on  tire 

dR 


dR  f\        I  \ 


^,  .„        ifR      ^<f^     im      rfR//p     rfR      JR  A 

On  a  d'ailleurs -j- = -j-  t",  jr  =  T""j">  :ï;7="j'  j^» 

ds^        df   dv      dy      df  dy^  dJJ        df  d^* 


on  trouvâfft  ainsi 


/ 


544  THÉORIE  ANALYTIQUE 

si  l'on  multiplie  la  première  de  ces  valeurs  par 


tang^ycoslly  la  seconde  par  -. — ,  la  troisième  par  sinXI, 
et  qu'on  les  ajoute  ;  qu'on  multiplie  ensuite  la  première 
par  tang  ;  ^  sin  n ,  la  seconde  par  -7 —  ,  la  troisième  par 
—  cos  n  ,  et  qu'on  les  ajoute',  on  trouvera 

on  aura  par  conséquent 

Par  les  formules  du  n®  44  >  ^^^^  ^^  y  <>^^ 

andl     /dR\        ,  andi     /dK\ 

On  aura  donc  enfin 
_  andt    rdK  ■  /  1    ^  ,  ^       ,    dR\.     n 

* = -  iÂ^.Ld;'^'"H3lS;  5n + ^8  ^^  7.>" J  ' 
jûr=  — I   j-smn+(  t — t;;  +  t^^iy 7- jcosn  |, 
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On  fera  coïncider  ces  foruiules  avec  celles  du  n*^  4  >  ^^  ob- 
servant que  les  longitudes  sont ,  dans  ce  numéro  ,  suppo- 
sées comptées  de  l'intersection  des  deux,  orbites,  ce  qui  donne 
n=  o  ;  qu'à  la  variable  y  on  a  substitué  la  variable  a  dé- 
terminée par  l'équation    i — cosys.gA*,   ce    qui     donne 

dK  ,    dK  ,  ,,  .,,        ^R     .dK.,  dK 

-r—  =  cos  î>  -7- ,  et  qu  on  a  d  ailleurs  -7-  =  ^7-  +  -7-. 
dy  "^  £/a  '       ^  dv         dt       dm 


Tome  III. 


35 
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•     NOTE  m. 

Sur  iesfonctiohs  elliptiques,  (^^y-e^  page  87.  ) 

Si  Too  lait  x  rszsïnÇyjrzszBinf^la.  différentielle  de  l'éqaa- 
tîoD  (C)  deviendra 


dx  f*dx 


j/ 1— jc»  V/ 1  — cV        1/  i—y  \/  I,—.  c  V 


0) 


Soit  x  =  ^-r}!^Z 


-^  ,  ce  qui  donne 


A*'^'^  —  0»'  +  c'-x»);-*  +  X»  =  o.  (2) 

Eu  différentiant  cette  équation  on  trouve 

jrdjr        _^ dx 

x{  1  —  c'y-*}      /««  +  c'*x* — îv»'^»  ' 

*  ou  bien  en  8ub8ti,tuant  pour  x  sa  valeur 

djr ^dx 

.   ^/TIIp  v/ 1  —  c'y*  ""  ^'+0  *x»— îJ^'j-»^' 

Si  Ton  multiplie  par  ^  les  deux  membres  de  cette  équation, 
en  vertu  de  l'équation  (i)  on  aura 

dx fi^dx 

ï/ 1 — ar  V 1  —  c'a:*  '^  /««*+  c'*a:»— .îv»>  »" 
Mais  de  Téquation  (2)  on  tire 

7,^^y^-=Lf^  +  c''j:*  —  V/G««*  +  c'«a:*)*  —  4^*a:*. 
Par  conséquent 

dx dx 

i^  V/i  —  i^v/7  — c^x»""  ^/(^*  4.  c''A»)»  —  4^*x»' 

Si  l'on  compare  les  dénominateurs  dans  les  deux  membres  » 
on  aura 

2 
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d'où  l'on  tire 


-  9 


{/  c  1  +  c 

On  aura  donc  ainsi  pour  fê  et  c'  des  valeurs  réelles ,  et 
l'e'quation*  (i)  pourra  toujours  être  satisfaite.  Si  pour  x  etj* 
on  substitue  leurs  valeurs  dans  l'expression  de  x ,  on  aura 

fi  sin  ^'  cos  â/  ,       1^  c  c 

sin©  =  — " —  ,      c  = ; ,      ^=  — -L, 

\/  I  _  c'-cos^<f '  "  +  c  ^  c 

valeurs  qui   satisferont   à   l'e'quation  ((f) ,  n^  2a  ,  ainsi  que 
nous  l'avons  supposé. 


35.. 
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NOTE  IV. 

Sur  la  stabilité  du  système  planétaire.  ÇF'ojr,  p.  327.) 

On  a  entre  les  excentricités  et  les  tangentes  des  inclinaisons 
des  orbes  planétaires  les  équations  de  condition  suivantes  : 

e»m t/â  +  e'^m'  x/d  +  c*'*m" i/?  +  etc.  =  C,  1 ,  , 

\-  /—  y—  K^)- 

teng'^m  v/û+tangy7»V«'4  tangV»"  K  a'+etc.=iC.  J 

Lagrange ,  dans  le  n^  1 02  de  la  section  VII  de  la  Mécanique 
analjrtîque,  dit  :  «  Il  suit  de  là  que  si  les  excentricités  des  or- 
bites (et  par  conséquent  les  tangentes  des  inclinaisons  ) 
qui  appartiennent  k  des  masses  très  grandes  sont  une  fois 
très  petites,  elles  le  seront  toujours,  ce  qui  est  le  cas  de 
Jupiter  et  de  Saturne;  mais  celles  qui  appartiennent  à  des 
masses  tr^s  petites  pourront  croître  jusqu'à  l'unité  et  au*delà, 
et  l'on  ne  pourra  déterminer  leui*s  véritables  limites  que  par 
l'intégration  des  équations  différentielles  qui  les  déterminent.  » 

Cette  remarque,  que  j'ai  développée  avec  détail  n**  56, 
parait  avoir  été  mal  saisie  par  Laplace,  qu'il  est  si  rare  de  trou- 
ver en  défaut.  En  effet ,  après  l'avoir  reproduite  dans  le  n^  2 , 
livre  XV  de  la  Mécanique  céleste,  il  ajoute  :  «  Lagrange  en 
conclut  que  l'on  ne  peut  être  alors  assuré  que  les  excentricités 
conferveront  toujours  une  petite  valeur  qu'en  résolvant  Véqua^ 
lion  algébrique  qui  détermine  les  coejfficiens  du  temps  dans  les 
sinus  et  cosinus  des  expressions  de  e  sin  « ,  e  cos  • ,  e'  sin  •',  etc., 
et  en  s' assurant  que  les  racines  de  cette  équation  sont  toutes 
réelles.  Mais  si  ce  grand  géomètre  eût  considéré  ce  que  j'ai  dit 
dans  le  n®  67  dii  livre  II  de  la  Mécanique  céleste,  il  aurait  vu 
que  sans  recourir  l\  cette  résolution  je  démontrais  que  les  ra* 
cines  sont  toutes  réelles  et  inégales.  » 

Or,  d'après  la  manière  dont  Laplace  traduit  l'observation  de 
Lagrange ,  il  est  évident  qu'il  n'en  a  pas  apprécié  toute  la  por- 
^^g.  En  effet ,  Lagrange  ne  dit  pas  qu'il  suffise ,  pour  que  les  ex- 
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centricite%et  les  incUnaisoDS  soient  toujours  très  petites ,  que 
réquation  dont  il  est  question  ait  toàtes  ses  racines  réelles  ; 
mais  bien  qu'il  faillut  que  les  valeurs  des  excentricités  et  des  in- 
clinaisons, données  par  VintégratioR  de»  formules  dififerenr- 
tielles  qui  les  déterminent^  demeurent  toujours  très  petites ,  ce 
qui  exige  que  la  seconde  condition  énoncée  n^  56,  livre  YI, 
soit  aussi  satisfaite ,  comme  nous  l'avons  fÀÎt  voir  dans  le  nu- 
méro cité.  La  réfuta^tion  de  Laplaice  tombe  donc  à  faux ,  puis-' 
qu'elle  ne  s'applique  pas  à  l'observation  'de  Lagrange  prise 
dans  son  véritable  sens. 

Quant  au  passage  de  la  Mécanique  céleste  dtë  par  Laplace  y 
nous  en  avons  reproduit  l'esprit  dans  le  n^  65  du  livre  II; 
mais  puisque  FoccaSion  s'en  présenta,  nous  ferons  sur  ce  s^ijèt 
une  observation.  Si  l'on  relit  avec  attention  le  passage  cité  d« 
la  Mécanique  céleste  ,  et  qu'on  se  demande  ensuite  quelles 
sont  les  vraies  conséquences  qu'on  en  doit  iit^Xy  ou  cpndliira  x 
il  me  semble,  que  pour  satisfaire  au^  équations  de  condi- 
tion (a}  y  l'équation  que  nous  avons  désignée  par  X  =  o  é^ans 
le  n°  56,  livre  YI,  doit  avoir  toutes  ses^  racines  réelles  et 
inégales,  ou  y  ce  qui  revient  au  même,  que  pour  que  les  ex- 
centricités et  les  inclinaisons  ne  puissent  pas  croître  indéfini- 
ment, il  faut  que  cette  condition  soit  iiécessureraeut  satis- 
faite ;  or ,  n'estrce  pas  ce  que  l'on  sait  d'avance  par  la  forme 
même  des  valeurs  îles  excentricités  et.des^clinaisons,  et  n'est- 
ce  pas  une  espèce  de  cercle -vicieux  dans,  lequel  on  tourne  sans, 
rien  prouver?  C'est  seulement,  selon  moi,  de  l'équation  algé- 
brique X  =  o  que  Ifon  peut  déduire  la  preuve  que  la  première 
des  conditions  nécessaires  à  la  stabilité  jdu  système  planétaire 
est  satisfaite  ;  et,  ce  qui  serût  à  désirer,  c'icst  que  par  la  seulo 
iiispection  de  la  formation  analytique  de  cette  équation ,  on 
put  démontrer  là  réalité  et  l'inégalité  de  ses  racines  ;  mais  cela 
paraît  très  difficile  lorsqu'on  considère  à  la  fois  lé  système  des 
sept  planètes  principales ,  et  jusqu'à  ce  qu'on  y  soit  parveiin , 
la  résolution  numérique  de  cette  équation  est  le  seul  moyen  de 
s'assurfer  de  la  réalité  de  ses  racines ,  comme  je  l'ai  fait  n*^  92 
du  livre  VI , 
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NOTE  V.  (Foir  page  548.) 

Miffrau  mmtvemetu  *idéraux  de*  planètes  pour  une  année 
julienne  de  365^  ;^  ou  valeurs  <fe  n,  n',  etc. 

Mercure n  =  538ioi6^53. 

Téous nT  =  310664194* 

La  Terre n"  vssi  1*9^779^7 

Mars rl^  :=:    689051,08 

Jopiier n^^=  ^  rôgsSôySg 

Saturne....  ••  n^  ass      4^99^9^^ 
*  .  Uraniw n^'sa    .  iS4a5y49 

d'où  Ton  a  conclu  :        ' 

Distances  nkgrènnes  des  planètes  au  SokU  on  demi- grands 

axes  de  leurs  orbites  i 

-  Mercure a  2=  0,38709888 

Venus a'  s=3  o,7a333st28 

La  Terre..  • . .  a*  =3  i  ,00000000 

Mars........  a*xc  i,5236giiio 

Jupiter <i^  =  5 ,  201  i55a4 

Saturne a^  =  9,53797320 

Uranus 0^^=319,18251740 

Telles  sont  les  valeurs  des  moyens  mouvemens  et  des  dis- 
tances moyennes  qui  résultent  des  tables  astronomiques  les 
plus  récentes  ;  ce  sont  celles  qu'on  aurait  dû  employeir  dans 
le  calcul  des  perturbations  planétaires  :  mais  en  les  com- 
parant am  valeurs  que  nous  avons  adoptées  n®  88,' on.  voit 
qu'il  n'en  peut  proveoir^dans  les  résultats  aucune. diflerençe 
sensible.  Les  valeurs  des  autres  élémens  des  orbites  eUiptiques^ 
relatifs  à  l'itnnée  1800,  que  nous  avons  prise  pour  époque  ji 
n'ont  besoin  d'aucun  changement. 
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NOTES  DIVERSES. 


Sur  la  comète  de  i  ySIg. 

L'ëpoque  qui  s*approche  du  retour  de  tette  comète  à  sou 
périhélie  donue  un  intérêt  pour  ainsi  dii*e  de  circonstance  à  sa 
théorie.  Quelques  géomètres  se  sont  étonnés  que  les  élémens 
de  Torbite  pour  i835,  que  j'ai  donnés  n^  4?  ^^  \yyte  III ,  ne 
coïncidassent  pas  avec  ceux  que  j'ai  présentés  dans  la  Connais- 
sance des  Tems  pour  i833  ;'maîs  ils  ont  sans  doute  oublié  que 
les  résultats  rappoitéé  dans,  le  livre  III  sont  ceux  qu'A  obte- 
nus M.  Damoiseau,  comme  je  l'ai  annoncé  n^  4'»  '>^i*^  cité,, 
tandis  que  dans  la  Connaissance  des  Tems  j'ai  ptésenté  ceux 
de  mes  propres  calculs.  Ge  qui  m'a  engagé  â  recoufiiràb  travail 
de  M.  Dainpiseau  pour  les  exemples  naméiiquei  que  je  voulais 
donner,  c'est  que  cet  astronome  avait  a^op^  la  div}^qQ  f eoT^a- 
gésifhale  du  cercle ,  que  j'ai  snivie  xLans  tout  le  cours  4e  cet  pu* 
vrage ,  tandis  que  dans  mon  mémoire  sur  ce  sujet  j'ai  préféré^ 
pour  la  commodité  du  calcul,  la  division  décimale.  Ge  mémoire 
va  enfin  paraître  dans  la  collection  de  l'Académie  des  Sciences,, 
tome  YI  {Savans  étrangers)  ;  j'en  ai  extr|ulE  les  résultats  {lui-^ 
vans ,  convertis  en  secondes  sexagésimales',  et  qui  proviennent 
des  dernières  corrections  que  j'ai  fait  subit  aux  masses  pertur-- 
batrices,  et  des  Mtérations  relatives  à  Tàiction  de  la  Terre ,  que 
je  n'avais  considérée  qu'à  partir  du  périhélie  de  i75g,  et  dont 
rinfluepce  sur  la  comète  pendant  les  trois  mois  qui  ont  pré- 
cédé ce  passage  ,  quoique  moins  forte  que  celle  qu'elle  a  exer- 
cée pendant  les  trois  mois  qui  l'ont  suivi,  sera  pourtant  assez 
sensible,  sur  la  durée  de  la  période  actuelle,  pour  qu'on  efn 
tienne  compte.  Il  faut  rectifier,  sur  ce  point,  ce  que  j'ai  dit 
dans  la  note  V  du  tome  II  de  cet  ouvjrage. 

En  partant  des  élémens  résultant  de  la  discussion  des  ob- 
servations de   1682  et  de  1759,   faite  avec  grand  soin  par 
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Burckhardt  (*) ,  et  en  employant  pour  les  masses  de  Jupiter^ 
Saturne  et  Uranus^les  valeurs  que  nous  avons  adopte'es  n*^  87, 
livre  YI ,  j'ai  trouvé  par  le  calcul  des  perturbations  que  la  co~ 
mète  a  subies  dans  l'intervalle  des  passages  de  1682  et  1  ^Sg  : 

Altmtions  de  l'anomalie  Altérations  da  moyen 

moyemie.  mouvement  diorne. 

TP +  170I0^48  -f  0^^36854 

1? +       393,76  .  -H  OyOa8336 

"fy +       339,20  +'0,oi3g63 

$.......                .  »  —  O9O06502 

+  17743,44  ^  +  0,372651 

Le  moyen  mouvement  au  périhélie  de  1682  aura  pour  ex» 

36o« — S^Ç 

pression  = nommant    donc  n,   on  aura 

^  27937 

n=  4^^ 9  7^49^  9  ^^  ^^  nommant  n'ssn  -f  %hi  le  moyen  mou- 
vement diurne  au  périhélie  de  1 759 ,  on  aura  n'  =  46^,  1 2769 . 

Le  calcul  des  perturbations  pendant  la  période  de  1 759JUS- 
qu^au  prochain  retour  m'a  donné  ensuite  : 

Altérations  de  l'anomalie  Alte'ratîoBS-  da  moyen 

moyenne.  mouvement  diorne. 

TP.  • +  1356^,94  +  o'',397844i 

T) 4-  1979,27  —  0,0889308 

Ô +    129,23  +0,0091954 

S  +    721 ,47  +  o, 0258207 

-t-    4286,91  -#-    0,3439294 

En  nommant  T' l'intervalle  entre  le  passage  au  périhélie  de 
1 759  et  le  prochain  retour  au  même  point  de  son  orbite ,  on 
aura 


(*)  Connaissance  des  Tems  ponr  1819. 
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n 

ce  qui,  à  compter  du  12,6  mars  1769 ,  origine  de  la  période, 
répond  au  12,6  novembre  i835,  ou  bien  au  i3,i  novembre,  le 
jour  e'tant  compté  de  minuit.  • 

M.  Damoiseau  a  fixé  ce  passage  au  4>82  novembre  i835.  Je 
me  suis  assuré  qu'en  introduisant  dans  ses  calculs  les  correc- 
tions nécessaires  pour  ramener  les  valeurs  des  masses  qu'il  a 
employées  à  celles  qui  sont  aujourd'hui  généralement  adop- 
tées, il  n'en  résulterait  aucune  altération  notable  dans  les  ré- 
sultats. La  différence  de  8  jours  qui  existe  entre  nous  tient 
donc  uniquement  k  celle  des  élémens  elliptiques  dont  nous 
sommes  partis ,  et  à  la  marche  des  calculs. 

Le  moyen  mouvement  diurne  à  l'instant  du  passage  sera  de 
46",  12761  +  ©'',343929  =  4^'>47'^^9>  ^'  ^®  demi-grand  axe 
correspondant  1 7*,99755. 

Pour  déterminer  les  autres  élémens  de  l'orbite  elliptique  à 
la  même  époque ,  le  calcul  des  perturbations  pendant  l'inter- 
valle de  1 769  jusqu'au  prochain  retour  ni'a  donné  : 

Altérations  de  Vexcentriciié,  du  périhélie  et  des  variables  qui 
déterminent  l'inclinaison  et  la  longitude  du  nœud, 

li^  2/iw  sÎD  p  sin  A  sio  p  cos  0 

ip... —  0,00035796^  — SSo^'iS  — 0,00073447  — 0,0034^496 

i>  ...+ o, 00034304  —    84i55  — 0,00010410  — o,ooo3o874 

ifi... —  o,ooooa658  —    a3,ii  — 0,00000766  +  o,ooooa593 

—  o,oooo4i5o        —  957,84         —  o,ooo846a3         —  0,00370777 

L'excentricité  de  l'orbite,  d'après  les  élémens  que  nous- 
avons  adoptés,  en  1759,  était  0,9675571  ;  on  aura  donc  pour 
l'excentricité  en  1 835 ,  0,967557 1  —  0,00004 1 5 = 0,9675 1 56. 

Les  valeurs  de  sin  p  si|i  I  et  sin  ^  cos  $  supposent  que 
l'on  a  pris  pour  plan  fixe  celui  de  l'orbite  de  la  comète 
en  1759.  On  en  tire,  pour  l'inclinaison  et  pour  la  longitude  da 
nœud 'ascendant  de  l'orbite  mobile  sur  ce  plan, 

(p  ==  12' 64*,       9  ==  167*»  8' 36". 
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La  petitesse  des  valeurs  de  sin  p  sin  â  et  sin  ^  cos  9  fait  que  la 
valeur  de  l'angle  ô  peut  laisser  beaucoup  d'incertitude.  (  Foir 
ce  que  nous  avons  dit  à  cet  égard  n®  1 15 ,  livre  VI.  ) 

On  a  d'ailleurs  pour  le  mouvement  direct  du  périhélie  par 
rapport  aux  fixes  , 

2^-»  =  ^  957",84  ; 

d'où,  en  considérant  le  triangle  intercepté  sur  la  sphère  céleste, 
entre  l'orbite  de  la  comète  e\^  17^99  son  orbite  troublée  et  l'é- 
diptique  vraie,  on  conclura  pour  i835  : 

Inclinaison  de  l'orbite  de  la  comète  à  l'écliptique.    17^  44^  2/^' 

Mouvement  direct  du  nœud  ascendant 35,44 

Distance  du  nœud  ascendant  au  périhélie.  .  ^ .  • .  •^49*    '  *4^ 

En  ajoutant  à  l'altération  du  nœud  1^4'^*  pourl^précessiop 
des  équinoxes  dans  l'intervalle  de  76  ans^  on  aura  s^  vs^riation 
par  rapport  à  l'équinoxe  mobile.  La  longitude  du  nœud  ^  17% 
était 53^ 5o^  ii*  ;  elle  sera  donc  au  prochain  passage  55®  3p';  Qt 
en  réunissant  les  résultats  précédens,  on  formera  le  tableau 
suivant  des  élémens  de  l'orbite  de  la  comète  à  son  retour  au 
périhélie  de  i835. 

Élémens  de  la  comète  en  i835. 

Instant  du  passage  au  périhélie ,  i3  novembre  i835.    . 

Demi-grand  axe 17, 99755 

Excentricité , o  ,9675156 

Lieu  du  périhélie  sur  l'orbite ,...,.  3o4'3l'  43"  • 

Longitude  du  nœud  ascendant. .  «  « 5$. 3o' 

Inclinaison  de  l'orbite  à  l'écliptique (7  •44*24 

Sens  du  n^ouvement,  rétrograde. 

C'est  d'après  ces  élémens  que  M.  Bouvaid  a  construit 
l'éphéméride  qui  se  trouve  dans  la  Connaissance  des  T'ems 
pour  1837. 
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Du  plan  invariable  du  système  du  monde. 

Nous  ne  comptions  pas  revenir  sur  cet  objet ,  mais  une  note 
inse'rée  par  M.  Poinsot  dans  la  6*  édition  de  ses  Élémens  de 
Statique,  prouva  qu'il  ne  fait  aucun  compte  des  observa- 
tions qu'ont  provoquées  les  objections  élevées  par  lui  contre 
la  théorie  du  plan  ins^ariable  selon  Laplace  ;  il  est  donc  néces- 
saire de  rappeler  encore  une  fois  toutes  les  raisons  qui  nous 
forcent  à  persister  dans  notre  opinion  (^). 

Sans  nous  arrêter  aux  argumens  de  nos  adversaires,  que 
nous  pourrions  appeler  purement  spéculatifs,  attachons- 
nous  à  ceux  qui  peuvent  se  traduire  en  nombres,  car  ce  sont 
les  seuls  qui  soient  sans  réplique  dans  de  pareilles  discussions  : 
mettons  d'abord  de  notre  côté  Tautorité  des  chiffres;  la 
question  sera  bientôt  tranchée. 

u  Je  vais ,  dit  M.  Poinsot  en  parlant  du  plan  invariable  de 
Laplace ,  montrer  que  ce  plan  invariable  varie,  que  sa  varia- 
tion n'est  pas  extrêmement  petite ,  commue  on  pourrait  croire, 
mais  qu'elle  est  du  même  ordre  que  la  précession  des  équi- 
noxes,  mouvement  sensible  dans  le  ciel ,  etc. 

»  Pour  faire  voir  sans  calcul ,  de  la  manière  la  plus  évidente, 
ce  défaut  des  formules  de  M.  Laplace,  il  n'y  a  qu'à  l'appliquer 
au  cas  le  plus  simple  de  tous ,  celui  où  le  système  ne  serait 
composé  que  de  deux  corps. 

»  Ne  considérons  donc  que  la  Terre  et  le  Soleil ,  et  suppo* 


C^]  Il  doit  être  bien  entendu  qu"!!  n^estid  qucf  lion  qoe  delà  thëorîodo  plan 
invariable,  et  cela  ne  change  rien  à  ce  que  nous  ayons  dit  n®  ii5,  lirre  VI,  rela- 
tivement à  son  Dtilitc'  pratique.  Nons  n^examinerons  p«s  non  plos  la  qnestion 
sons  le  rapport  des  difficnlte's  astronomiques  que  présenterait  Ja  détermina- 
tion du  plan  que  l'on  a  propose  de  substituer  au  plan  invariable  de  Laplace. 
Celuwri  est  toujours  facile  II  retrouver;  la  position  du  plan  maximum  des 
aire$  dcpci.d  au  contraire  de  qnantitt'-s  qui  nous  seront  toujours  incomines. 
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sons  même ,  a6n  de  rendre  la  cbose  plus  manifeste ,  que  le 
Soleil  soit  parfaitement  sphe'rique,  qu'il  ne  tourné  pas  sur  son 
axe ,  et  que  son  centre  agisse  exactement  comme  an  point  où 
toute  la  masse  serait  concentrée. 

»  Par  les  formules  de  M.  Laplace,  il  est  évident  que  le  plan 
invariable  serait  le  plan  même  de  l'orbite  de  la  Terre ,  ou  ce 
qu'on  appelle  le  plan  de  Yécliptique,  de  soi^e  que  ce  plan  se- 
rait immobile  ou  toujours  parallèle  à  lui-même  dans  f  espace, 
Or^  je  dis  que  dans  ce  cas  les  nœuds  de  l'e'cliptiquc  sur  un  plan 
fixe  varieraient  d'une  manière  très  sensible.  » 

J'ai  cité  l'objection  tout  entière  pour  qu'on  ne  puisse  pas 
m'accuser  d'en  avoir  affaibli  la  valeur.  Je  pourrais,  pour 
toute  réponse ,  renvoyer  au  n*  86  du  livre  VI ,  où  cette  ob- 
jection avait  été  comme  devinée ,  mais  puisqu'on  insiste ,  in* 
slstons. 

En  conservant  toutes  les  notations  du  n°  cité  et  en  n'ayant 
égard  qu'à  l'action  du  Soleil  sur  la  Terre ,  regardée  comme 
un  ellipsoïde  homogène ,  en  nommant  ç  et  ç>'  les  inclinaisons 
respectives  de  l'écliptique  et  de  l'équaleur  sur  un  plan  fixe 
quelconque ,  é  et  0'  les  longitudes  de  leurs  nœuds  sur  le  même 
plan,  les  équations  (3),  n"  86,  donneront 


m  \/a  (  I  —  e*)  cos  ç  +  Cm  cos  ^'  =  /, 

ml/û(i  —  e*)sin^cosô  —  C<i»sin^'cos9' = /',  ^    (i) 

m\/a{i  —  e^)  sin  ^  sin  ô  —  Car  sin q>'  sin  ô'  =  /'. 

Supposons  que  le  plan  fixe  passe  par  l'intersection  corn* 
mune  de  l'équateur  et  de  l'écliptique  ou  par  la  ligne  des  équi- 
noxes,  et  qu'il  partage  l'angle  ^  +  ^'  que  forment  entre  eux 
068  deux  plans,  de  manière  qu'on  ait 

m\/a(i — e*)  sin  ^ — ^^ Car  sin  ^' =  o.       (2) 

Les  deux  dernières  équations  (i)  donneront  ô  =  6',  et  par  suite 
1=0,  /'  =  o,  c'est-à-dire  que  le  plan  dont  il  s'agit  sera 
le  plan  maximum  des  aires  ou  le  plan  rigoureusement  in- 
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variable  dans  le  système  que  nous  considérons;  et  si  l'on 
nomme  7  =  ^  +  ^'  l'obliquité  de  l'écliptique^  en  élevant  au 
carré  l'équation  (2)  et  la  première  des  équations  (i)^  et  en  les 
ajoutant  on  en  tirera 


COS  y  = 


iimy^a(i  —  c')C<» 


Si  l'on  néglige  le  carré  de  l'excentricité  e  de  l'orbe  terres- 
tre ,  le  second  membre  de  cette  équation  se  réduit  à  une  cons- 
tante ;  l'obliquité  de  l'éclip tique  ne  variera  donc  pas  ;  et 
comme  les  équations  (i)  et  (2)  donnent  encore 

/•+m*û(i  — c«)— CV 

COS  Ç    =   ^ -jr^ , 

/■  -f.  CV  —  m*a  (i  —  c») 
cos«    =  ^ ; 7^ -, 

les  angles  ^  et  ^'  seront  également  constans.  Ainsi  donc,  dans 
ce  cas ,  l'inclinaison  de  l'équateur  et  de  l'écliptique  sur  le  plan 
fixe  et  leur  inclinaison  mutuelle  seront  constantes ,  et  ces  trois 
plans  auront  toujours  une  intersection  commune.  Cette  in- 
tersection ne  sera  pas  fixe ,  mais  dans  son  mouvement  elle  ne 
quittera  pas  le  plan  maximum  des  aires  et  ce  momrement  sera 
uniforme.  11  est  facile  de  se  représenter  le  mouvement  d'un 
pareil  système  en  imaginant  que  les  pôles  de  l'équateur  et  de 
l'écliptique  tournent  autour  du  pôle  du  plan  principal  de 
projection,  de  manière  à  ce  que  la  ligne  des  équinoxes  demeure 
toujours  sur  ce  plan  ;  cependant  le  plan  de  l'écliptique  res- 
tera toujours  très  peu  incliné  au  plan  fixe  ,  et  par  conséquent 
à  très  peu  près  parallèle  à  lui-même.  En  effet ,  en  négligeant 

le  carré  de  e,  et  en  observant  qu'on  a  v/a  =  ^z'/i,  n  étant  le 
moyen  mouvement  de  la  Terre  dans  son  orbite ,  l'équation  (a) 
donne 

ma^n  sin  9  =  G«  sin  ^'. 
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Eu  nommaiit  D  le  rayon  de  Téquateur,  on  a  G  =:=*>|  ntD*, 
et  par  le  n®  86 ,  liyre  VI ,  on  a 


1^ 


=  0,00000025399. 


En  supposant  donc  ^'=23°  27'  5o",  on  trouve  que  l'angle  f 
est  moindre  que  0^,0209;  oq  peut  donc  supposer  que  le  plan 
de  l'écliptique  se  confond  avec  le  plan  principal  de  projecr 
tion ,  et  comme  l'inclinaison  mutuelle  de  ces  deux  plans  est 
constante ,  leur  identité  se  maintiendra  toujours. 

Maintenant,  si  l'on  considère  le  cas  ge'néral,  l'équation  (2), 
en  la  différentîant,  donnera  à  très  peu  près 


mû'7iV/i— e*#îp  =  C•cos^'^^ 

En  substituant  pour  G  sa  valeur,  et  en  supposant,  comme  pré- 
cédemment ,  ç'  =  23°  27'  5o",  cette  équation  donne 

^^  =  0,0000002329^^^ 

Il  s'en  faut  donc  beaucoup  que ,  comme  l'assure  M.  Poixisoty 
les  variations  du  plan  invariable  soient  alors  du  même  ordre 
que  les  variations  de  l'équateur.  Nous  avons,  trouvé  ,  n°  08, 
16^  16"  pour  la  variation  de  l'obliquité  de  l'écliptique  depuis 
le  temps  d'Hippar que  jusqu'au  commencement  de  ce  siècle; 
en  supposant  donc  J''^'=  976'',  on  aura 

^^  =  o", 00022789. 

Ainsi  en  1928  ans  ,  l'inclinaison  de  l'écliptique  sur  le  plan 
iixe  n'aurait  pas  varié  de  2  dix  -  millièmes  de  seconde;  on 
peut  donc  la  regarder  comme  insensible  ,  et  considérer,  dans 
ce  cas  ,  le  plan  de  l'écliptique  comme  invariable,  conformé- 
ment à  la  théorie  de  Laplace. 
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Quant  aux  observations  de  M.  Poinsot  relativement  au 
«nouveinent  des  nœuds ,  comme  on  a,  d'après  les  e'qua* 
lions  (i),  â=  S',  il  est  clair  que  le  nœud  de  l'écliptique  aura 
sur  le  plan  fixe  le  même  mouvement  que  Te'quateur,  eu  sorte 
que  leur  intersection  commune  demeurera  toujours  sur  ce 
plan  ;  mais  cela  n'implique  pas  contradiction  ,  puisqu'une  va- 
riation très  légère  dans  l'inclinaison  mutuelle  de  deux  plans, 
supposée  très  petite,  peut  ei)g^roduire  de  considérables  dans  la 
position  de  leur  commune  intersection. 

Le  second  exemple  choisi  par  M.  Poinsot  pour  mettre  en 
défaut  la  théorie  de  Laplace ,  consiste  à  supposer  que  le  sys- 
tème est  formé  du  Soleil,  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  considérés 
comme  des  points  massifs.  Dans  ce  cas ,  le  plan  invariable ,  se- 
lon tes  idées  de  ce  grand  géomètre ,  est  celui  que  décrit  le 
centre  commun  de  gravité  de  la  Terre  et  de  la  Lune ,  ce  qui 
diffère  peu  du  plan  de  l'écliptique.  Montrons  qu'en  effet  ce 
plan  coïncide  toujours,  à  très  peu  près,  avec  le  plan  maximum 
des  aires  décrites  par  les  centres  de  gravité  de  la  Terre  et  de  la 
Lune.  Il  est  clair  que  ce  système  revient  à  celui  de  deux  pla- 
nètes m  et  17»'  réagissant  Tune  sur  l'autre,  que  nous  avons 
considâré  n**  55,  livre  II,  et  le  plan  invariable  sera  déterminé 
par  les  équations  (i)  ,dans  lesquelles  il  suffira  de  changer  C#  en 

m' ^ d\\ — tf'*) ,  m'  étant  la  masse  de  la  Lune ,  d  et  e'  le  demi- 
gîrand  axe  et  rc^centricité  de  son  orbite  autour  de  la  Terre. 
81  l'on  nomme  donc  ^  et  ^'  les  inclinaisons  respectives  de  l'é- 
cliptique et  de  Torbite  lunaire  sur  le  plan  maxim,um  des  aires, 
on  aura 

in\/a{i — el)  sin  (p  =  m' \/ a'  (i  —  e';)  sin  <p\       (3) 
Or  ou  a,  à  très  peu  près , 

^  =  74,946,      y/J  =  20. 
En  négligeant  donc  les  carrés  des  excentricités  c  et  e',  et  en 
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supposant  ^'  =  5°  S'  38*,  qui  est  rinclmaison  de  l'orbite  lii- 
naire  à  IVcliptique ,  on  trouvera  que  l'angle  ç  ne  s'élève  pas 
à  12'.  En  diffe'rentiant  l'e'quation  (3),  on  aura,  à  très  pea 
près, 

d'où  l'on  conclut ,  d'après  les  vaMurs  précédentes  ,  - 

i^  =  0,00066446^'; 

et  comme  l'inclinaison  moyenne  de  l'orbe  lunaire  sur  l'édip- 
tique  vraie  est  constante ,  malgré  le  mouvement  séculaire  de 
l'écllptique ,  si  l'on  suppose  ^ç'  =  g']6'^,  valeur  supérieiùre  à 
celle  qu'on  peut  supposer  à  la  variation  de  l'orbe  lunaire  sur 
un  plan  fixe ,  depuis  le  temps  d'Hipparque  jusqu'à  nos  jours, 
on  trouve  i^  =  0^^,64  pour  la  variation  de  l'orbe  terrestre  en 
1928  ans  :.ce  plan  peut  donc  être  considéré  comme  învariabk, 
dans  le  système  que  nous  considérons. 

Quant  aux  nœuds  de  l'écliptique  sur  le  plan  nuixinuan  des 
aires,  on  a  6  =  b\  et  d'après  les  équations  (i),  le  nœud  ascen- 
dant de  l'orbe  lunaire  coïncide  avec  le  nœud  descendant  de  l'é- 
cliptique, et  réciproquement;  par  conséquent,  comme  le 
mouvement  du  nœud  de  l'orbe  lunaire  sur  l'écliptique  fixe  est 
d'environ  19**  par  an ,  il  est  clair  que  l'intersection  des  plans 
des  orbites  de  la  Terre  et  de  la  Lune  aura  sur  le  plan  maxi" 
mum  des  aires  un  mouvement  très  rapide,  ce  qui  n'empêchera 
pas  le  plan  de  l'écliptique  de  rester  toujours  à  très  peu  près 
parallèle  à  lui-même,  et  de  remplir,  par  conséquent ,  la  seule 
condition  qui  caractérise  le  plan  invariable  {^). 


{*)  Oa  ne  doit  pas  oublier  qo^iJ  ne  s^agit  ici  qne  d^an  cas  particulier  qoi  est 
sans  application  daos  le  système  du  monde.  Laplace  en  caJculant ,  n*  ag, 
livre  VII,  les  inégalités  lunaires  dues  à  la  non-sphéricité  de  la  Terre,  trouve  que 
sou  influence  sur  les  déplacemens  de  Forbiie  de  la  Lune  serait  d'augmenter 
de  o,oooooo26384'>C  le  mouvement  rétrograde  des  nœuds ,  nf  étant  le  moyen 
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On  éboçoity  en  effet  ^  que  dans  les  deux  sydtèmM  que  nous 
venons  de  considérer,  cpnune  on  a  y=sf -f-^',  et  par  suite 
/y  =  ^  -f  tf\  si  ^  est  une  assez  petite  quantité  pour  qu'on 
puisse  la  négligef  par'  rapport  à  i)çi%  on  aura  simplement 
i^z=zfpf  c'cst-â«dire  que  les  yariatiofts  de  l'éqùateur  dans  lé 
premier  cas ,  et  celle  de  Torhe  lunaire  dans  le  second ,  par 
rapport  au  plan  invariable  tel  qu'il  résulte  de  la  théorie  de 
Laplace,  ^ront  les  mêmes  que  celles  de  ces  deux  plaps  par 
raj^rt  à  un  troisième  plan  qui  serait  rigoureusement  û%e  ;  les 
différences  seront  absolument  insensibles.  Or,  ce  grand  géo- 
mètre n'a  jamais  prétendu  antre  chose  ;  l'invariabilité  du  plan 
imniriable  tel  qu'il  le  définît  n®  6a  du  livre  il  de  la  Mé^ 
caniqwe  céleste,  comme  les  inégalités  de  tous  les  mouveniens 
planétaires,  n'est  qu'approchée  et  exacte  qu'autant  qu'on 
néglige  dans  le  mouvement  de  translation  les  perturbations  ré- 
sultantes de  la -forme  et  des  dimensions  des  corps  célestes. 
Dans  le  li!*  %i  àù.  livre  I^,  Laplace  a  donné  la  théorie  géné- 
rale du  pli^n  invariable  pour  un  système  de  corps  quelconques 
réagissant  les  uns  sus  les  autres  ;  il  en  a  fait  Tapplication  aU' 
système  du  monde  dans  le  livre  II ,  en  profitant  de  tous  leé 
avantages  qi^'offirait  sa  constitution  pour  faciliter  le  calcul  des 
mouvemens  planétaii«8 ,  question  assez  difficile  pour  qu'cm  ne 
cherche  pas  sans  nécessité  à  la  compliquer. 

Les  équations  (i)  nous  montrent  encore  que  quaiid  bien 
même  les  seconds  termes  des  premiers  membres  seraient  com- 
parables et  mêmes  supérieurs  aux  premiers,  ce  qui  aurait  lieu ,, 
par  exemple ,  si  les  aires  que  ces  ternies  représentent  prove*^ 
naient  de  la  rotation  du  Soleil ,  on  pourrait  encore  prendre 
l'écliptique  pour  le  plan  invariable  du  système ,  bien  que  par 
sa  position  il  différât  sensiblement ,  dans  ce  cas ,  du  plan 
Tffojrimiiyi»  des  aires. 


'      Hii.  j       II     .  1 1  . 1     III    ij  ■ 


mooTement  de  la  Lone  dans  ton  orbite.  Ccue  quantité'  est  absolamcni 
iofensibie ,  et  à  plus  forte  rai«OD  par  coiuéqaent  la  non  spliLTÎcitd  de  fa 
Terre  ne  peut  aToir  sar  la  position  du  plan  invariable  aucune  action  ap^ 
pre'ciable.  Le  même  résultat  a  Heu  par  rapport  à  ]*elliptîcite'  du  Soleil , 
comme  nous   l'avons  vu  n«  79  ,  livre  VI . 

Tome  III.  36 
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dette  observation  y  d'après  ce  qui  a  été  dit  n^  86,  lî^  VI  ^ 
li'apas  besoin  de  dëyeloppement.  Mais,  disent  nos  adTersaires, 
il  ej(iste  donc  selon  vous  pliisieurs  plans  înTariables  dans  le 
système  planétaire  ?  Pourquoi  non ,  cela  dépend  entièrement 
de  sa  constitution.  Supposons,  en  effet,  que  Jupiter,  Saturne 
et  Uranus  forment  un  système  à  part,  sur  lequel  les  autres 
planètes  n'aient  aucune  influence ,  comme  cela  a  déjà  lieu , 
à  très  peu  près ,  dans  le  système  solaire.  Eh  bien  !  n'y  aurait-il 
pas  trois  plans  invariables  dans  un  pareil  système ,  celui  qui  a 
lieu  dans  le  système  particulier  des  trois  planètes  considérées 
isolément ,  celui  qui  a  lieu  pour  l'ensemble  du  système  ;  et  le 
plan  maximum  des  aires. 

Il  est  donc  évident  que  les  objections  présentées  contre  la 
théorie  du  plan  invariable  de  Laf^lace-  tiennent  à  des  considé- 
rations tout-é-£ait  fautives  et  à  la  confusion  que  l'on  a  faite 
des  variations  des  inclinaisons  et  des  nœuds.  Sans  doute, 
gétihnétriquement  parlant ,  l'intersection  de  deux  jplàns  inva- 
riables est  elle-même  invariable  ;  mais  on  peut  toujours  sup^ 
poser,  et  c'est  le  cas  de  la  nature ,  que  la  position  de  l'un 
de  ces  plans  subisse  des  variations  assez  petites  pour  qu'il 
reste  toujours  sensiblement  parallèle  à  lui-même,  tandis  que 
ses  nœuds  sur  le  plan  qui  est  rigoureusement  fixe,  éprouvent  des 
déplacemens  considérables. 

Mais  le  véritable  défaut  de  l'argumentation  de  nos  adver- 
saires ,  et  nous  l'avons  déjà  remarqué  ailleurs,  vient  de  ce 
qu'ils  veulent  traiter  par  des  méthodes  rigoureuses  la  théorie 
du  système  du  monde,  qui  n'est  au  fait  qu'un  grand  problème 
d'approximation  ;  c'est  pour  cela  que  ce  problème  se  refuse 
aux  méthodes  synthétiques ,  et  qu'il  rentre  dans  le  domaine 
de  l'analyse;  et  si  ce  puissant  auxiliaire  de  l'esprit  humain  n'est, 
comme  on  l'a  osé  dire ,  qu'un  instrument ,  on  conviendra  du 
moins  que  c'en  est  un  bien  précieux  que  celui  qui  nous  a  livré 
la  clé  du  mécanisme  des  cieux ,  et  qui  nous  éclaire  sur  tant 
d'erreurs  où  les  simples  notions  de  la  Géométrie  nous  auraien;^ 
ijpfailliblement  conduits. 
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Concluons  donc  de  cette  discussion ,  à  laquelle  nous  avons 
donné  quelque  développement  pour  n'être  pas  forcé  d'y  revenir, 
qu'il  n'y  a  pas  lieu  d'apporter  aucune  modification  dans  la 
théorie  du  plan  invariable  présentée  par  Laplace  ;  c'est  avec 
raison  et  surtout  avec  connaissance  de  cause  qu'il  a  fait  abstrac* 
tibn  des  quantités  qu'il  a  négligées  dans  sa  détermination  ;  ces 
quantités  sont  du  même  ordre  que  celles  qu'on  néglige  ordi- 
nairement dans  la  théorie  des  inégalités  planétaires ,  et  que  le 
calcul  y  comme  l'observation ,  autorise  à  regarder  comme  ab<" 
3olument  insensibles. 


FIN   DES  NOTES, 


OCTOBRE  4854. 

IMPRIMERIE  ET  LIBRAIRIE 

POUR  LES  MATHÉMATIQUES,   LA  MARINE, 
LES  SCIENCES  ET  LES  ARTS  EN  GÉNÉRAL. 


EXTRAIT  DU  CATALOGUE 

Des  Lipres  gui  se  troupenl  chez  bAGHELIEB^  imprimeur-^Uhraire 
de  r École  Polytechnique,  du  Bureau  des  Ijohgitudes ,  de  r École 
des  Arts  et  Manufactures,  etc.,  quai  des  Auguétinsj  7i'55. 
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OUVRAGES  ADOPTÉS  PAR  L'UNIVERSITÉ  DE  FRANCE , 

POXm  li'SNSEIOKZMENT  DAMS  LES  COLLio£S^  etc  j  XT   D£ST1N&  AUX  CAN* 
DIDATS  POUR  LES  icOLSS  POLTTECHNIQUE,  MILITAULES,  I»E  MARINE,  etC. 

TRAITE  DE  HECAKIOITE»  par  S.  D.  POISSON;  deuxième  éninov  cow- 
siDiRÀBtEicENT  àvgmbittÎs,  3  foris  ▼olomes  iii-8.,  avec  planches,  i833 ,    r8  fr. 


mieux  coBvenir  à  l'enieignement.  Quoique  cet  ouvrage  soit  nn  traite  de  Méca- 
nique rationnelle,  Tauteur  n'a  cependant  pas  néglige  d^indiquer  les  principales  ap- 
plications de  cette  science  à  la  Mécanique  pratiqne.Xes  autres  exemples  nécessaires 
Four  éclaircîr  les  questions  générales  ont  été  multipliés  et  choisis,  surtnat,  dans 
Astronomie  et  dans  la  Phjsiquc ,  et  quelaues-uns  tfans  l'Artillerie.  De  cette  ma- 
nière ,  l'ouvrage  peut  servir  à  faciliter  la  lecturo  de  la  Mécanique  céleste;  on  y 
trouve  aussi  tous  les  principes  dé  la  Physiqae- Mathématique  dont  Tauienr  s'est 
occupé  dans  differcns  mémoires,  et  dans  l'ouvrage  publié  récemment  sous  le  titre 
de  Noutfelle  Théorie  de  l'Action  capillaire»  Le  traité  de  IVÏécaniqae  que  nous 
annonçons  est  une  introdactioa  à  d'autres  ouvrages  oà  l'auteur  se  propose  de  réu- 
nir et  de  développer  les  théories  physiques  auxquelles  on  a  appliqué  ]usqu'&  présent, 
avec  quelque  succès ,  Panalyse  matuématîf]pie. 

COURS  DE  GEOMETRIE  ELEMENTAIRE  9  h  l'usage  des  Élèves  qaî  se 
destinent  à  l'Ecole  Polytechnique.  Ouvrage  adopté  par  l'Université  pour  Ten- 
seisnement  de  la  Géométrie;  par  YiiiGEirT,  Professeur  de  Mathématiques  au 
Collège  Saint-Louis;  TXOisii^MB  éoixioir,  entièrement  refondue,  i  vol  in-8., 
i6pl.,  1834,  n  fr. 

TABLES  DE  LOGARITfiMES,  de  LALANDE,  étendues  à  SEPT  DECI- 
MALES 9  par  Marie,  précédées  d'uue  Instruction ,  dans  laquelle  on  fait  coiv» 
naître  les  limites  des  erreurs  qui  peuvent  résulter  de  l'emploi  des  Logarithmes  des 
nombres  et  des  lignes  trigonométriqucs;  par  le  Baron  Retitauo,  examinateur  des 
candidats  pour  l'Ecole  Polytechnique,  etc.;  in-12,  STÉaioTYPE,  3  fr.  5o  c. 

Ouvrages  de  M.  LACROIX»  Membre  de  l'Institut  et  de  la  Légion-d' Honneur ^ 
Doyen  des  Sciences  h  l'Université  y  Professeur  au  Collège  do  France,  etc, 

COURS  DE  MATHÉMATIQUES  à  l'usage  de  l'École  cenîrale  des  Quatre- 
riàtions,  Ouvrage  adopté  par  le  Gouvernement  pour  les  Lycées,  Écoles  secon- 
daires, Collèges,  etc.;  par  M.  Lacroix  de  l'Institut,  10  voL  in-8.,  49  îr. 

Chaque  volume  du  Cours  se  vend  séparément ,  savoir  $ 

Traité  élémentaire  d'Arithmétique,  i8«  édition,  i83o,  a  fr* 

Elémens  d'Algèbre,  i5«édiaon,  i83o,  4  fr. 

Elément  de  Géométrie  9  T4*éditioh,  i83o,  4  fr. 

Traité  élémentaire  de  Trigonométrie  rectili^e  et  sphériqnc  et  d'Application  de 


TAlcèbre  à  U  Gc^omtftrie,  8«  ^diiioii ,  id^'], .  .  A  fr, 

Compk'meiitdesElémefisd*Algùbre,5«ëditioA.  18^9  ..  .    .^  .^..  4  fir. 

Complément  des  Elûmens  de  Géome'triey  oa  Èléoiens  de  Gifoine'lrie  dcBcripcirey 

6«  édition,  1809, _    _  _ _       .    ^  l  .  ^  ..   n..    :    ..   -.^       _i       j  ^* 


édition,  revne  et  augmentée,  loaS,  5  fr* 

Traité  élémentaire  du  Calcul  des  Probabilités^  in-8.,  3*  édition >  i833j  tuée  ane 

planche,  ^  5  fr. 

Introduction  à  la  Géographie  mathématique  et  ph^ii^ft.  i«i^dit.sni-8.,  ayec  cartes, 

181 1,  10  fr. 

Inirodnction  à  la  connaissance  de  la  sphère,  în-i 8*.,      ^  .     ^  .  .     I  Tr.  «$• 

TRAITÉ  COMPLET  DE  CALCUL  DIFI'ERENTIEL  ET  INlIÊCàui^  3  vol. 

Le  Traité  élémentaire  d*j4rithmétiguej  les  filétMfU  iPA^ibre,  ^vA^ne 
contiennent  que  les  principes  et  les  mé^hoclcs  d'ane  appncaiîon  nsneue;  les  £/é- 
mens  de  Géomctiie,  où  r Auteur  a  tâché  de  concilier  les  rigueurs  des  démonstra- 
tions avec  Tordre  naturel  des  propositions:  et  le  Traité  élémentaire  de  Tr^gono- 
métrie  et  d'  /application  de  V Algèbre  a  tf  GéàhiétH^^cOLTOçoèéàlJàn.  Càurs 
éléoiunUiire  ai 
férentiel  et 

rAlgèhre  supérieure,  afin  de  ne  ps 
et  sc*s  applications,  qui  sont  ordinairement  le  but  princii>al  de  .l*étad«  desMat^» 
matiques.  Il  n'a  cesse,  à  chaque  édition ,  de  pertectîotirfér'lA  détafla  C&Mi  ôdfràgis 
<>t  de  veiller  h  leur  correction. 

BOURDON,  Inspecteur  de  VUmyérsité  de  Paris,  EbféMhàieur  de»  J/ibîràns 
à  l'École  Polytechnique.  ELEMENS  fi'ÀTftTfllMUÈTIQUÈ ,  1  '♦dL^âS^-, 
!!•  édition,  i835,  .  .  ^  ;5  tir. 

ÉLEMENS  D'ALGÈËRE .  je  édition ,  1  fort  yol.  îh-;?,,.!»**»  «  fr. 

—  APPLICATION   DE  L'ALGEBRE  A   LA  GfiÔMfilliÂ:,  contint  les 


duns  les  Collèges  «etc.  :  3  forts  vol.  in-8.,  181Q. 
—  PHYSIQUE  MÉCANIQUE,  traduite  de  rallemarid 


âe  Tischer,  àviéc  notes  ; 


corrigée 
augmentée,      ,  .  n  fr. 

—  NOTIONS  ELEMENTAIRES  DE  STATIQt/E  clestinécs  inx  jeoiiéi  ^ens 

3ui  se  préparent  pour  TÉcolc  Polytechnique  et  qtii  suivent  les  Couk^  dé  l^côle 
e  Saint-Oyr:  i  vol.  in-8. ,  1828 ,  .  3  fr.  ^5  c. 

LEFERURE  I>E  fOURCY,  Examinateur  des  Aspîraris&  l'École  royale  Poijwéh- 
niqnc,  docteur  ès-Scicnces,  etc.  Leçons  de  Géométrie  analytique,  donhéés  au 
Collège  royal  de  Saint -Louis,  dan's  lesquelles  on  traite  dès  Problèlbés  déter- 
mines, de  la  ligne  droite  et  des  lignes  du  second  ordre»  etc;  a*  édition^  *i8^i, 
I  vol.  in-8. ,  ^  ^  7  fr.  5o  c, 

^  Géométrie  descriptive,  !2  vol.  in-8.  dont  un  de  pi. ,  10  fr. 

—  Leçons  d'Algèbre,   i833,  ^  fr.  5o  ct 
MAYER,  Chef  d'une  Instit,utipn  ^polytechnique,  et  CH0DP5T,  Pro/esscnr  de 

Mathématiques.   TRAITE  ELE^ÏENTAIRE  D'ALGEBRE  ,  i  vol.   in-B., 

Q'-l  C 

BEZOÙT.  TRAITÉ  D'ARITHMÉTIQUE  à  Pusacc  de  la  Marine  «t  del^nil^ 
lerie,  avec  des  Not  isfort  étendues  et  des  Tables  de  Logarithmes,  pour  les  Elèves 
qui  se  destinent  h.TEcoIc  Polytechnique;  par  A.-A-L.  RETiriiuo.lEzaniîriateur 
(tes  Candidats  à  l'École  Poly tech. ,  etc. ,  tn-8.,  16^  édit.  stéréot. ,  i^Sà ,    3  fr.  5o  c. 

Le  texte  pur  se  vend  séparément,  a  fr. 

—  Le  même ,  suivi  des  tables  des  poids  et  mesures  et  de  faMes  de  lôganifaBies,  de- 
puis I  jusqu'à  10,000;  in-80,  'sfr.Soc. 

Les  Notes  se  vendent  aussi  séparément,  ft  fr.  ^  v» 
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BEZOUT*  ALGÈBRE  et  Application  de  cette  science  k  la  G<?omdtrie  ;  nonTelle 
édiuon,  reroe  et  angmentëe  de  Notes  fort  ëtendaes  par  A.-A.-L.  Retnaud, 
Sxarainatenr  des  Candidats  à  l 'École  Polytechnique ,  etc. ,  in-8. ,  1 829  y  7  fr« 

Le  texte  pur  se  vend  sëpare'ment ,  4  ^• 

Lès  IjTotes  se  Tendent  aussi  séparëxnefity  4  ^^'  ^^  ^* 

•^r—  GEOMETRIE  contenant  la  Trigonométrie  rectiligne  et  la  Tri^onomclrie 
sphërique  ;  Notes  sur  la  Géométrie ,  Ëlëmcns  de  Géométrie  descriptive  et  Pro- 
blèmes; parRiTHAUD,  7«  e'dic.  ayec  27  planches ,  iSag,  7  fr.  5o  c. 
Le  texte  pur  se  vend  séparément  »  4  ^^» 
Les  Notes  se  i^dcnt  aussi  séparément,  4  ^>^' 
—  TRAITÉ  DE  NAVIGATION,  nouvelle  édition,  revue  et  augm.  de  Notes,  et 

d'une  Section  "  --  -     .    - 

Observations 

Membre    de  rinstitqt   et  dn  Bureau  des  Longi 
1  vol.  in-8. ,  avec  to  planches,  6  fr. 

DEMONFERRAND,  ProfcMeur  de  Mathématiques  et  de  Physîqpc  au  CoUéec  de 
Versailles ,  Examinateur  h  PEcole  Poljrtechniquc.  MANUEL  D^ËLECTRICITÉ 
DYNAMIQUE,  on  Traité  snr  TAction  mutuelle  des  conducteurs  clectrioncs  et 
des  aimansy  et  sur  la  nouvelle  Théorie  du  Magnétisme,  pour  faire  suite  a  tous 
les  Traités  de  Physique  élémentnire ;  in-8.,  i8a3,  avec  5  pl.anches,  4  ^'^* 

DIDIER.  PETIT  COURS  ELEMENTAIRE  D'ARITHMETIQUE  tliéorique 
__et  pratique  à  rusag^deâ.commcnçants;  in-1 8,  i833, 1  fi. 


augmentée  d'une  théorie  des  Ombres  et  de  la  Perspective,  extraite  des  papiers 
del'Autenrfpar  M.  BRISSON,  ancien  Elève  de  l'Ecole  Polytechnique,  Ingénieur 
en  chef  des  Ponts  et  Chanssées^  i  vol.  in-4*,  avec  aS  planches.,  1827,  12  fir. 

Quel  que  soit  le  mérite  des  ouvrages  qui  ont  été  publiés  sur  la  Géométrie,  aucun 
ne  porte  eeite  lomièrc  que  cet  illustre  savant  répandait  si  habilcmen>t  da-js  ses  leçons. 
On  aime  à  j  retrouver  les  éclairs  de  génie  que  l'inventeur  distribuait  avec  tant 'd'art 
dans  ses  discours,  et  qui  électrisaient  son  auditoire.  «  En  remontant  dans  le  passé,  je 
»  crpis  entendre,  dit  JVI.  Frapcœur,  la  voix  de  Monge,  lorsqnUI  me  fit  comprendre 
3»  Jes  fnremières  notions  des  arts  qu'il  avait  assujettis  &  sa  nouvelle  doctrine.  Je 
»  voyais  léi  voûtes  de  pierre  s'cdiner  sons  ses  mains,  les  charpentes  se  dresser  et 
Il  s'assembler  |i  son  ordre  dans  leurs  justes  proportions,  les  oznbrcs  se  distribuer  à 

»  sa  voht  su*  les  corps  mis  eni  perspective et  ces  sublimes  leçons ,  je  les  re- 

»  irtmve  dans  le  '^RÀiié  de  GéoMÉTEiÉ  dbscriptite,  l'un  des  plus  beaux  titres 
»  ^neee  savant,  aussi  esjJmaUe  que  modeste,  ait  à  la  reconnaissance  des  hommes 
I»  industrceipc.  H       '         '  , 

-—APPLICATION  DE  L'ANALÏSE  A  LA  GÉOMÉTRIE,  h  Tusage  de 
l'Ecole  Polvt^hniqne ,  {n-4-,  5«  édition  (sous  presse). 

TRAHIE  ELEMENTAIRE  DE  STATIQUE  ,7"'  «1-  i834,  vol.  in-8. ,  4  fr. 

♦  LEROY  (Proftfscnr  à  l'Ecole  Po#y technique).  COURS  DE  L'ECOLE  POLY- 
TECHNIQUE. ANALYSE  APPLIQUEE  A  LA  GEOMETRIE  DES  TROIS 
DIMEIINSIUNS ,  contenant  1^  surfaces  dn  3*  ordre ,  avec  la  théorie  générale  des 
surfaces  courbes  et  des  lignes  h  double  courbure  ;  a*  édit. ,  revue,  corrigée  et  aufi;- 
mentée,  in-8.,  i835.  ,  5  fr. 

^  POlNSOT ,  membre  de  l'Institut.  ÉLEMENS  DE  STATIQUE ,  adoptés  pour 
l'instruction  publique,  suivis  dedeqi^  Mémoires  sur  la  théorie  des  Momens  et  des 
Aires ,  et  sur  l'application  de  cette  théorie  an  Système  du  monde  \  in-S.,  6e  édit. 
considérablement  augmentée ,  avec  pi. ,  i834  »  ^  f**. 

Ouvraf^es  de  M.  le  baron  REYNAUD,  Examinateur  des  Candidats  de  l^JËcole 
Polytechnique ,  de  PEoole  spéciale  militaire,  de  Marine» 

^ARITHMETIQUE,  à  l'usage  des  Elèves  qui  se  destinent  h  TÉcolc  Polytech- 
nique et  à  l'Ecole  militairje  j  18*  édition,  augmentée  d'une  Table  des  Logarithmes 
d^nombnM  epden.  dcnpuis  nu  iuaqu'à  dix  mille,  i  vol.  in-8.,  1884,  ,  4  ^>^*  ^o  c* 

— -EtEMiEtîS  WAIJWAYA,  à  i'iàafie  àe^  Élèves  qui  se  destinent  à  l'École  royale 
^olyto^iqnê et  %  l^cqle  spéciale mmiaire;  t  vol.  in-8.,  8*  édit. ,  i83o,  7  f.  5o 

«— XLGcBaE  ,  anc«  édit^ ,  a*  section,  i  vol.  in-8. ,  1810,  5  fr'. 


(4) 

TRIGONOMÉTRIE  RECTILIGNE  ET  SPHÉRIQUE;  3«  (Sdition.  •nhle 

des  TABLES  DES  LOGARITHMES  des  nombres  et  dss  lignes  trigonomé- 
Irianes  de  LALANDE,  in-i8,  avec  figures,  1818,  3  fr. 

Les  Tables  de  Logarithmes  de  LALANDE  seules  ,  sans  la  Trigonométrie  ,   s«' 
Tendent  scpare'raent ,  -     .  ^  fr. 

TRAITÉ  D'APPLICATION  DE  L'ALGÈBRE  A  LA  GÉOMÉTRIE  ET 

DE  TRIGONOMÉTRIE,  à  l'usage  des  Elèves  qnise  destioent  à  l'Ecole  Po- 
lytcchnigne,  ctc,  :  3«  édition,  i  vol.  in-8.,  avec  planches  Isous  pnsseU 

COURS  ÉLÉMENTAIRE  DE  MATHEMATIQUES,  DE  PHYSIQUE 

ET  DE  CHIMIE ,  suivi  de  quelques  notions  d'Astronomie ,  àl'osage  des  élèves 
qnisc  destinent  à  subir  les  examens  pour  le  Baccalauréat  ès-lettres ^  a«  édition, 
considérablement  augmentée,  3  vol.  in-8.  avec  ai  planches,  i833,^  13  fr.  5o  c. 
Ce  Cours  est  eniièrcmcnt  conforme  au  programme  qui  a  été  pablié  par  ordre  de 

l'Université ,  dans  le  Manuel  pour  le.  Baccalauréat  ès-lcures. 

— —  ET  DUHAMEL.  Problèmes  et  Développcmcus  sur  diverses  partiof  des  Ma ibé« 
matiques,  în-3..  i8a3,  avec  11  planches,  6  fr. 

ARITHMETIQUE  &  l'usage  des  Ingénîenrs  du  Cadastre ,  in^. ,  5  fr. 

MANUE|jderingcnicurdaCadastre;parMM.PommiésetReynand,in-4«»i2fr. 

10».  TRAITE  DE  ÏTlIGONOMETRIEdeLagrivc,  avec  les  Notes  de  Reynand, 
in-8.,  7  fr, 

^NOTES  SUR  L'ARITHMÉTIQUE,  i5«  édit.  în-8.,  i832,         a  fr.  5o  c 

SUR  LA  GÉOMÉTRIE,  in.8.,  8»  édit. .  i833,  5  fr. 

SUR  L'ALGÈBRE  et  Application  de  l'Algèbre  à  la  Géométrie,  in-^., 

7»«  édit. ,  i834,  ^  ,  8  fr.So  c. 

etNICOLLET.  COURS  DE  MATHÉMATIQUES,  à  l'usage  desÉcoks 

de  Marine  et  des  Aspirans  à  ces  Écoles  ;  3  vol.  in-8. 

!«'  vol.  Arithmétique  et  Algèbre,  j)ar  M.  Reynand.  5  fr. 

a«  vol.  Géométrie  e.t  Trigonométrie ,  [)ar  M.  Nicollet.  .  7  fr. 

3»  vol.  Statiqne  et  Equilibre  des  Machines  (sous  presse)^ 

-THÉORÈMES  ET  PROBLÈMES  DE  GÉOMÉTRIE,  snivîs  de  la  théorie 


des  Pians  et  des  préliminaires  de  la  Géométrie  descriptive ,  comprenant  la  partie 

exigée  pour  l'admission  à  TÉcole  Polytechnique;  in-%.,  i833 ,  avec  ao  pi.,   5  fr. 
— —  Ces  lliéo  rentes  et  Problèmes  forment  maintenant  les  Notes  h  la  suite  de 

la  Géométrie  de  Bezout, 
GARNIRR.  TRAIIE  D'ARITHMÉTIQUE,  a» édit. ,  în-8v,  1808,     a  fr.  5o  c 
ÉLÉMENS  D'ALGÈBRE,  \  rusagcdesAsçiransàrEcolcPolylcchniaue; 

3e  édit. ,  in-8. ,  î8i  i ,  revue ,  corrigée  et  augmentée ,      ,  O  f r. 
Suiiede  ces  Elémcns,ae  partie,  ANALYSE  ALGÉBRIQUE,  nouv.  édit-, 

considérablement  augmentée,  in-8.,  i8i4,  7  ^r. 
GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE,  ou  Application  de  l'Algèbrcà  la  Géométrie; 

seconde  édi(ion ,  revue  et  augmentée,  i  vol.  in-8.,  avec  i4  planches,  18 13,        6  fr. 
LES  RECIPROQUES  de  la  Géométrie,  suivies  d'un  Recueil  de  Pioblèmeset 

de  Théorèmes ,  et  de  la  construction  des  Tables  trigonoméuiqnes  ;  in-8. ,  a*  édit., 

considcrabicmcnt  augmentée.  1810. 

—  ÉLÉMENS  DE  GÉOMÉTRIE,  contenant  les  deux  Trigonométrics,  les  Élé- 
mens  de  la  Polygonométrie  et  da  levé  des  Plans,  et  l'Introduction  à  la  Géométrie 
descriptive:  i  vol.  in-8. ,  avec  planches,  i8ia,  5  fr. 

LEÇONS  DE  STATIQUE,  à  l'usage  des  Aspirans  à  l'École  Polytechhiqne; 

1  vol.  in-8,  avec  12  planches,  i8îi,    ,  5  fr. 
LEÇONS  DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL;  3«  édition,  1  vol.  in-«.,  avec 

?LEÇÔÎSS  DE  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  INTÉGRAL;  avol.i^.'," 

avec  4 planches,  181  r  et  i8ia,  i4  fr. 

—  TRISKCTION  DE  L'ANGLE,  suivie  de  Recherches  analytiques  sur  le  même 
sujet;  in-8.,  i8oc),  ,  a  fr.  5o  c. 

DISCUSSION  DES  RACINES  des  Équations  déterminécsdu  premier  degré 

h  plusieurs  inconnues ,  et  élimination  entre  deux  équations  de  degrés  quelconques  à 
deux  inconnues;  a®  édit. ,  i  vol.  in-8.,  i  fr.  80  c. 

FRANCŒUR,  Professeur  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris,  ex-Examinatenr  dps 
Candidats  de  l'École  Polytechnique,  etc.  COURS  COMPLET  DE  MATHE- 
MATIQUES PURES,  dédié  à  S.  M.Alexandre  1er  Empereur  de  Russie;  Ou- 
vrage   ilestiné  aux  Élèves  des  Écoles  Normale  et  fdYtecboiqne^  et  aux'' 
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icbtsqni  s« préparent  k  j  être  admis,  cic.j  3®  édition ,  revne  et  angmente'ey 
^ol.in-8..  aT«c  fiaiires.  i8a8,  .    ,     ,  i5  fr. 

—  URANOGRAPHIE  ou  TRAITE  ÉLÉMENTAIRE  D'ASTRONOMIE, 
Pusage  des  personnes  peu  versées  dans  les  Mathématiques,  accompagod  de 

Sanisph&res ,  etc.  ;  4?  edit.  ;  consid.  aucm. ,  i  vol.  in-8. ,  avec  pi.,  i8a8,    9  t  5oc« 

—  TRAITÉ DE  MÉCANIQUE  ÉLÉMENTAIRE,  5«cdit.,  i8a5,  7  fr.  5oc. 
•—  TRAIl^  De  STATIOTJE,  in-8,  3  fr. 

—  ASTRONOMIE  PRATIOUE ,  i  vol.  in-8. ,  i83o,  ^  7  fr-  5o  c. 
«AILLE.  LEÇONS  ÉLÊSlENTAIRES  DE  MATHÉMATIQUES,  aug- 
:&entees  par  Marie,  avec  des  Notes  par  M.  Labey,  Professeur  de  Mathématiques, 
^Examinateur  des  Candidats  pour  TÉcoIe  Polytechnique  j  Ouvrage  adopte'  par 
^  Université,  pqur  renseignement  dpns  les  Lycées,  etc.;  in-d.,  fig.,  181T,  7  fr.  5o  c. 
-AIRAULT.  ELÈMENS  DE  GEOMETRIE  à  l'usage  des  «coles  primaires; 
aouyclle  édition,  i83o,  in-8,  i^^- 

—  ELÉMENS  D'ALGÈBRE ,  6»  édit.,  avec  des  Notes  et  des  Additions  très 
s  tendues,  par  M.  Gamier;  précède  d'un  Traité  d'Arithmétique  par  Thcvencau, 

t  une  Instruction  sur  les  nouveaux  poids  et  mesures;  a  vol.  in-8.,  1801 ,  10  fr. 
'  ZANNE,  Docteur  *s-Scicnces,  Professeur  de  Mathématiques  au  Lycée . Char- 
•maçnn,  à  Paris.  DE  LA  MANIÈRE  D'ÉTUDIER  LES  MATHEMA- 
TIQUES; Ouvrage  destiné  &  servir  de  guide  aux  jeunes  gens,  à  ceux  surtout 
■ui  veulent  approfondir  cette  Science,  ou  qui  aspirent  à  dtrc  admis  h  l'Ecole 
formate  ou  à  rEcole  Polytechnique  ;  3  gros  vol.  in-8.,  avec  figures. 


JUCHARLAT,  Professeur  de  Mathématiques  transcendantes  aux  Écoles  mili- 
laîres.  Docteur  ès-Sciences ,  etc.  ÉLÉMENS  DE  CALCUL  DIFFERENTIEL 
et  de  CbIcqI  imégral,  4*  edit.,  revue  et  augm.,  in-8. ,  avec  pL,  i83o,  8  fr. 

—/THÉORIE  DES  COURBES  ci  des  Surfaces  du  second  ordre ,  précédée  des 
principes  fondamentaux  delà  Géométrie  analytique;  2'édit.,  aug.,  in-8. 
-ELEMENS  DE  MÉCANIQUE,  iu-8.,  a»  édition,  revue  et  considérablement 
feogmentée^  avec  planches,  1827.  jl    jl  '^  ^^' 


URI,  INSTITUTIONS  MATHÉMATIQUES,  6-  édit.,  i835,  6  fr. 


HTHOUD.  ART  DE  CONDUIRE  ET  RÉGLER  LES  PENDULES  ET 
-ES  MONTRES,  5»  et  jolie  édit .,  in-18,  avec  5  pi.,  2  fr.  5o  c. 

lANCHON ,  Capitaine  d'anîllcrie.  APPLICATION  DE  LA  THEORIE 
3ES  TRANSVERSALES.  Cours  d'opérations  géométriques  sur  le  terrain,  etc.  ; 
8i8jn-8,  afr. 

—  MEMOIRE  snr  les  lignes  du  second  ordre,  1817,  in-8.,  a  fr. 
►NDORCET.  MOYENS  D'APPRENDRE  A  COMPTER  avec  facilité:  ae  c'd., 

>URS  DE  MATHÉMATIQUES,  avec  des  Notes  et  des  Additions  par  Pet- 
lARD.  GEOMETRIE,  7e  édit.  revue  corrigée  et  augmentée,  i833.  in-8.,  7  fr. 
lUSIN.  TRAITE  DU  CALCUL  DIFFERENTIEL  ET  INTÉGRAL,  a  vol. 

-  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE  DE  L'ANALYSE  MATHÉMATIQUE  ou 
3'ALGEBRE,in.8.,  4  fr. 
ABREU.  PRINCIPES  MATHÉMATIQUES  de  feu  Joseph-Anastase  da  Cunha, 
'rofcsscur  à  l'Université  de  Coïmbrc  (comprenant  ceux  de  l'Arithmétique,  de 
a  Géométrie,  de  TAIgèbrc ,  de  son  Application  à  la  Géométrie,  et  du  Calcul  dif- 
'éreniicl  et  intégral,  traités  d'une  manière  entièrement  nuavelle) ,  traduit  littéra- 
ementdu  Portugais;  in-8.,  1816,*  61r. 
INGER.  ART  DU  SOUFFLEUR  A  LA  LAMPE,  on  Moyen  facile  de  faire 
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soi-même ,  k  très  pea  de  frais ,  tons  les  instrnmeas  de  Phytîqae  ef  dt  Q 
tels  qae  thermomètres,  baromètres,  pèse-liqneurs,  siphons,  et6.a  aa  manu 
appareil  qui  remplace  avec  avantage  la  table  d^cmaulcnr,  et  offre  aanloi 
cinq  sixièines  de  diminution  de  prix;  in-12,  iSaQ,  avec  pf.,  t  A 

DEPRASSE ,  Professeur  de  Mathématiques  à  Aerlin.  TABLER  WiW 


DIDIE5 

formant  4  vol.  in-8. 

ire  partie.  Ge'ometrie  plane ,  section  élémentaire,  in-8., 

DUBOURGUFr.  TRAITES  EJ^EMENTAmES  DE  CALCUL  DICTl 

TIEL  ET  DECALCULINTEGÎIAL,  a  vol.in^,  1810  et  1811 , 
DU  PIN  (baron  Charles).  GEOMETRIE  ET  MEC  AWIQtJE  DES  ART 

METIERS  ET  DES  BEAUX-ARTS,  Couas  normal  à  Fq^fce  (1«  « 

et  des  artistes ,  des  sous-chefs  et  des  chefs  d^ateliers  et  de  maaofkciiilWi 

in -8.,  i8a6. 

Les  volumes  se  vendent  séparément  : 

]*r  volume.  GÉOMÉTRIE,  on  des  Formes  nécessaires  II  Plndostrie, 

a»«  volume.  MACHINES  ÉLÉMENTAIRES  ndcesssaires  k  rindustiie, 

3b«  volume.  FORCES  MOTRICES  nécessaires  à  riqda^trie  » 
Chaque  Leçon  s/;  Tend  séparément, 


31  cahiers  en  3a  vol.  in-4. 9  avec  des  planches ,  'IM  ( 


Chaque  cahier  se  vend  séparément , 

savoir  :  cahier  i  h  6, •  •  • . . 

7  et  8, 

9  (Théorie  des  Fonctions,  deuxième  édit*,  par  L^grange), 

10  à  16, 

19»  7ft 

30  i83i ,  

31  l833,  f  fr 

33  i833, 4& 

33  i834;  jmrattra  fin  novembre  prochain. 

EXPOSITION  TRES  ABRÉGÉE  DE  L'ART  DE  LA  GUERRE,  on 

élémentaire  d'application  ^  plusieurs  parties  de  Tart  de  la  guerre,  des  connai 

,  cnsei^ées  aux  élèves  de  l'École  Polytechnique,  in-i3,  avec  épures  in*foI.. 

EPURES  A  L'USAGE  DE  L'ÉCOLE  ROYALE  POLÏTECHNIQUi 

tenant  103  planches  gravées  in-fol.  (sans  texte)  >  sur  la  Géométrie  desGdpi 

Charpente,  la  coupe  des  pierres,  la  Perspective  et  les  Ombres.  Pdz  p^  fenilug 

COLLECTION  D*EPURES  D'ARCHITECTURE,  lè  feuille  in-fol.. 

COLLECTION  D'EPURES  DE  TOPOGRAPHIE  A  LUMIÈRE  OBU 

(ancien  système),  in'foI.,sans  texte.,  6ù 

DE  TOPOGRAPHIE  A  LUMIERE  DIRECTE  (nouveau  sys 

in-fol.,  sans  texte ,  6  te 

'  '  Epures  de  machines, 

EPURE  DE  LA    MACHINE  A  VAPEUR ,    a  feoiUes  av 

Çendc ,  1  fi 

EULER.  ÉLEMENS  D'ALGÈBRE,  nouvelle  édition ,  1807, 51  vol.  în^., 
La  première  partie  contient  l'Analyse  déterminée,  revue  et  augmentée  d< 
par  Garnier.  La  deuxième  partie  contient  l'Analyse  indéterminée^  re^ne 
mentée  de  Notes  par  M.  Lagrange,  Sénateur,  Membre  de  l'Institut,  etc. 
GASCHEAU.  ^Géométrie  descriptive ,  Traité  des  Surfacçji  réglées,  in-(8.«a  f< 
GIAI^BONI.  ÉLEMENS  D'ALGÈBRE,  D'ARITHMETIQUE  ET  DE 
METRIE,  ou  l'Arithmétique  et  la  Géométrie  se  déduisant  des  pren^rtf  1 
de  l'Alsèbre,  etc. ,  traduit  de  l'itî)lien  par  Roux,  de  Genhfe^^  vqI.  \jA» 
HACHETTE,  ex-Professeur  à  l'Ecole  Polytechnique.  PROGRAMMES 
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,;pilS  DE  PHYSIQUE,  on  Prc'cîs  des  leçons  sar  les  princijpanx  phénomènes 
tfk  natnrey  et  sur  quelques  applications  dek  Mathématique»  Il  là  Phynqoe,  iik>S., 

"^  '  î)  Y .  MOYEN  DE  SU  PPLÉER  PAR  L'ARITHMÉTIQUE  A  L'EMPLOI 
ALGEfiHE  dans  les  questions  d'intéréu  composés,  d^annuités,  d'azuortisse- 
f  etc.,  terminé  par  une  application  spéciale  du  même  procédé  à  Textinctiou 
àiette.pub)iane,in-8.,  t9l5,  i  fr. 

^GÈj,  Membre  de  l'Institut.   LEÇONS  SUR   LE   CALCUL  DES 
^nOIÎS,  nouvelle  édition,  in-8.,        .  7  fr. 

ITÉ  DE  LA  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  NUMERIQUES  de 
les  dc^és,  avec  des  Notes  sur  plusieurs  points  de  la  Théorie  des  Équations 

Sucs ,  3*  édition,  in-j.,  1836,  iS  fr. 

lïlE  DES  JONCTIONS  ANALYTIQUES,  in-4.,  i5  fr. 


tJUc  même,  3  vol.  în-8.,  i^5.  ,  i3  fr, 

I^ArPHILOSOPHIQUE  SUR  LES  PROBABILITÉS,  in-8.,  5«  éd.,  1 8a5, 4f. 
MÉ,  Élève  Ingénieur  au  Corps  royal  des  Mines.  EIxamen  des  différentes  méthodes 
^-iloyée»  pour  résoudre  les  PROBLEMES  DE  GÉOMÉTRIE  j  1  vol.  in-8., 
i  planche,  1818,  afr.  5oc. 

;VRE.  Géomètre  en  chef  du  Cadastre.  NOUVEAU  TRAITÉ  DE  L'AR- 
9TAGE ,  à  Tusaçe  des  personnes  qui  se  destinent  à  Tétai  d'arpenteur,  au 
ré  des  plans  et  anx  opérations  du  nivellement,  4*^  édit. ,  entièrement  refondue  et 
"'^^entée  d'un  Traité  de  Géodésie  pratiçme,  ouvrage  contenant  toot  ce  qni  est 
Ltif  à  ràrpeniage ,  l'aménagement  des  dois  et  la  division  des  propriétés  ;  ce 
.1)i  faut  connaître  pour  tes  grandes  opérations  géodésiques  et  le  nivellement, 
TOJ.  in-8,  avec  ào  plap(/hès ùon^Ilement  gravées,  i8a6 ,  16  fr. 

*.  ML^UEL  DU  TRIGONOMETRE ,  servant  de  Guide  aux  jeunes  ingéniecis 
îi  4è  destinent  aux  opéràtiôhs  géodésiqucs,  suivis  de  diverses  solutions  de  Géo- 
éir\e  pratique,  de  quelques  Notés  et  de  plusieurs  Tableaul,  i  vol.  in-8.;  avec 

.AWL)(CATI0N  DE  LA  GÉOMÉTRIE  h  la  mesure  des  lignes  înaccessiblaî 
dés  surfaces  planés,  etc.,  ou  Lon^iplànimétric  pratique,  in-8. ,  5  fig  ,  1817,  5  fr. 
WIDE  PRATIQUE  ET  MEMORATIF  DE  L'ARPENTEUR,  particu*- 
rëment  destiné  ant  personnes  qui  n'ont  point  étudié,  la  Géométrie;  contenant 
lies  les  méthodes  nécessaires  pour  l'ArpenlSge,  le  levé  des  plans,  l'amena- 
it des  bois,  le  nivellement,  le  toisé,  etc. ,  1  gros  vol.  in-ia  avec  18  planeh., 
»nt  une  coloriée ,  .         .  6  fr. 

uANÇOIS.  ESSAIS  DÉ   GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE,  a«  édition, 
ic^et  augiUentée  ,  1  vol.  în-8.,  1804.  a  fr.  5o.  c. 

RIER.  MÉTHODE  ET  TABLE  à  l'usage  des  Géomètres,  pour  rap. 
ter  sans  le  secours  d'antres  instruraens  que  l'échelle  et  le  compas,  les  angles 
(ervés  avec  Ic.graphohièt^e  et  déduits  de  parallèles:  prix,  i  fr.  5o  c. 

ILÏÈR.  ELEMÉNS  D'ALGÈBRE ,  a  vol.  îii-8^    *^  12  fr. 

ÉLÉMENS  D'ANALYSE  GÉOMÉTRIQUE  et  d'Analyse  algébrique, 
)liqué8  à  la  recherche  des  lieux  géométriifucs,  in-4-t  180Q,  i5  fr. 

SS  »  Professeur  de  Physique  au  Lycée  Charlemagne  à  Paris,  etc.  HISTOIRE 
[ILOSOPHIQUÉ  DES  PROGRES  DE  LA  PHYSIQUE,  4  vol.  in-8.,  181  r 

»>^ï4»  .  ao  fr. 

Îiatrièmc  voluine  se  veU'l  scpa rénient ,  5  fr. 

RAITÉ  COMPLET  ET  ÉLÉMENTAIRE  DE  PHYSIQUE,  présenté 
insiin  ordre  nouveau,  d'après  les  découvertes  modernes;  a*  édit.,  revoe,  corri- 
ie  et  considériiblement  augmetitéc,  3  vol.  in-8.,  avec  fig.,  i8j3,     ,  18  fr. 

3BE  (  S.-F.  ) ,  Professeur  à  l'Université  de  Beriin.  TRAITÉ  ÉLÉMENTAIRE 
H  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  ET  DE  CALCUL  INTEGRAL,  traduit  de 
iiléhiandparM.  Kartséher,  in-8.,  i83a,       .  7  fr. 

SCHERONI.  PROBLEMES  DE  GÉOMÉTRIE,  résolus  de  différentes  ma- 
•ières ,  traduit  de  l'italien,  vol.  in-8.,  i8o3,  3  fr. 

—  GÉOMÉTRIE  DU  COMPAS,  traduit  de  l'italien  par  M.  Carette.  Officier 
ftpérieur  du  Génie,  in-8. ,  a«  édît* ,  augmentée  d'une  Notice  biographique  sur 
llttitJBtir,  i8a8,  heile  édition ,  6  fr. 


